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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Martyny Gérskiej

pt. Rozlgcznosc automorfizmow zachowujgcych miare, ortogonalnosé
ciggow 1 funkcje arytmetyczne

Przedlozona mi do oceny rozprawa mgr Martyny Gérskiej to znakomicie napisana
dysertacja doktorska po§wigcona waznym zagadnieniom nowoczesnej teorii ergodycz-
nej. Praca skiada si¢ ze wstepu, pieciu rozdzialéw i obszernej bibliografii. Liczy 132
strony i zostala przygotowana na podstawie wynikdéw zawartych w dwéch wspotau-
torskich artykulach: Joining properties of automorphisms disjoint with all ergodic
systems (wspélnie z P. Berkiem i T. de la Rue), opublikowanym w , Ergodic Theory
and Dynamical Systems” w 2025 roku, oraz On orthogonality to uniquely ergodic
sequences (wraz z M. Lemanczykiem i T. de la Rue), ktéry zostal przyjety do druku
w ,Journal d’Analyse Mathématique”.

Rozprawa przynosi rozwigzanie problemu Boshernitzana inspirowanego stynna hi-
potezg Sarnaka (zob. J.-P. Conze, T. Downarowicz, J. Serafin, Correlation of sequ-
ences and of measures, generic points for joinings and ergodicity of certain cocycles,
» Transactions of the American Mathematical Society”, 369 (2017), 3421-3441). Pro-
blem ten to — scharakteryzowanie ograniczonych ciggéw prostopadtych do klasy UE
wszystkich uktadéw dynamicznych, posiadajacych jedyna unormowang miare nie-
zmienniczg (unique ergodicity), to znaczy ciagéw (u(n)),>1, u(n) € Coraz |u(n)| < 1,
ktore spelniajg nastepujgcy warunek prostopadtosci:

N
Jim = g f(T"z)u(n) =0,

dla dowolnego f € C(X) oraz dowolnego (X, T') € UE. Oryginalna hipoteza Sarnaka
dotyczy prostopadlodci funkcji Mébiusa p wzgledem ukladu dynamicznego majacego

entropie topologiczna zero.
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Drugim waznym zagadnieniem poruszanym w rozprawie jest pytanie o warunki,
ktére musi spetnia¢ dowolny automorfizm okreslony na standardowej przestrzeni pro-
babilistycznej, aby byl on roztaczny ze wszystkimi automorfizmami ergodycznymi.
Roztgcznosé dwoch automorfizméw T'1 S oznacza, ze miara produktowa jest jedynym
potaczeniem (w sensie Furstenberga) tych automorfizméw.

Pozornie te dwa gléwne zagadnienia sa od siebie odlegle. Jest to jednak mylne
wrazenie, jak zauwaza autorka we wstepie, sam problem Boshernitzana motywuje do
opisu klasy automorfizméw rozlacznych ze wszystkimi automorfizmami ergodyczny-
mi. Dlatego ewentualny zarzut o niespdjnos¢ rozprawy jest catkowicie bezzasadny.

Struktura pracy: Po krétkim wprowadzeniu nastepuje obszerny — stanowigcy
potowe objetosci pracy — rozdzial z wiadomosciami wstepnymi (rozdzial 2). Nie
czynie z tego zarzutu; pragne jedynie zwrdci¢ uwage na to, jak zaawansowany jest
charakter badan prowadzonych przez mgr Gérska, skoro wymagaja one tak szerokiego
wprowadzenia. Ze wzgledu na ogrom poje¢ i definicji niezwykle przydatne bytoby
jednak sporzadzenie indeksu w pracy.

Rozdzial 3 po$wiecony jest badaniu rodziny automorfizméw okreslonych na stan-
dardowej przestrzeni probabilistycznej, ktére sg roztgczne z kazdym automorfizmem
ergodycznym Ergt. Gléwny wynik tej czesci rozprawy to podanie pelnej charaktery-
zacji rodziny Erg™ — twierdzenie 3.2.1 (wynik ze wspélnej pracy z M. Lemanczykiem
i T. de la Rue).

Drugim waznym zagadnieniem poruszanym w tym rozdziale jest kwestia istnienia
mnoznikéw dla wspomnianej klasy operatoréw. Mnoznikiem nazywamy taki auto-
morfizm z tej rodziny, ktérego zltozenie (produkt) z dowolnym innym automorfi-
zmem z tej same]j klasy réwniez do niej nalezy. Najwazniejszy wynik tego rozdzialu
— twierdzenie 3.3.2 — dowodzi, ze rodzina owych mnoznikéw jest trywialna i sklada
sie wylacznie z identycznodci.

Rozdzial 3 zawiera wiele innych interesujacych rezultatéw; na przyklad twierdzenie
méwigce, ze klasa Erg’, mimo braku zamknietoéci na branie potaczen, jest zamknieta
ze wzgledu na produkty kartezjanskie jej elementéw (twierdzenie 3.4.1) czy dowdd
istnienia w tej klasie automorfizmu, ktérego wszystkie samopotlgczenia naleza do tej
klasy (twierdzenie 3.5.3). Dowéd tego faktu jest dalece nietrywialny i zastluguje na
szczegdlne uznanie.

Spektakularne wyniki rozprawy zawiera rozdzial 4. Twierdzenie 4.2.1 przynosi
pelng charakteryzacje elementéw prostopadiych do stabo ergodycznej czesci prze-
strzeni L?, wyrazona w jezyku éredniej warunkowej wzgledem pewnej rodziny 2-
samopolaczen danego automorfizmu. Przy rozwiazaniu problemu Boshernitzana klu-
czowg role odgrywal wniosek wyprowadzony z tego twierdzenia (wniosek 4.6.2), zas
sama charakteryzacja ograniczonych ciggéw prostopadtych do klasy UE (problem Bo-
shernitzana) podana jest w stwierdzeniu 4.5.1. Imponujacy jest dowdd twierdzenia
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4.8.5 przedstawiajacy postaé samopolaczenia rzedu 2 ukladu Furstenberga quasi-
generujacej funkeji u w jezyku *-stabej zbieznosci odpowiednich miar empiryeznych.

I na koniec, bardzo ciekawie prezentujy si¢ rozwazania zawarte w rozdziatach 5 i
6, pokazujace site wezesniejszych teoretycznych rozwazan przy analizie konkretnych
szczegolnych przypadkow.

Ocena pracy: Wyniki zawarte w rozprawie tworczo i znaczaco wpisujg sie w ba-
dania waznych zagadnien wspélczesnej matematyki, obok dokonan matematykow tej
klasy, co H. Furstenberg, P. Sarnak, T. Tao czy, last but not least, Mariusz Leman-
czyk — promotor ocenianej rozprawy. Od fundamentalnej pracy Hillela Furstenberga
(por. Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem in Diophantine
approzimation, ,Math. Systems Theory”, 1 (1967), 1-49) polaczenia ukladéw dyna-
micznych i ich rozlacznosé stanowia jedno z podstawowych pojeé teorii ergodyczne;j.
Stad tematyke pracy oceni¢ nalezy bardzo wysoko.

Prace przeczytalem z duzym wysitkiem; nie bedac ekspertem w tej dziedzinie,
bylem jedynie w stanie zweryfikowaé poprawnos¢ i kompletno$é rozumowan — nie
moge jednak z czystym sumieniem stwierdzi¢, ze w pelni zglebilem wszystkie jej
niuanse. Praca jest poprawna i bardzo starannie zredagowana. Znalaztem jedynie
nieliczne, drobne usterki (np. bledne odwolanie do definicji — na str. 10 powinno
byé: patrz definicja 2.3.68, a nie 2.3.9), o ktérych w zasadzie nie warto wspominac.

Rozprawa prezentuje niezwykle wysoki poziom naukowy i imponuje mi wiedza,
ktéra zdobyla Doktorantka. W czasie szczegdtowej prezentacji rezultatow rozprawy
wielokrotnie podkreélalem mdj zachwyt nad uzyskanymi wynikami.

7 recenzenckiego obowigzku musze zaznaczy¢, ze wyniki zawarte w rozprawie mgr
Goérska uzyskala we wspélpracy ze znakomitymi matematykami, ale znajac wysokie
standardy naukowe i moralne wspélautoréw, nie mam najmniejszych podejrzefi co
do znaczacego udziatu Doktorantki. Zatem ta kwestia nie budzi zadnych watpliwosci.

Konkluzja: Pani mgr Martyna Gérska przygotowata wybitng rozprawe doktor-
ska — jedna z najlepszych, jakie dotychczas recenzowalem — zawierajaca niezwykle
wartodciowe i poznawczo interesujace wyniki. Ich wypracowanie wymagalo duzej
bieglosci warsatatowej oraz rzetelnej, zmudnej analizy matematycznej, co zastuguje
na wyrazne uznanie. Z pelnym przekonaniem stwierdzam, ze przedlozona
praca spelnia z nadwyzka wszystkie ustawowe kryteria stawiane rozpra-
wom doktorskim, w zwigzku z czym wnosze o dopuszczenie mgr Martyny
Goérskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Z prawdziwg przy-
jemnoécig wnioskuj¢ o wyréznienie tej rozprawy.
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