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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgr Martyny Gorskiej
LwRozlagcznosé automorfizméow zachowujgcych miare, ortogonalnosé ciggow 1 funkcje
arytmetyczne”

Rozprawa doktorska mgr Martyny Goérskiej, bedaca przedmiotem tej recenzji, sktada
sie z 132 stron i podzielona zostata na 6 rozdziatéw. Zostata napisana w jezyku polskim,
pod opieka promotora prof. dr hab Mariusza Lemanczyka. Glowng tematyka rozprawy
jest pojecie roztacznodci i ortogonalnosci wybranych klas automorfizméw przestrzeni pro-
babilistycznych (m.in automorfizmy ergodyczne i monoergodyczne). Badania w ramach
teorii ergodycznej prowadzone sa w podejsciu motywowanym teorig spektralng oraz teoria
operatoréow.

Material przedstawiony w rozprawie jest spojny tematycznie a przedstawione wyniki
i tematyke badawczg bez wahania mozna zaliczy¢ do gtéwnego nurtu wspotczesnej teorii
uktadéw dynamicznych czy weziej, teorii ergodycznej. Prowadzone badania sa tez dosé
spojne pod wzgledem stosowanych metod oraz pytan badawczych. Rozprawe rozpoczyna
kilkustronicowy wstep, podsumowujacy gtdéwng motywacje i wyniki rozprawy. Autorka
wyjasnia w nim powiazania rozwazanych pojeé¢ ze znanymi hipotezami (Sarnaka, Chow-
li) w tym zawartymi w nich pojeciami ortogonalnosci wzgledem ciagéw oraz roztacznosci
uktadow miarowych. Pojawiajace sie w rozprawie pojecie uktadu Furstenberga jest tez nie
przypadkowe, gdyz to za jego sprawa pojecie roztacznosci uktadéw miarowych i topologicz-
nych pojawito si¢ w literaturze matematycznej. Dalsza czes¢ wstepu podsumowuje gtéwne
twierdzenia udowodnione w rozprawie. Mimo, ze sg one numerowane literami A,B,C,.. .,
autorka podaje ich powiazanie z wynikami w konkretnych rozdzialach. Po Wstepie na-
stepuje obszerny, bo liczacy okoto 50 stron rozdzial zatytutowany ,Wiadomosci wstepne”
zawierajacy podstawowe definicje, znane fakty oraz pochodzace w wiekszosci z literatury
(tzn. nie dowodzone bezposrednio w rozprawie) twierdzenia pomocnicze, wykorzystywane
do$¢ intensywnie w dalszej czesci rozprawy. Warto tutaj podkresli¢, ze nie ma w nim
informacji na wyrost, a wrecz przeciwnie, czesé¢ przedstawionego materiatu jest czasami
nazbyt skrotowa. To juz na wstepie pokazuje poziom prowadzonych badan, czy tez ina-
czej mowiac, poziom ,wejscia”’ potrzebny to zrozumienia rozwazan prowadzonych przez
autorke w gltownej czesci rozprawy. Nie ulega watpliwosci, ze do prowadzonych badan
potrzebna jest dos¢ szeroka wiedza z zakresu teorii ergodycznej oraz spora wprawa w
operowaniu x-staba topologig na przestrzeni miar. Wprowadzona w tym rozdziale notacja
jest do$¢ konsekwentnie (poza drobnymi wyjatkami) stosowana w calej rozprawie.

Gléwna czesé merytoryczna rozprawy stanowia kolejne rozdzialy o numerach od 3
do 6. Powstaly one w duzej czesci w oparciu (o wspdtautorskie) prace mgr Goérskiej, w
szczegblnosei (pozycje wedtug numeracji w bibliografii).
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Przejde teraz do podsumowania gtéwnej czesci merytorycznej rozprawy. Rozdziat 3
stara sie scharakteryzowa¢ automorfizmy roztaczne ze wszystkimi automorfizmami ergo-
dycznymi. Oczywiscie warunek T € Ergh dla nietrywialnego T oznacza, ze nie moze
ono by¢ ergodyczne. Twierdzenie 3.2.1. przynosi pierwsza charakteryzacje takich nie-
ergodycznych odwzorowaii. Nastepnie analizowane sg mnozniki przestrzeni Ergh, czyli
elementy ktérych polaczenia z innym elementem Erg® nie wyprowadzaja poza ta klase.
Pelna charakteryzacje przynosi Twierdzenie 3.3.2. Okazuje sig, ze jest to klasa 1D, czyli
automorfizmy ktérych sktadowe ergodyczne musza by¢ jednopunktowe (sa to identyczno-
Sci przestrzeni probabilistycznych). W dalszej czesci tego rozdziatu rozwazane sa produkty
kartezjanskie i samopotaczenia. Rozwazane sa zwiazki pomiedzy mnoznikami a klasami
charakterystycznymi, w szczeg6lnosci wskazuje sie na istnienie klas charakterystycznych
wewnatrz Ergh. Ciekawe i uzyteczne jest tez twierdzenie 3.5.3 pozwalajace konstruowad
elementy Ergt na podstawie zalozenn o wiéknach ergodycznych T. Pokazuje ono takze
zastosowanie klas PID i MSJ w praktyce. Tym sposobem redukuje si¢ sprawdzanie roz-
tacznosci nieskonczonego produktu do testéow jego wspotrzednych.

Rozdzial 4 poswiecony jest badaniom nad problemem stowarzyszonym z problemem
Boshernitzana. W oryginalnej wersji tego problemu pytamy o charakteryzacje wszystkich
ciggow ortogonalnych do wszystkich homeomorfizméw minimalnych i mono-ergodycznych
a W rozprawie rozwazana jest jego wersja rOwnowazna, wygodniejsza z punktu widze-
nia stosowanego aparatu pojeciowego. W pierwszej kolejnosci rozwazania tego rozdzialu
skupiaja si¢ na przestrzeni F,.(T) C L*(X,B, ) ktéra jest domknieta podprzestrzenia
rozpinana przez stabo ergodyczne elementy ukladu (X, B, ). Same elementy stabo ergo-
dyczne definiowane sg jako elementy obrazu operatora Markova zadanego przez potgczenie
p automorfizmu 7' z innym automorfizmem ergodycznym, co uzasadnia tytut rozdziatu
4. Pierwszy z gtownych wynikéw tego rozdziatu, Twierdzenie 4.2.1 podaje, przy pewnych
dodatkowych zalozeniach odnosnie f, charakteryzacje f L Fio(T'). Jest ono wykorzystane
pozniej we Wniosku 4.6.2 by wypowiedzie¢ warunek na ortogonalno$é¢ poprzez wtasnosci
samopolaczen A € Jo(T) automorfizmu T'. Nawiazanie do tego podejscia stanowi sekcja
4.5. w ktorej podaje sie warunki na ortogonalno$¢ funkcji u: N — D do uktadow mo-
noergodycznych, cho¢ tym razem ortogonalnosé¢ rozumiana jest jako spelnienie warunku
(1.2), czyli wspomniany wczesniej, zmodyfikowany problem Boshernitzana. Istotny jest
tutaj warunek réwnowazny ze Stwierdzenia 4.5.1 ktory sprowadza problem Boshernitza-
na do badania stowarzyszonego z u uktadu Furstenberga. Rozdzial 4 w istotny sposéb
dopetnia sekcja 4.7. w ktoérej konstruowane sa ciagi ortogonalne do wszystkich uktadéw
monoergodycznych, co wykazuje, ze rozwazany problem Boshernitzana moze istotnie mie¢
pozytywne rozwigzanie. Mimo, ze z wypowiedzi wynikoéw z sekcji 4.5. i 4.7. tego nie wi-
da¢, istotnym elementem dowodowym sg odpowiednio konstruowane potaczenia. Rozdziat
4 zamyka Twierdzenie 4.8.5 ktore sprowadza weryfikacje Wniosku 4.6.2. do weryfikacji
pewnych warunkéw kombinatorycznych (badanie zachowania na krétkich przedziatach).

Rozdzial 5 wraca ponownie do automorfizmoéw roztacznych z automorfizmami ergo-
dycznymi, jednak tym razem dodatkowo zaktada sie, ze pochodzg one z klasy charakte-
rystycznej F (czyli pytamy o roztaczno$¢ z F N Erg). Najwazniejsze tutaj wydaja sie by¢
Stwierdzenia 5.0.1. oraz 5.0.8. ktére dostarczajg warunkow réwnowaznych na roztgcznosé
automorfizmow czy tez ortogonalno$c¢ ciggu arytmetycznego do klasy automorfizmoéow. Mi-
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mo, ze autorka nie poswieca zbyt wiele miejsca tym wynikom, to moga one mieé ciekawe
zastosowania praktyczne. Przykladem takiej pomystowej ,zonglerki” pomiedzy T' oraz
T|a,, oraz korzysci z tego plynacych jest juz sam dowdd Stwierdzenia 5.0.1. Pewnym
zaskoczeniem jest sekcja 5.0.3. zatytutowana przyktady. Rzeczywiscie pojawia sie w niej
krotki przyktad 5.0.9 a potem pewne wtasnosci, ktore nie zostaja podsumowane zadnym
konkretnym przyktadem. Sekcja ta tez nie podaje na wstepie praktycznie zadnych komen-
tarzy odnosnie jej celu.

Rozdzial 6 wydaje mi sie dodany nieco na site. Pojawia sie w nim Wniosek 6.1.1.
charakteryzujacy pretensjonalne funkcje multiplikatywne ortogonalne do wszystkich ukta-
déw monoergodycznych jako charaktery Archimedesa oraz Twierdzenie 6.1.5. podajace
warunki rownowazne na to by funkcja u spetniata usredniona wtasnos¢ Chowli. O ile
sama tematyka jest z pewnoscia wazna, a przedstawione (krotkie) dowody wiaza sie z
rozwazaniami w sekcjach 4 i 5, to z punktu widzenia jakosci samej rozprawy nie wiele juz
wnosza. Gdyby ta sekcje w catosci pominaé, to nie wptynetoby to w zadnym stopniu na
moja koncowa ocene.

Bardzo wysoko oceniam wyniki zaprezentowane w rozprawie. Zawieraja wie-
le dtuzszych, wymagajacych sporej pomystowosci rozumowan. Mimo, ze rozwazane w
kolejnych twierdzeniach pojecia sa tematycznie spéjne (na przykitad roztaczno$é z au-
tomorfizmami ergodycznymi), to jednak stosowane metody sporo sie réznia. Widaé tez
pewng systematyke w dowodzonych pojeciach. Pojawiajace si¢ we wezesniejszych rozdzia-
tach twierdzenia i lematy staja sie narzedziami w kolejnych, bardziej ukierunkowanych na
specyficzny wynik dowodach. Jestem przekonany, ze wiele z uzyskanych wynikéw (np. cha-
rakteryzacja mnoznikéw), klasy charakterystyczne, warunki wystarczajace do nalezenia do
danej klasy charakterystycznej, czy tez po prostu na roztacznosé¢ miedzy danymi typami
uktadow dynamicznych stanowi przydatne narzedzie w dalszych badaniach. Na uwage
zastuguje takze fakt, ze badania sa prowadzone w sposob systematyczny. Kolejne strony
odstaniaja kolejne wtasnosci rozwazanych pojeé, starajac sie dotrze¢ do glebi problemu
czy tez podac pelng charakteryzacje.

W polskim systemie nauki praca nie jest poprawiana przez autora przed obrong i
niestety w bibliotece pozostaje jej pierwotna wersja. Zatem w sytuacji gdy cze$¢ rozprawy
jest juz w zasadzie przyjeta do druku lub wydana w czasopismach, szczegbétowe uwagi nie
maja za wiele sensu, bo w zasadzie nie ma mozliwosci ich uwzgledni¢, nawet gdyby autorzy
wyrazili takg cheé. Z drugiej strony uwagi krytyczne, moga zwroci¢ uwage autora na pewne
niedociggniecia i braki. Jestem przekonany, ze to morze wptyna¢ pozytywnie na warsztat
matematyczny autorki w przysztych projektach i z tego powodu przedstawie w tej recenzji
pewna (z pewno$cia niekompletna) liste niedociggnieé. Nie sa to btedy merytoryczne a
jedynie usterki, ktore w jakims$ stopniu utrudnity lekture pracy. Licze, ze dzigki temu
przyszte prace autorki beda jeszcze lepsze.

Zaczne od uwag natury bardziej ogélnej. Zawieraja one takze kilka pytan, ktére by¢

moze warto wyjasni¢ podczas obrony:

25: Zapis (X/C, C, p|e) budzi watpliwosci. Oznaczenie X/C to inna wersja zapisu prze-
strzeni ilorazowej X/, gdzie relacja ~¢ opisana jest jeszcze przed Uwaga 2.3.25. Ale
C to zbiér podzbiorow przestrzeni X nie przestrzeni ilorazowej, wiec od strony formal-
nej zapis (X/C,C, ule) nie ma sensu jako przestrzen probabilistyczna. Podobnie, co
oznacza fi|e. Czy nie jest tak,ze jesli oznaczymy odwzorowanie ilorazowe m: X — X/C
to € = {m(C) : C € €} jest o-algebra na X/€ o whasnosci 7(C) = €, a oznaczenie
ple = mep stosujemy by podkreslié, ze wartosci m.u przy tak okreslonym faktorze
zalezg jedynie od wartosci p na zbiorach C7 Stosowany zapis sugeruje, ze skonstru-
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owany faktor (indukowany na przestrzen ilorazowa przez T') jest miarowo izomorficzny
z (X, C, ple, T). Czy tak jest? Moze to jakie$ twierdzenie?

271: ...z doktadnoscia do izomorfizmu miarowego ...” - czy to jest jakie$ twierdzenie,
ze opisane w konstrukcji zbiory z miarami prowadza do uktadu izomorficznego? W tej
postaci to stwierdzenie mozna poréwnaé do tatwo sprawdzié, ze [0,1]/¢~1 to okrag
z dokladnoscia do homeomorfizmu” jednak w praktyce (czego oczekiwatbym od roz-
prawy doktorskiej) nie jest to takie natychmiastowe i wymaga pewnej dodatkowej
precyzji/wyjasnienia (jesli nie powotaé sie na stosowne twierdzenie).

54: Dow6d Lematu 2.4.4 jest bardzo sprytny. Jednak dopracowanie elementéw dowo-
du pozostawiono czytelnikowi. Jak stosujemy liniowa gestosé¢ i twierdzenie Herglotza
(ktére chyba w pracy nie jest przytoczone). Czemu musimy przejsé¢ przez zbior T,
w ktorym momencie korzystamy, ze uktad jest topologiczny a nie miarowy. W za-
sadzie kazda linijka tego dowodu ma znaczenia i korzysta z pewnych nietrywialnych
obserwacji/faktéw.

49,3: ,Wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnych funkcji...” - ta metoda sprawdzania roz-
tacznosci jest do$é czesto stosowana w pracy. Nie jest to jednak warunek wprost z
definicji, wiec szkoda, ze nie doczekal sie jakiego$ szerszego komentarza (w kazdym
razie na taki nie natrafitem podczas lektury pracy).

bHy: ,Zatem nastepujace warunki sa réwnowazne...” jest dostowna kalka z artykuhu.
Jako, ze rozprawa doktorska ma takze pokazywacé¢ samodzielno$¢ aurora, zdecydowa-
nie chcialbym zobaczy¢ doktadny wyjasnienie dla tych punktow oraz transformaty
Fouriera kilka linijek wyzej.

Podobne uwagi dotycza kilku innych miejsc w pracy, m.in. listy wtasnosci po Twier-
dzenie 4.2.1.

64: Odwzorowanie (x,y) — (z+«, z+y) bardzo podobne w zapisie do (z,y) — (z,z+y)
ze strony 64 jest innym prostym, lecz waznym przyktadem (w dynamice topologicznej),
cho¢ zapewne o zupelnie innych wtasnoéciach ergodycznych. Czy mozna powiedzie¢
co$ ciekawego o tym odwzorowaniu z punktu widzenia teorii ergodycznej?

5717: Odwzorowanie S pojawia sie¢ w pracy w wielu réznych kontekstach (cho¢by w De-
finicji 2.4.12, Twierdzeniu 2.4.14 i Twierdzeniu 2.4.15). Potrafie zrozumieé dlaczego
rezygnujemy ze standardowego oznaczenia o jednak S nie jest najlepszym wyborem,
a jesli juz, w kazdym miejscu nalezaloby dodawac, ze to przesuniecie.

66: Trudno dow6éd Wniosku 3.2.2 nazwa¢ dowodem. Jak doktadnie wyglada wzor okre-
slajacy stosowne nietrywialne potaczenie?

66: Dowéd Wniosku 3.2.3: nie uwzglednia przypadku Ty € X;. Nie wiele to zmienia w
dowodzie, jednak zdaje sie by¢ koniecznym elementem rozumowania.

67: Wniosek 3.2.6 pojawia si¢ zbyt pozno. Jest uzywany w dowodzie 3.2.3 wczesnie;j.
Mozna sie takze byto pokusié¢ o dowdd. Udaje sie on tylko dlatego, ze mamy przeliczalne
rozbicie co dobrze wspoétgra z definicjg zbioru Gy.

67%: po jakim zbiorze catkujemy we wzorze B — [ pzz .. ..

747:  Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozyé...” - bo gdyby to nie zachodzilo, to wtedy co
doktadnie robimy?

784 ,Z powyzszego wyniku (przez indukcje). ..
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- rozumem ten komentarz tak, ze sto-

sujemy indukcje I, ... = [I™}..., jednak ostatecznie potrzebujemy whasnosci dla
=, .... To wymaga dodatkowego komentarza.

8012: Wiemy, ze " 1)z jest miara ergodyczng, ale skad wiemy, ze jest to akurat s a nie
jakas inna miara ergodyczna dla R. To wymaga co najmniej komentarza. Co oznacza



sjednoznacznos$¢ rozktadu ergodycznego” linijke wyzej (tzn. na wypowiedz jakiego
twierdzenia w pracy sie powotujemy)?

85: W rozdziale 4 nagle nastepuje zmiana notacji, i wezesniejsze -2, zostaje zastapione
przez ), <n- Jest to o tyle nieprecyzyjne, ze T dla ujemnych n ma takze sens.

89: Co oznacza ‘I)p|Lg(X,ﬁ)? ®, Nie sg podane przestrzenie na ktérych dziataja R oraz T
ale wydaje sie, ze dziedzing ® jest L2(X,u) a nie L*(X, ji).

90'%: Po jakich zbiorach dokladnie catkujemy przechodzac przez kolejne réwnosci? Przy-
ktadowo v jest miarg na Y wedtug konstrukeji na stronie 27. W matematyce zazwyczaj
oczekujemy precyzji w odniesieniu do dziedzin funkcji itp.

Na koniec zamieszczam dodatkowe uwagi. Sa to juz bardziej literéwki, pominigcia czy
tez drobne niejasnosci lub niedociggniecia ktore zwréocity moja uwage podczas lektury
pracy:

29%: Wypada dopisaé¢ "p.w.”

36¢: Definicja 2.3.58 moéwi tylko o PID nie o n-PID.

38;: Definicja Fieo(T") pojawi si¢ dopiero za 4 strony, jednak prézno tego oznaczenia
szuka¢ w Definicji 2.3.68.

35: Biorac pod uwage, ze zatozenia o potaczeniach poza diagonalnych pojawig si¢ kil-
kadziesigt stron dalej, dobra praktyka byltoby stworzenie definicji i odwotanie sie do
niej poprzez numer. Ta sama uwaga dotyczy Ji¥™ na stronie 40. Aby zrozumieé
wypowiedzi twierdzen czytelnik musi wertowac¢ rozprawe linia po linii w trudnych do
zlokalizowania czesciach pracy. Autorka nie stara sie utatwi¢ tego mozolnego procesu.

54: Mozna si¢ domysli¢ czym jest o, w Lemacie 2.4.4. Jednak skoro przytaczamy juz
0gblng wersje twierdzenia spektralnego w 2.2.8 az prosi sie o komentarz jak to twier-
dzenie stosuje sie w kontekscie rozwazan w pracy (uktady dynamiczne).

54,: Ciezko odgadnac o jakg zwykta metryke produktows chodzi. Moze o dowolng metryke
zgodng z topologia produktowa? A moze o jakas konkretng?

55: Uwaga 2.4.6 jest by¢ moze standardowym podejsciem w publikacjach, jednak w roz-
prawie doktorskiej mozna byto pokusi¢ sie o bardziej elegancki dowod.

57: Szkoda, ze autorka nie zadata sobie trudu sprawdzenia jaki numer ma Stwierdzenie
2.4.17 przytaczane w rozprawie w 360 stronicowej monografii [11].

5712: Byloby grzecznie wspomnie¢ w tym miejscu Krytowa i Bogolubowa skoro nakresla-
my dowdd ich twierdzenia.

65°: Nie potrafie doszuka¢ si¢ w pracy definicji L*(Jr).

65°: Czy Jr w tym miejscu oraz J(T') na stronie 25 sa ze soba jako$ powiazane? Dobra
praktyka jest zdecydowac si¢ na jedno oznaczenie i stosowac je konsekwentnie w catej
pracy (nawet jesli r6zni autorzy preferuja rézne oznaczenia).

65'0: Zatem 0,0, L 0y - czy nie powolujemy sie tutaj na Lemat 2.2.57

65'%: ROwno$¢ op,qn = 0y, * 0 - powinna zosta¢ uzasadniona; nie moge znalezé w roz-
prawie definicji operacji *.

669: ,,Poniewaz klasycznie...” - zdaje sie, ze to twierdzenie pojawia sie w pracy z dowo-
dem i jakims$ numerem.

71: Wydaje sie, ze w dowodzie Lematu 3.3.3 konieczne jest takze uzycie Stwierdzen 2.3.10
i23.12.

7215: Jedli chcemy zastosowaé¢ 2.3.91 aby otrzymaé stosowne zawieranie, wymaga to do-
datkowego komentarza.

74%:  Latwo sprawdzié. ..’
2-3 zdania wiecej.

)

- co nas w takim razie powstrzymato przed tym? To chyba



7412: Zastosowanie Lematu 3.3.9 wymaga aby (X,T) byl ukladem topologicznym a z
zalozenia mamy jedynie automorfizm. To wymaga pewnych dodatkowych dzialan nie
opisanych w dowodzie

7612: Zamiast odwolywadé si¢ do (2.20) bardziej wartosciowe bytoby wypowiedzenie lematu
ktory mozna w tym miejscu zastosowacé. Bytoby to zdecydowanie bardziej eleganckie
podescie.

77'6:  Przypomnijmy najpierw...” - to bardzo wazne i nietrywialne twierdzenie, ktére
jest przytoczone wczesnie w pracy, a w literaturze funkcjonuje pod pewng nazws.

7710: Wedlug oznaczen kilka linijek wezeéniej powinno byé 7%*Z a nie 757,

7814: . ..1loczyn kartezjanski ...wspodlna wartos¢ wlasng” - to chyba jest jakie$ twier-
dzenie. Szkoda, ze nie zostalo zacytowane poprzez podanie numeru w pracy.

79: Tutaj termin PID pojawia sie chyba pierwszy raz od ponad 40 stron. Warto czy-
telnikowi nie znajacemu tej terminologii cho¢ w przyblizeniu podaé¢ gdzie w pracy
mozna znalezé definicje. Podobna uwaga dotyczy przyktadowo strony 86 i definicji
Fe, »funkcji pretensjonalnych” na stronie 87, definicji F,o na stronie 88 czy J&efirs
ze strony 89 itp.

82: Nie znajac oryginalnej konstrukcji Chacon flow nie da si¢ praktycznie zrozumieé¢ opisu
konstrukeji ze Stwierdzenia 3.5.4.

83: Czemu nie napisa¢ wprost, ze chodzi o Przyktad 2.3.97(6)7

85: Formalnie zapis T'| ¢ nie ma sensu (odczytywany jako zawezenie odwzorowania) bo X
nie jest podzbiorem X. Chodzi zapewne o jakies odwzorowanie ilorazowe. Podobnie,
co oznacza | gy, x?!

865: co oznacza "a.a’?

104: Formutla (4.21) wskazuje na istotne réznice pomiedzy uktadami Furstenberga a X,,.
Mozna byto bardziej podkregli¢ sytuacje gdy X, ma znaczenie, a gdy moze to by¢ DV,
Zwroémy uwage, ze przesuniecie S nie jest automorfizmem DY gdyz nie jest odwracal-
ne.

108: ”an atom”

115%: Zamiast pracy [33] lepiej odwotaé sie do wynikéw z rozprawy doktorskiej (m.in.
2.3.15). Nie kazdy tez pamieta nadal Definicje 2.3.96 ze strony 50.

1155: Dowdd (i) = (ii) takze wymaga uzycia 2.3.99.

1163: Ponownie, "Latwo zauwazy¢...” prosi sie o dowod.

116: Faktor Pinskera pojawia si¢ w pracy chyba tylko w 5.0.4 i nigdzie indziej.

116: Jaki jest cel Uwagi 5.0.67

117: Trudno w tym momencie odszyfrowa¢ czym jest Csg.

119: W rozdziale trudno doszuka¢ sie ,konkretnych” przyktaddow.

Powyzsze uwagi krytyczne nie umniejszaja wartosci merytorycznej pracy, ktora oce-
niam bardzo wysoko. Pewnie niedosyt budzi jedynie to, ze w miejscach w ktérych autorka
mogta dac¢ popis swoich wlasnych umiejetnosci podajac szersze i bardziej kompletne do-
wody, poprzestata na praktycznie dostownym thumaczeniu tekstu ze wspolnej pracy.

W mojej opinii przedstawiona rozprawa doktorska speinia wymagania stawiane roz-
prawom doktorskim okreslone w obowigzujacych przepisach. Buduje ona skomplikowany
warsztat badawczy oparty o teorie spektralng i teorie ergodyczna a rozwazane pojecia
i wykazane wlasnosci wpisujg sie we wspolczesnie rozwijana tematyke badawcza, posze-
rzajac w znacznym stopniu wiedze na temat roztacznosci automorfizméw, w szczegdlno-
Sci pochodzacych od uktadow Furstenberga generowanych przez funkcje arytmetyczne.
Przedstawione dowody wymagaja znacznej wiedzy teoretycznej, biegtosci w zakresie na-
rzedzi teorii ergodycznej oraz nietrywialnych i dlugich wywodéw matematycznych. Nie



mam watpliwosci, ze material przedstawiony w pracy prezentuje bardzo wysoki poziom
merytoryczny spetniajac z nawiazka oczekiwania wobec dobrych prac naukowych z mate-
matyki. W zwigzku z powyzszym, wnioskuje o przyjecie rozprawy doktorskiej
i dopuszczenie mgr Martyny Goérskiej do dalszych etapéw przewodu doktor-
skiego.



