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Recenzja rozprawy doktorskiej pani Martyny Goérskiej
»wRozlgcznosé automorfizmoéw zachowujgcych miare, ortogonalnosé ciggéw 1
funkcje arytmetyczne”

WSTEP

Rozprawa doktorska pani Martyny Gorskiej zostala napisana pod kierunkiem prof. dr hab.
Mariusza Lemanczyka. Liczy 124 strony, bez uwzgledniania spisu tresci i bibliografii. Podzie-
lona jest na szes$¢ rozdzialéw, z ktérych pierwszy stanowi bogaty wstep. Znajdziemy w nim
przeglad wczesniejszych rezultatéw, stanowiacych motywacje do podjetych badan oraz zbior-
cze przedstawienie uzyskanych wynikéw. Bibliografia zawiera 46 pozycji, $cidle zwigzanych z
tematyka rozprawy. Tematyke pracy zaliczytbym do klasycznej teorii ergodycznej, zaréwno
ze wzgledu na stosowane techniki, jak i ogélny charakter uzyskanych rezultatéw. Badania
koncentruja si¢ tu bowiem na charakteryzacji pewnych klas uktadéw z jednym dziatajacym
przeksztatceniem. Nacisk polozony jest na uklady miarowe, ale znaczna cze$é rozprawy do-
tyczy uktadéw monoergodycznych, czyli uktadéw topologicznych, ale dopuszczajacych tylko
jedna miare niezmiennicza.

Rozprawe oceniam pozytywnie, co wiecej, uwazam, ze powinno sie rozwazy¢ mozliwosé jej
wyrdznienia.

ZAWARTOSC PRACY

Doktorantka bardzo doktadnie przedstawia wszystkie wazne twierdzenia w rozdziale pierw-
szym (1.2-1.4), a spis treéci jest réwniez bardzo informatywny. Pozwole sobie wigc jedynie
podsumowag, czego mozemy sie spodziewaé w kolejnych rozdziatach i wyrdznié¢ spoéréd dwu-
nastu twierdzen wymienionych we wstepie te, ktére wydaja mi sie zajmowaé centralne miejsce
W pracy.

Po ,,Wstepie” nastepuje rozdzial 2 zatytulowany niewinnie ,Wiadomosci wstepne”. Spo-
dziewatem sig, ze jego zawarto$é bedzie mi dobrze znana. Jednak Autorka doéé¢ szybko prze-
chodzi od podrecznikowych informacji do przedstawiania bardziej zaawansowanych narzedzi,
jak dezintegracja miary czy twierdzenia Kallmana o istnieniu borelowskiego selektora. Po
wprowadzeniu podstawowych informacji z klasycznej teorii ergodycznej, jak ergodycznosé,
mieszanie, czy rozklad na skladowe ergodyczne, Doktorantka definiuje kluczowe dla pracy
pojecia potaczenia uktadéw i roztacznosci w sensie Furstenberga. Ta roztacznoéé oznacza, ze
jedyna miara bedaca polaczeniem ukladow (X, pu1,71) 1 (Xo, p2,T2) jest miara produktowa
(polaczenia to miary na produkcie, ktére sa niezmiennicze wzgledem dzialania produktowego
Ty x Ty i ktérych miarami brzegowymi sa miary up i p2). To z kolei implikuje, ze uklady
sg ,skrajnie nieizomorficzne”, uzywajac stéw Doktorantki, i nie maja ze sobg nic wspolnego.
Podobnie, jak dwie wzglednie pierwsze liczby naturalne nie maja wspélnych dzielnikow wiek-
szych od 1, uklady takie nie moga mie¢ wspdlnych nietrywialnych faktoréw (czyli ukladéw
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bedacych ich wspélnymi ,homomorficznymi obrazami”). Dalej nastepuje specjalizacja wpro-
wadzanych pojeé i narzedzi, ktére zostang uzyte w sformutowaniu i dowodzeniu rezultatéw:
lematy wiazace polaczenia z operatorami Markowa, polaczenia relatywnie niezalezne i rela-
tywnie ergodyczne, mnozniki klas automorfizméw, klasy charakterystyczne uktadow, czesé
stabo ergodyczna ukladu itd. Mamy tu tez niezbedne pojecia z dynamiki topologicznej (w
tym, definicje uktadéw Furstenberga) oraz oméwienie arytmetycznych funkeji multyplikatyw-
nych. Calo$¢ jest zgrabnie podzielona na sekcje i podrozdzialy, i umozliwia nawet wybiorcze
zapoznawanie sie¢ z nieznanymi czytelnikowi faktami. Jednak jest to ryzykowne, bo nawet w
sekcji, ktorej tytul brzmi znajomo, moze pojawié sie specjalistyczny lemacik nieznany czy-
telnikowi, a w wazny sposob odnoszacy sie do poje¢ z innych dziatéw. O tym, jak wiele
wiedzy jest tu zgromadzone, niech swiadczy to, ze rodzial zajmuje 40 stron, a w najobszer-
niejszym podrozdziale 2.3, dotyczacym teorii ergodycznej, licznik definicji lematéw twierdzen
i wnioskéw konczy sie na 2.3.101.

Gloéwna czes¢ pracy oparta jest na dwoch pracach wspétautorskich: M. Gérska, M. Leman-
czyk, T. de la Rue, On orthogonality to uniquely ergodic sequences, dostepnej w repozytorium
arziv.org (przyjeta do druku w Journal d’Analyse Mathématique) i P. Berk, M. Goérska, T.
de la Rue, Joining properties of automorphisms disjoint with all ergodic systems, ETDS
45 (2025), 1998-2022. Wydaje mi sie, ze jest to gléwnie pierwsza z tych prac, do ktorej
wlozono tez wyniki z pracy drugiej, tzn. badanie klasy Erg™ ukladéw rozlacznych z wszyst-
kimi uktadami ergodycznymi, m.in. jej zamknieto$é na produkty i twierdzenie, ze mnozniki
Ergt to wylgcznie identycznosci. Rozdzial trzeci dotyczy wlasnie studiowania klasy Erg™.
Wyréznitbym w nim dwie czesci: pierwsza to twierdzenie charakteryzacyjne podajace dwa
warunki réwnowazne przynaleznosci do Erg®. Prostszy do wyslowienia méwi, ze w rozkla-
dzie na skltadowe ergodyczne, prawie kazde dwa widkna (traktowane jako osobne uklady) sa
rozlaczne w sensie Furstenberga. Drugi réwniez odwotuje sie do rozktadu na sktadowe ergo-
dyczne oraz faktora uktadu zadanego przez o-ciato zbiorow niezmienniczych. Na tym faktorze
przeksztaltcenie dziata jako identycznosé. Warunek méwi, ze miara produktowa jest jedynym
samopolaczeniem uktadu, ktérego rzutem na ten faktor jest réwniez miara produktowa. Da-
lej w rozdziale rozwaza sie klase mnoznikéw klasy Erg™h, czyli uktadéw, ktérych polaczenie
z elementem Erg’ nie wyprowadza poza te klase. W szczegélnoéci, Doktorantka formuluje
twierdzenie, ktére identyfikuje mnozniki Ergt jako zbiér wszystkich identycznodci.

Rozdziat czwarty poéwiecony jest problemowi Boshernitzana, tzn. charakteryzacji funkcji
arytmetycznych (ciagéw ograniczonych, o wartosciach w dysku jednostkowym) ortogonalnych
do ukladéw monoergodycznych. Przez ortogonalno$é funkeji u do ukltadu (topologicznego)
(X, T) rozumiemy zbiezno$é do zera ciagu + >one<n f(TMz)u(n) dla kazdej funkcji cigglej f
na X i dowolnego z € X. Dla celow charakteryzacji potrzeba pewnej liczby nowych pojeé.
Podstawowym obiektem sa tu uklady Furstenberga, czyli uktady miarowe, w ktérych prze-
strzenia Xy jest domkniecie orbity ciggu u, traktowanego jako element odwracalnego uktadu
symbolicznego (topologicznego), a miara jest quasi-generowana przez funkcje u, czyli jest
punktem skupienia ciagu miar rowno roztozonych na poczatkowych fragmentach tej orbity.
Dalej, definiuje sie stabo ergodyczna czes¢ ukltadu dynamicznego przy pomocy operatorow
Markowa. Wiadomo, ze kazde potaczenie uktadéw dynamicznych jest zwiazane jednoznacznie
z pewnym operatorem Markowa. Stabo ergodyczna czesé uktadu (X, u, T') to podprzestrzen
przestrzeni L?(X, j1) rozpieta przez funkcje nalezace do obrazu jakiegokolwiek z tych operato-
réw, bioracych sie z polaczen z automorfizmami ergodycznymi. Pierwszy element potrzebny
do charakteryzacji méwi, ze u jest ortogonalna do wszystkich ukladéw monoergodycznych
wtedy i tylko wtedy, gdy rzut X, na zerowg wspolrzedna jest ortogonalny w L? do kazdego
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elementu slabo ergodycznej czesci ukltadu, majacego o zerowa calke (stw. 4.5.1). Do tego do-
chodzi twierdzenie podajace warunki réwnowazne ortogonalnosci do czesci stabo ergodycznej
w terminach rzutowania na faktor zadany przez zbiory niezmiennicze, w uktadzie bedacym
samopolaczeniem rzutujacym sie na miare produktowa.

Zarowno wyniki rozdziatlu 3 jak i 4 maja tez ogdlniejsze wersje dotyczace klas ukladow
bedacych podzbiorami Erg® lub, odpowoiednio, podzbiorami klasy ukladéw monoergodycz-
nych. Ponadto rozdzialy 5 i 6 opisuja zastosowania wczesniej opisanych rezultatéw, ale nie
bede ich opisywal, jako ze wspomniane dotad osiagniecia sa w zupelnosci wystarczajace do
pozytywnej oceny doktoratu.

OCENA PRACY

Omawiana praca jest trudna. Jak juz pisalem, zawarto$¢ pracy jest spora, wiec przeczy-
tanie jej ze zrozumieniem bylo dla mnie duzym wysitkiem. Uzywany aparat matematyczny
jest bardzo zaawansowany, a caly tekst przywodzi na my$l skomplikowany gobelin, w ktérym
pojedyncze nici wplecione w jednym miejscu pojawiaja sie pdzniej we wzorze w zupelnie
innej jego czesci. Wstep dobrze porzadkuje ten material i wyrdznia, ktore twierdzenia sa
najwazniejsze, ale przy pierwszym czytaniu byl dla mnie nato zrozumialy, bo wazna poje-
cia sa w nim ttumaczone pobieznie. To jednak czesty urok prac matematycznych. Praca w
znacznym stopniu dziedziczy styl z artykutéw, na ktérych jest oparta. Jest wiec doéé zwiezta,
mimo ponad 120 stron. W wielu miejscach Autorka pozostawia sporo domys$lnosci czytelnika,
wskazujac, ktorych narzedzi nalezy uzyé¢, ale bez dodatkowych podpowiedzi, jak to zrobié.
Czesto wiec trzeba wertowac prace w te i z powrotem, by odszuka¢ odpowiednie sformutowa-
nia wezesniej sformutowanych lematow, a nastepnie odpowiednio je zastosowaé, interpretujac
treé¢ narzedzia w kontekscie aktualnych potrzeb. Wolatbym, zeby praca doktorska, nie ma-
jaca ograniczen objetosciowych, byta pod tym wzgledem bardziej taskawa dla czytajacego.
Przykladowo, w dowodzie stwierdzenia 5.0.12 (strona 121, linia 7 od dotu), chcialbym ze-
by piszac ,,przechodzimy do odpowiedniego modelu orbitalnego” Autorka wprost wskazata
uzycie twierdzenia 2.4.15. W dowodzie wniosku 3.5.6 (str. 84) wskazane jest z jakich trzech
wczesniej sformutowanych nalezy skorzysta¢, ale wydaje sie, ze mozna by dodaé¢ stowo wy-
jasnienia, jak z nich skorzystaé¢, i dowdd nie wydtuzylby sie bardzo. W uwadze 4.7.5, strona
95, na dluzsza chwile zawiesilo mnie wnioskowanie bezposrednio przed uzyciem twierdzenia
von Neumanna — réwnos$¢ norm Srednich Cesaro. Mysle, ze przydatoby sie zdanie lu dwa
wyjasnienia. Itp.

W szczegolnoéci, nie rozumiem dlaczego ostatnia granica w dowodzie stw.4.5.1 wynosi zero.
Wydaje mi sie, ze powstajaca tam srednia sklada si¢ z kawalkéw bedacych poczatkowymi
wyrazami ciagdédw zbieznych do zera. Nie widze, jakie zalozenie gwarantuje nam, ze sa one
juz odpowiednio mate.

Niezaleznie od powyzszych uwag, praca pokazuje spora ogdlng wiedze matematyczng i
szczegotowa znajomosé tematyki. Rozumowania sg wielopoziomowe, czesto bardzo pomystowe
i zrozumienie ich daje czytajacemu satysfakcje.

Pod wzgledem edytorskim trudna jednoznacznie prace oceni¢. Przyznaé nalezy, ze praca
zawiera stosunkowo niewiele literéwek, zazwyczaj trudnych do wychwycenia w sposéb auto-
matyczny. Przyktadowo: N zamiast N; w jednej z sum na str.86, koo zamiast k& — oo na
str.95, @; zamiast ()_; na stronie 107, linia 5, czy tez mianownik zamiast dopelniacza w
tresci zdania: ,twierdzenie” zamiast ,twierdzenia”. Nie utrudniaja one czytania. Natomiast
sktad jest dos¢ niestaranny. Bardzo czesto wzory brzydko wystaja na margines pracy, co dla
mnie bylo irytujace, ale jednak jest to usterka drugoplanowa. Praca zawiera mnéstwo ozna-
czen, w ktérych tatwo sig zgubié lub zapomnie¢ co oznaczata dana literka. Oznaczenia dawno
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nie uzywane warto na biezaco przypominaé¢ (Autorka niekiedy tak robi, ale nie zawsze), a
przy tej objetosci idealny bylby indeks oznaczen, choé nie jest to standard (ani wymaganie)
w pracach doktorskich. Troche bylem skonfundowany, gdy Autorka oznaczyla we wstepie
okrag |z| = 1 przez T, a w dalszej czeéci pracy uzywala oznaczenia S' na ten okrag, a T
zaczelo oznaczaé R/Z. Z wyjatkiem poczatkowego oznaczenia we wstepie, bylo to jednak
konsekwentnie stosowane rozréznienie.

KoNKLUZJA

Podsumowujac, uwazam, ze przedstawiona rozprawa z nadmiarem spetnia ustawowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim. Jest to oryginalne rozwiazanie problemu naukowego
i w wystarczajacym stopniu pokazuje, ze Autorka dysponuje zaréwno wiedza teoretyczna,
jak i umiejetnoscia prowadzenia badan naukowych. Zatem przedkltadam Radzie Dyscypliny
Matematyka Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu wniosek o przyjecie rozprawy i
wnosze o dopuszczenie pani Martyny Gorskiej do dalszych etapéw postepowania w sprawie
nadania stopnia doktora w dyscyplinie Matematyka. Ze wzgledu na imponujacg zawartoscé
pracy i jej poziom trudnosci wnosze, by Komisja przeanalizowala réwniez mozliwo$¢ uznania
pracy za wyrdzniajaca.

Bartosz Frej



