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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Motywacja. Klasy charakterystyczne i problem
ortogonalnosci ciggéw. Ortogonalnosé a roztacz-
nos¢ w sensie Furstenberga

W 2010 roku Sarnak sformutowal sltynna hipoteze méwiaca o tym, ze jezeli mamy
zwartgy przestrzen metryczng i homeomorfizm 7 : X — X taki, ze jego entropia to-
pologiczna wynosi zero, to wowczas funkcja Mobiusa p jest ortogonalna do dowolne;j
cigglej obserwowalnej w tym uktadzie, tzn.

Jm 5 3 AT ) = 0 L)
n<N

dla dowolnej funkeji f € C(X) ix € X (co zapisujemy p L (X, T)). Zamiast funk-
cji Mobiusa g mozemy réwnowaznie rozwazaé funkcje Liouville’a A (patrz: pod-
rozdzial 2.5 oraz artykut przegladowy [14]). Zauwazmy, ze hipoteza Sarnaka mowi o
ortogonalnosci funkeji Mébiusa (lub Liouville’a) do rodziny Cyzg uktadéow topologicz-
nych o zerowej entropii, a wiec (na mocy zasady wariacyjnej) uktadow, w ktorych
kazda miara niezmiennicza wyznacza miarowy uktad o entropii zero. Rozszerza-
jac zagadnienie, w sposob analogiczny rozwaza¢ mozemy problem ortogonalnosci
u L Cr innych ciagéw ograniczonych u : N — D := {z € C; |z] < 1} takich, ze
M(u) = limy e X<y w(n) = 0 do uktadow z rodziny Cr, gdzie F jest pewna
klasa charakterystyczng (patrz: podrozdzial 2.3.15, ZE jest przykladem klasy cha-
rakterystycznej) uktadéw miarowych, tzn.

1
Jlim Név F(T"2x)u(n) =0 (1.2)

dla dowolnego ukladu (X,T) € Cx, dowolnej funkcji f € C(X) i elementu z € X,
przy zalozeniu, ze (X,v,T) € F dla dowolnej miary T-niezmienniczej v € 4 (X, T).
Podobnie definiujemy v 1 C dla dowolnej klasy C uktadéw topologicznych.
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Warto wspomnie¢, ze motywacja do sformutowania hipotezy Sarnaka byta hipo-
teza Chowli z 1965 roku mowiaca o tym, iz wszystkie autokorelacje funkcji Liouville’a
zeruja sie, tzn.

.1
J&l_r)réoﬁn;v)\(n—i—rl)-...-)\(n—l—rs)—O

dla dowolnego s = 1 oraz 0 < r; < ... < rg, lub rownowaznie (w jezyku ukladow
dynamicznych), ze funkcja Liouville’a jest punktem generujacym dla miary Ber-
noulliego B(%, %) pelnego shiftu ({—1,1}%,S). Hipoteza Chowli implikuje hipoteze
Sarnaka [43] (na odwrot wiadomo jedynie, ze hipoteza Sarnaka implikuje hipoteze
Chowli wzdtuz podciagu [24]).

Kontynuujac idee i rezultaty Tao [45], srednie Cesaro w (1.2) mozemy zamie-
ni¢ na $rednie logarytmiczne i woéwczas rozwazaé logarytmiczng ortogonalnosé, a co
za tym idzie, rozpatrywaé tzw. logarytmiczna hipoteze Sarnaka oraz logarytmiczng
hipoteze Chowli. W rozprawie jednak nie bedziemy zajmowali sie tymi wersjami.
Niemniej warto wspomnie¢, ze logarytmiczna wersja hipotezy Chowli jest rowno-
wazna logarytmicznej hipotezie Sarnaka [45]. Ponadto z gtownego rezultatu pracy
Frantzikinasa-Hosta [15] wynika, ze wiele funkcji multyplikatywnych w (w tym row-
niez funkcja Liouville’a, czy Mébiusa) jest logarytmicznie ortogonalnych do uktadow
monoergodycznych (klasa UE) o zerowej entropii, tzn. w L, Czr N UE.

Wracajac do $redniowania w sensie Cesaro, w [7], Conze, Downarowicz i Se-
rafin problem charakteryzacji wszystkich ciggow, ktore sa ortogonalne do rodziny
wszystkich homeomorfizméw $cisle ergodycznych (tzn. homeomorfizméw monoer-
godycznych i minimalnych), przypisuja Boshernitzanowi. Stosujac teorie roztaczno-
Sci Furstenberga, pokazuja oni, ze rozwigzanie problemu Boshernitzana musi by¢
nietrywialne.! Nieco modyfikujac to zagadnienie, w rozprawie problem Boshernit-
zana oznacza dla nas scharakteryzowanie ciagoéw (ograniczonych) ortogonalnych do
klasy UE.?

Rozwiazania problemu Boshernitzana oczekujemy w terminach tzw. ukladow
Furstenberga danego ciggu.® Przez uklad Furstenberga ciggu ograniczonego u rozu-
mie sie dowolny miarowy uktad dynamiczny, w ktéorym rozpatrywanym dziataniem
jest shift dwustronny S dziatajacy na przestrzeni otrzymanej przez domkniecie or-
bity punktu w € DZ dla S, za$§ miara « jest quasi-generowana przez u (patrz: defini-
cja 2.4.16). Zbior tak otrzymanych miar oznaczamy przez V (u). Dla przyktadu, hipo-

'W podejsciu w pracy [7] rozpatruje si¢ punkty (quasi)-generujace dla miar niezmienniczych
i odpowiadajace problemy nieskorelowania. W szczegdlnosci Conze, Downarowicz i Serafin roz-
patruja problem nieskorelowania miary v niezmienniczej dla shiftu (a wiec mamy stowarzyszony
uktad (X, B,v,S)) ze wszystkimi miarami ergodycznymi. Autorzy zauwazaja, ze jesli (X, B, v, S)
jest roztaczny w sensie Furstenberga ze wszystkimi uktadami ergodycznymi, to zachodzi nieskore-
lowanie odpowiadajacych miar, a nastepnie podaja wazny przyktad (Example 5.2 [7]), pokazujacy,
ze problem nieskorelowania jest istotnie stabszy od problemu roztacznosci.

2Jak zauwaza sie w Theorem 2.3 |7] tak sformutowany problem Boshernitzana jest réwnowazny
oryginalnemu problemowi Boshernitzana.

3Ponownie, nietrudno spostrzec (patrz np.: [14]), 7ze rozlacznosé ukladéw Furstenberga ze
wszystkim automorfizmami z klasy F implikuje ortogonalno$¢ u L Cr. Jest to jednak warunek
jedynie wystarczajacy.



1.2. Wyniki teorio-ergodyczne rozprawy

teza Chowli oznacza, ze istnieje tylko jeden uktad Furstenberga funkcji Liouville’a A
i jest on ukladem Bernoulliego ({—1,1}%, B(3,3), S), tzn. V(A) = {B(3, 1)}. Wspo-
mniana praca Frantzikinakisa-Hosta [15| wskazala, ze w przypadku uktadow Fur-
stenberga aperiodycznych funkcji multyplikatywnych specjalng role moga odgrywaé
uklady dynamiczne generowane przez procesy Scifle stacjonarne.® Z kolei dla tych
ostatnich uktadéw zachodza nastepujace fakty: jesli uktad taki jest ergodyczny, to
jest on izomorficzny z uktadem Bernoulliego, jesli zag ma zerowa entropie (i wtedy
nie jest ergodyczny), to jest on roztaczny ze wszystkimi uktadami ergodycznymi.
Jest jednak otwartym problemem odpowiedZ na pytanie, czy to dokladnie uklady
dane przez procesy $cisle stacjonarne generuja wszystkie uktady Furstenberga funk-
cji Mdbiusa, czy Liouville’a. Wiemy jedynie, ze $cista stacjonarno$¢ pojawia sie,
gdy rozwazamy logarytmiczne uklady Furstenberga funkcji Liouville’a (patrz: [15],
[16], [17]). Pojawia sie wiec tu naturalne i interesujace z punktu widzenia teorii
ergodycznej pytanie dotyczace charakteryzacji elementow rodziny Ergt wszystkich
automorfizmow roztacznych (w sensie Furstenberga) ze wszystkimi automorfizmami
ergodycznymi.” Jest rzecza raczej zaskakujaca, ze pytanie to nie byto dotychczas roz-
patrywane w teorii ergodycznej, a odpowied7 na nie (patrz: twierdzenie A ponizej)
jest jednym z glownych wynikéw rozprawy.® Pewnym wyjasnieniem tej sytuacji jest
to, ze w teorii rozltacznosci Furstenberga zazwyczaj badano przypadek, w ktorym
oba automorfizmy sg ergodyczne i wowczas problem sprowadzat sie do sprawdzania
jedynie polaczen ergodycznych (w przypadku dwoch automorfizméw nieergodycz-
nych mamy brak rozlacznosci, patrz: stwierdzenie 2.3.53). Zauwazmy, ze réwniez
sam problem Boshernitzana motywuje do wezesniejszego podania opisu klasy Erg?t.

Przechodzimy teraz do przedstawienia gtownych rezultatow rozprawy.”

1.2  Wyniki teorio-ergodyczne rozprawy

Niech T bedzie automorfizmem standardowej przestrzeni probabilistycznej (X, Bx, u).
Jak wspomnieliSmy w poprzednim podrozdziale, interesuje nas opisanie warunkow,
ktore spetnia¢ musi automorfizm 7', aby byt on rozltaczny ze wszystkimi automor-
fizmami ergodycznymi (co oznaczamy 1T € Ergt lub T L Erg).® Zatem rozwazamy
przypadek, gdy automorfizm T jest nieergodyczny, tzn. posiada nietrywialny roz-
ktad na sktadowe ergodyczne. Przyjmujac X = X /Zr, gdzie Zr oznacza o-algebre

4Proces stacjonarny (FE,)nez nazywamy Scisle stacjonarnym, gdy rozklad wektora

(Bnys--., En,) jest rowny rozkladowi wektora (E,,,,..., Fm,) dla dowolnych ny < ... < ny,
k=1lir>1.

>Oczywiscie od czasu fundamentalnej pracy Furstenberga [19] z 1967 roku wiadomo bylo, ze
Id € Erg™.

6Po uzyskaniu informacji o wyniku w pracy [26], E. Glasner i B. Weiss w artykule ,;On the class
of systems which are disjoint from every ergodic system”, arXiv:2405.00463, podali inny dowo6d
twierdzenia A rozprawy, a takze rozpatrzyli przypadek dzialania grup przeliczalnych.

"Zaprezentowane wyniki pochodza z prac [6] i [26].

8Jesli T” jest innym automorfizmem, roztacznym z T, to piszemy T L T”.



Rozdzial 1. Wstep

zbiorow T-niezmienniczych, rozktad ten mozemy zapisaé¢ jako

b = L 1z d(), (1.3)

gdzie T = [x].z,, miary u; sa T-niezmiennicze oraz fi = p|z, (patrz: podroz-
dzial 2.3.4).

Kluczowym wynikiem pracy jest charakteryzacja elementow klasy Ergh (patrz:
twierdzenie 3.2.1), zawarta w ponizszym twierdzeniu:

Twierdzenie A. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. T € Erg*.
2. Rozszerzenie T — Idg jest domkniete’.

3. Dla i ® fi-prawie wszystkich (z,7") € X x X, mamy (T, pz) L (T, pz).

Dla zadanej klasy charakterystycznej F miarowych ukladéow dynamicznych (tzn.
klasy zamknietej na branie poltaczen i faktorow) niech Ax(X, u, T') oznacza najwiek-
szy F-faktor uktadu (X, u, T) (patrz: podrozdzial 2.3.15). (W przypadku klasy ZE
uktadow o zerowej entropii wspomnianym faktorem Azg(X,pu, T) jest faktor Pin-
skera I1(T").) Kolejny rezultat (patrz: wniosek 5.0.2, uwaga 5.0.4 i uwaga 5.0.6) jest
uogodlnieniem twierdzenia A na klasy charakterystyczne.

Twierdzenie B. Niech T € Aut(X,pu) i niech F bedzie klasq charakterystyczng.
Niech Ar bedzie najwickszym F-faktorem automorfizmu T. Wdowczas nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) T L F nErg,

(ii) rozszerzenie T| 4, — ldx jest domkniete.

Jezeli F = ZE, to warunki (i) oraz (i) sq rownowazne stwierdzeniu: dla fi @ fi-p.w.
(5.7) € X x X mamy (T, jz)) L TH(T, ).

Kolejnym otwartym problemem dotyczacym klasy Erg byla kwestia opisu klasy
A (Erg™) jej mnoznikow,'? czyli automorfizméw, ktérych dowolne potaczenie z ukta-
dem z Erg' nadal jest elementem klasy Erg". Klasycznym faktem jest, ze klasa ID

9Domknietosé rozszerzenia oznacza, ze jedynym samopolaczeniem rzedu 2 automorfizmu rzu-
tujacym sie na miare produktowy faktora jest miara produktowa.

0Problem mnoznikéw jest jednym z klasycznych probleméw teorii ergodycznej, np. czesciowo
rozwigzano problem mnoznikéw klasy WM~ (WM oznacza klase uktadéw stabo mieszajacych): [3],
9], [22], [23]. [38].
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wszystkich identycznoéci jest podzbiorem klasy .# (Erg™). Udato nam sie pokazac,
ze prawdziwa jest rowniez relacja w druga strone (patrz: twierdzenie 3.3.2), tzn.
zachodzi nastepujace:

Twierdzenie C. .# (Ergt) = ID.

Okazuje sie jednak, ze jezeli uktady z klasy Erg’ laczymy w sposob trywialny
(patrz: twierdzenie 3.4.1), czyli biorac ich produkt kartezjanski, to otrzymujemy
kolejny element tej klasy, a zatem zachodzi:

Twierdzenie D. Zalozmy, ze (X,B,u,T),(Y,C,v,S) € Ergt. Wowczas
(X xY,BRQC,u®@v,T x S) € Erg".

W $wietle powyzszego twierdzenia, w szczegolnosci mamy (T x T, u @ u) € Erg™.
7 drugiej jednak strony, klasyczny przyktad 3.3.1 pokazuje, ze nietrywialne samopo-
laczenia uktadow z klasy Erg® moga nas z niej wyprowadzaé¢. Pozostaje zatem pyta-
nie o istnienie warunkow, ktore spelnia¢ musi automorfizm z Erg®, aby jego dowolne
(nieskoniczone) samopotaczenie byto elementem tej klasy. Kluczowymi w tej kwestii
okazuja sie by¢ dwie wlasnosci: MSJ i PID (patrz odpowiednio: definicja 2.3.56
i definicja 2.3.58) oraz ,odpowiednio” duzo rozlacznosci miedzy sktadowymi ergo-
dycznymi. W rezultacie otrzymali$émy nastepujace (patrz: twierdzenie 3.5.3):

Twierdzenie E. Niech T : X — X bedzie homeomorfizmem zwartej przestrzeni
metrycznej X, zachowujgcym miare j. Niech

p= L piz dp(z)

bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne dla (T, ) i niech Ty oznacza ergodyczne
dziatanie automorfizmu T na wtdknie odpowiadajgcym punktowi T € X, tzn. Ty od-
powiada (T, pz). Zalézmy, ze T jest ciggltq miarg probabilistyczng oraz, Ze spetnione
sq nastepujgce warunksi:

e dla dowolnego punktu T € X istmejﬁ/zbio’r X < X, ktorego dopetnienie jest
przeliczalne oraz dla dowolnego y € X mamy T; L Tj;

e dla dowolnych 7,y € X jesli Ty £ Ty, to automorfizmy Ty i Ty sq izomorficzne;

e dla kazdego T € X automorfizm Ty ma wlasnosé MSJ (w szczegdlnosci ma
wtasnosé PID).

Wtedy (T*%,n) € Ergt dla kazdego n € Jo(T, ).

Ponadto ze stwierdzenia 3.5.4 i lematu 3.5.5 wynika, ze istnieje automorfizm
zbudowany z pewnej rodziny automorfizmow rangi 1, ktory spetnia zalozenia twier-
dzenia E. Zatem istnieja nietrywialne automorfizmy spetniajace teze twierdzenia E.
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Poniewaz .# (Erg') = ID, wiec powstaje pytanie o istnienie nietrywialnych klas
charakterystycznych zawartych w Ergt.!! Konsekwencja twierdzenia E jest naste-
pujacy (patrz: wniosek 3.5.6):

Whiosek F. Jesli T spetnia zatozenia twierdzenia 3.5.3, to najmniejsza klasa cha-
rakterystyczna F(T), do ktorej nalezy T, jest klasq charakterystyczng zawartq w Erg™t.

1.3 Problem Boshernitzana i jego uogolnienia

Niech w : N — . Przez Fy(T) oznaczamy stabo ergodyczna cze$é przestrzeni
L*(X, Bx, ) dla automorfizmu T' (patrz: definicja 2.3.9) i niech

Fueo(T) i= Fuo(T) n LA(X, By, 1)

Ponadto przez Jy*""8(T") oznaczamy zbior wszystkich 2 -samopolaczen \ automorfi-

zmu T takich, ze \| gy x = fi®ji oraz Ay » € J*(Ty, Ty) dla p®p-p.w. (Z,7') € X x X.
W celu rozwigzania problemu Boshernitzana potrzebujemy nastepujacych rezul-
tatow (patrz: twierdzenie 4.2.1 i wniosek 4.6.2):

Twierdzenie G. Zaldzmy, ze f € LA(X,pn) spetnia E,[f|Zr] = 0. Wtedy nastepu-
jace warunki sg rownowazne:

(1) | L Fue(T).

(i) Dla wszystkich miar \ € _J?dErg(T) mamy Ex\[f ® f| X x X](z,7') = 0 dla
L@ p-pw. (z,7')e X x X.

(111) Dla wszystkich samopotgczen X € Jo(T) spetniajacych Nz x
Exlf ® f|Zrxr] = 0.

A® i, mamy

Stwierdzenie H. Niech u : N — D. Wtedy w 1L UE wtedy @ tylko wtedy, gdy
dla kazdego uktadu Furstenberga k € V(u) mamy w9 L Fyeo(Xu, k,S), przy czym
funkcja mo jest obcieciem rzutowania D% 3 (y,) — yo € D do podshiftu X, (patrz:
stwierdzenie 4.5.1).

W twierdzeniu I (ponizej) w sposob kombinatoryczny opisane zostaly wszystkie
2-samopotaczenia ukltadow Furstenberga funkcji w. Zatem stwierdzenie H i twier-
dzenie G razem z twierdzeniem von Neumanna daja pelne rozwiazanie problemu
Boshernitzana w terminach ukladéw Furstenberga funkcji w (patrz: uwaga 4.6.3

" Zauwazmy, ze dla dowolnej rodziny R automorfizméw, klasa .#(R™*) jest naturalng klasa
charakterystyczng zawarta w R+ (patrz: przyktad 2.3.97 (7)).
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oraz podrozdzial 4.8.2)."2

Mamy ponadto wersje stwierdzenia H dla klas charakterystycznych (patrz: wnio-
sek 5.0.8):

Whiosek 1. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(a) u L FUE (tzn. u L Cr n UE).

(b) Dla dowolnego uktadu Furstenberga k funkcji w zachodzi nastepujgca zaleznodé:
dla dowolnego samopotqczenia X € Jy"""8(Xy, K, S) (w szczegdlnosci N roers =

’%|Is ® "Q|Is)7 mamy

]E)\I:]EH[WO | Ar] @ Exlmo | Ax] | Zs ®IS] = E.[m | Zs| @ Ex[mo | Zs].

(¢) Dla dowolnego uktadu Furstenberga k funkcji w zachodzi nastepujgca zaleznodé:
dla dowolnego samopotgczenia N\ € Jo(Xy, k,S), gdzie Nzezs = Klzg ® Klzg,
mamy

E» [EH[WO | Ar]| @ Ex|mo | Ar] |ISXS] = E.[m | Zs| @ Ex[mo | Zs].

1.4 Zastosowania teorio-liczbowe i kombinatoryczne

Niech v : N — D. Wowczas dla funkcji v jej pierwszg norme Gowersa-Hosta-Kry
(u' - norme) okre§lamy, przy zadanym jej ukladzie Furstenberga (X,, &, S), w na-
stepujacy sposob:'?

1
H'U/H,il = }}%@E Z fﬂo o Sh 7T_0dli

h<H

Przez DISP oznaczamy klase (charakterystyczna) automorfizméw o dyskretnym wid-
mie. Naszym gtownym zastosowaniem otrzymanych wynikéw jest ponizszy rezultat
(patrz: wniosek 6.1.5) dotyczacy usrednionej hipotezy Chowli:'*

12Zauwazmy, ze w pracy [7] rozpatruje sie nieskorelowania ciagéw z klasa ERG ciagéw generu-
jacych dla miar ergodycznych w ukladach topologicznych. W [7] wyjasnia sie, ze nieskorelowanie
ciagu z klasa UE (monoergodycznych ukladéw dynamicznych) i tak rozumiang klasa ERG sa wia-
sno$ciami réwnowaznymi.

13Wiecej informacji o pierwszej normie GHK znajduje sie w podrozdziale 4.1.

4 Moéwimy, ze funkcja u spelnia uéredniong hipoteze Chowli, gdy

Z u(n)u(n+ hy)...u(n+ hg)| =0

hiyeoshi<H n<M,

o1 1
P 2 S 27
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Wnhniosek J. Zatozmy, ze ||ul, =0 (tzn. dla wszystkich  otrzymujemy zero). Na-
stepujgcee warunki sg rownowazne:

(a) Funkcja w spetnia usredniong wtasnosé Chowli.
(b) uw L DISP n UE (tzn. u L Cpisp N UE).

(¢) Funkcja u jest ortogonalna do wszystkich uktadow topologicznych, ktorych wszyst-

kie miary niezmiennicze dajg miarowe uktady dynamiczne o dyskretnym widmie
(tZTl. u L CDISP)v

Kolejny rezultat dotyczy opisu funkgeji pretensjonalnych (patrz: definicja 2.5.7), ktore
sa ortogonalne do klasy UE (patrz: wniosek 6.1.1).

Whiosek K. Jedynymi pretensjonalnymi funkcjami multyplikatywnymi w : N — D
ortogonalnymi do wszystkich uktadéw monoergodycznych sq charaktery Archimedesa
n—n', teR.

Jako ostatni, podajemy wynik dotyczacy zwiazku pomiedzy samopotaczeniami
a kombinatoryka punktow quasi-generujacych (patrz: twierdzenie 4.8.5).

Twierdzenie L. Niech u bedzie punktem quasi-generujgeym wzdtuz ciggu (Ny) dla
pewnego uktadu Furstenberga k, a miara \ niech bedzie 2-samopolgczeniem miary
k € V(u). Wowczas istnieje lokalnie orbitalny cigg (¢r), gdzie kazda funkcja ¢y, jest
pewnq permutacjq zbioru {1, ..., Np},'° taki, ze

. 1
)\ - llm e Z 5(S”u,Sd’k(")u)‘

dla dowolnego k > 1, 1 < h; < ... < hi (dla dowolnego ciagu (M) definiujacego uktad Fursten-
berga funkcji w). Zostata ona udowodniona dla funkcji Liouville’a (i wielu innych funkeji multypli-
katywnych) przez Matoméiki, Radziwilta i Tao [40].

15 A doktadniej wymagamy, aby

k—oC

Nik‘{ne (1, N — 1} dp(n + 1) =¢k(n)+1} 1



Rozdzial 2

Wiadomos$ci wstepne

2.1 Teoria miary

Przypomnimy teraz podstawowe pojecia z teorii miary.

Definicja 2.1.1. Niech (X, B) bedzie przestrzenia mierzalna. Rozwazmy do-
datnie i skoniczone miary pu, v okreslone na tej przestrzeni.

e Mowimy, ze miara p jest skupiona na zbiorze A € B, gdy n(X\A) = 0.

e Mowimy, ze miary u i v sa wzajemnie singularne (osobliwe), gdy istnieja zbiory
Ay, Ay € B, Ay n Ay = (I takie, ze miara u jest skupiona na Aj, za$ miara v
jest skupiona na A,. Wzajemna singularnosé oznaczamy przez p L v.

e Mowimy, ze miara p jest absolutnie ciggla wzgledem miary v, piszemy wtedy
p < v, gdy dla dowolnego A € B mamy v(A) =0 = pu(A) = 0. Miary piv
nazywamy rownowaznymi, gdy pu < v iv « p. Piszemy wowczas pu = v.

e Przez . (X) oznaczamy zbior wszystkich miar probabilistycznych na (X, B).
Niech (X, B, u) oraz (Y,C,v) beda przestrzeniami z miara. Piszac
7 (X,B,u) - (Y,C,v) (2.1)

bedziemy rozumieli, ze odwzorowanie m : X — Y jest mierzalne oraz obraz m,u
miary u przez 7 jest rowny v, tj. (mu)(C) = p(rH(C)) = v(C) dla dowolnego
zbioru C' € C. Wszystkie odwzorowania mierzalne spelniajace drugi warunek na-
zywamy odwzorowaniams zachowujgeyms miary. Jesli dodatkowo odwzorowanie od-
wrotne 71 jest p.w. okreslone oraz 7! : (Y,C,v) — (X, B, ), to odwzorowanie 7
nazywamy izomorfizmem (miarowym) przestrzeni (X, B, u) i (Y,C,v).

Definicja 2.1.2. Trojke (X, B, u) nazywamy probabilistyczng, standardowq prze-
strzeniq borelowskq, o ile jest ona izomorficzna z przestrzenia (Y,C,v) taka, ze Y

13
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jest przestrzenia polska, czyli o§rodkowa przestrzenia metryzowalna w sposob zu-
pelny, zas C jest o-algebra zbioréw borelowskich na Y, a v : C — R™ jest miarg
probabilistyczng.

Uwaga 2.1.3. Wszystkie rownosci miedzy zbiorami, o-algebrami i odwzorowaniami
rozumiemy jako zachodzace prawie wszedzie (p.w.) wzgledem rozwazanej miary.

Uwaga 2.1.4. W przypadku gdy X jest przestrzenia polska, to bedziemy réwniez
pisali B = Bx lub B = B(X).

Dla probabilistycznej, standardowej przestrzeni borelowskiej (X, Bx, ), jezeli
rozwazymy czesS¢ ciagla p; miary p, to przestrzen (X, By, p1) jest izomorficzna
(patrz: (2.1) powyzej) z ([0, 1], B([0,1]),Leb), o ile u; # 0, zas czes¢ dyskretna
sktada sie z co najwyzej przeliczalnej ilosci atomow.

Rozbiciem (mierzalnym) przestrzeni (X, B, i) nazywamy co najwyzej przeliczalna
rodzine P = {A;; 1 € N} zbioréw mierzalnych taka, ze spelnione sa warunki:

2 w(U%, A = 1.

Niech P i @ beda rozbiciami przestrzeni (X, B, pt). Mowimy, ze rozbicie P rozdrabnia
rozbicie @), co zapisujemy P > @, gdy dla dowolnego zbioru p € P istnieje ¢ € ()
takie, ze p < ¢ (|12]).

Potgczeniem rozbié P i (Q nazywamy rozbicie

PvQ@Q:={pngpePqe}.

Mowimy, ze ciag rozbi¢ (Qx)k=1 generuje o-algebre B, gdy o-algebra B jest najmniej-
szg o-algebra zawierajaca wszystkie elementy rozbicia Qy dla dowolnego k£ = 1 ([12]).

Uwaga 2.1.5. ([12]) Kazda probabilistyczna, standardowa przestrzen borelowska
(X, B, 1) posiada generujacy ciag skonczonych rozbi¢ (Qy) taki, ze

Bz\/Qk.

k=1

Twierdzenie 2.1.6. Niech (X, B, i) bedzie przestrzeniq probabilistyczng oraz niech

C bedzie pod-o-algebrq o-algebry B. Wowczas istnieje odwzorowanie E(-|C) : LY(X, B, u) —

LY X, B, ) takie, ze dla f € LY(X,B,u) funkcja E(f|C) (okreslona pu-prawie wsze-
dzie) jest wyznaczona jednoznacznie przez nastepujgce wtasnosci:

1. funkcja E(f|C) jest C-mierzalna;

2. dla dowolnego C' € C mamy

| Btieyan= | fan
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Odwzorowanie E(-|C) nazywamy $rednig warunkowq (wzgledem C).

Uwaga 2.1.7. Srednia warunkowa jest dobrze okreslona na LP(X, B, i) dla dowol-
nego p = 1, tzn. jesli f € LP(X, B, u), to E(f|C) € LP(X,C, p|c), gdzie p|c(C) = u(C)
dla C € C. Ponadto nietrudno spostrzec, ze dla p = 2 $rednia warunkowa E(:|C) :
L*(X, B, u) — L*(X, B, j1) jest projekcja ortogonalna na podprzestrzen L*(X,C, plc).

Twierdzenie 2.1.8 (Dezintegracja miary, [37], [19]). Niech (X, B, n) bedzie stan-
dardowq, probabilistyczng przestrzeniq borelowskq oraz niech (Y,C,v) bedzie prze-
strzeniq z miarg probabilistyczng. Rozwazmy odwzorowanie w : (X, B, u) — (Y,C,v).
Wowczas istnieje odwzorowanie

Ysyw— p, e #(X), (2.2)
ktore spetnia nastepujgee warunki:
(1) miary warunkowe p, skupione sq na wtéknach = ({y}),

(2) dla dowolnej funkcji f € LY (X, B, 1) odwzorowanie

Yoym— J;( fdu, (2.3)

jest mierzalne, dla v-p.w. y €Y mamy f € L'(X, pu,) oraz

E(/]Y)(y f F

(przez E(f|Y)) rozumiemy E(f|x~1(C))on 1),
(3) dla dowolnej funkcji f € LY (X, B, 1) zachodzi

o= (], o)

Odwzorowanie (2.2) nazywamy dezintegracjq miary p nad miarg v (wzgledem m) i
WOWCZas piszemy

= L iy dv(y).

Sformutujemy teraz twierdzenia o mierzalnych selektorach, ktore petni¢ beda
istotna role w dowodzie kluczowych rezultatéw rozprawy, tj. twierdzenia 3.2.1 oraz
twierdzenia 3.3.2.

Twierdzenie 2.1.9 (Kallman, |32]). Niech (X, Bx) bedzie standardowq przestrzenig
borelowskq, za$'Y niech bedzie przestrzeniq polskq. Zatozmy, ze zbior A < X xY jest
borelowski oraz, ze dla kazdego x € X z2bior A, :={y e Y;(x,y) € A} jest o-zwarty,
tzn. jest przeliczalng sumaq zbiorow zwartych. Niech m: X xY — X bedzie rzutem
na pierwszq wspdtrzedng. Wowcezas zbior w(A) jest borelowski oraz istnieje selektor
borelowski odwzorowania m|a : A — w(A).
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Uwaga 2.1.10. Istnienie selektora borelowskiego odwzorowania |4 : A — 7(A)
oznacza, ze w sposob mierzalny przyporzadkowaé¢ mozemy elementom z € 7(A)
reprezentanta z odpowiadajgcego im widkna A,.

Twierdzenie 2.1.11 ([44]). Niech X,Y bedq przestrzeniami polskimi oraz niech
A c X bedzie zbiorem borelowskim. Niech f: A — Y. Wowczas f jest odwzorowa-
niem borelowskim wiedy 1 tylko wtedy, gdy zbior

graph(f) :={(z, f(z)) e X x Y; z € A}
jest borelowskim podzbiorem zbioru A x Y.

Twierdzenie 2.1.12 (Kuratowski-Ryll-Nardzewski, [36]). Niech (X, B) bedzie prze-
strzeniq polskq z o-algebrq zbiordw borelowskich oraz niech (§2,C) bedzie przestrzeniq
mierzalng. Niech f : Q — 2% bedzie funkcjg wielowartosciowq na Q o wartosciach
w domknietych podzbiorach zbioru X. Zatozmy ponadto, ze [ jest stabo mierzalna,
tzn. dla kazdego otwartego podzbioru A < X zbidr postaci

{we; flw)n A# T}

jest mierzalny. Wowczas istnieje mierzalny selektor F' : Q0 — X funkcji f, tzn.
F(w) € f(w) dla dowolnego elementu w € €.

~

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna. Przez .#(X) oznaczmy zbior
(borelowskich) miar dodatnich i skoficzonych na X. Zauwazmy, ze 4 (X) < #(X).
Niech C'(X) oznacza przestrzen funkcji ciagltych na X. Na .Z(X) rozwazamy =-staba

topologie, tzn. najstabsza topologie, dla ktérej odwzorowania

A(X) 30 | fau

sa ciagte dla dowolnej funkcji f € C(X). Przestrzen .# (X) z ta topologia jest zwarta
i metryzowalna. Zauwazmy, ze w twierdzeniu 2.1.8, gdy X jest przestrzenig zwarta,
to mierzalno$¢ odwzorowania (2.3) jest rownowazna mierzalnosci odwzorowania (2.2)

dziatajacego z (Y,C) do (A (X),B.4(x)).

2.2 Teoria spektralna

Wiadomosci z tego podrozdziatu pochodza gtownie z [37].

~

Niech o0 € #(T), gdzie T := {z € C; |z| = 1}. Przypomnijmy, ze skorficzona miara
dodatnia moze mie¢ co najwyzej przeliczalnie wiele atoméw.
Dla n € Z, n-tym wspotczynnikiem Fouriera miary o nazywamy liczbe

5n] := L M do(2).

Zachodzi nastepujacy fakt:
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Lemat 2.2.1 (Wiener). Niech o € /Z(’]T) Przez {z,29,..., 2m, ...} oznaczmy zbior
wszystkich atomow miary o. Wowczas

n—1 0
ggEZw = 3 olfzu))

m=1

Ponadto poniewaz dla z # 1 mamy

wiec
lim — 37 5[k = o({1)). (2.4)

Rozwazajac dodatnig miare borelowska o na T, bezpos$rednio z lematu Wienera
otrzymujemy, ze

1n1

o jest miarg ciggla <= lim — Z lo[k]| = 0. (2.5)

n—ao M,

Niech H;, i = 1,2, bedzie osrodkows przestrzenia Hilberta. Przez (-, -) oznaczmy
iloczyn skalarny na H;, i = 1,2 (w zaleznosci od kontekstu, na H; lub Hj). Roz-
wazmy przestrzen operatorow liniowych i ciaglych dziatajacych z Hy do Hy, tzn.

L(Hy, Hy) := {A: Hi — Hy; A jest operatorem liniowym i ciagtym}
oraz kule jednostkowa w L(H;, Hy), tzn.
={Ae L(Hy, Hy); |A|| <1}. (2.6)

Jezeli Hy = Hy = H, to zamiast L(H, H) piszemy L(H). Na przestrzeni L(H,, Hy)
rozpatrywa¢ mozemy nastepujace topologie:

e mocng topologie operatorowa - jest to najstabsza topologia, dla ktérej odwzo-
rowania

L(Hl,HQ) A Az e HQ, X € Hl;
sa ciagte,
e staba topologie operatorows - najstabsza topologie, w ktorej odwzorowania

L(Hl,Hg) 3A— <Al’,y> € (C, T e H17 Yy e HQ,

sa ciagte.
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Gdy powyzsze topologie ograniczymy do K, to woéwczas sa one metryzowalne.
Przejdzmy zatem do wskazania odpowiadajacych im metryk.

Niech {z, € Hy; |z, = 1, n = 1} bedzie podzbiorem liniowo gestym w H;.
Dla A, B € K ktadziemy

[0 0]

|Azx, — Bx,|

d(A, B) := Z —
n=1

oraz
o
. (AL, 2m) = (B, Tm)|
p(A, B) = Z on+m )
nm=1

Tak okreslone metryki d i p zadaja odpowiednio mocng i staba topologie. Zauwazmy,
ze topologie wyznaczone przez te metryki nie zaleza od wyboru podzbioru liniowo
gestego. Zatem dla mocnej topologii operatorowej mamy

A, — A <= Vyep, Anx — Ax.
n—0o0 n—o0

Natomiast dla stabej topologii operatorowej zachodzi

An — A = v3ceH1,yeH2 <Anxa Z/> m <A$7 y>

Przestrzen K rozwazana ze staba topologia operatorows jest przestrzenig zwarta.
Operator liniowy i cigglty U : H — H nazywamy unitarnym, gdy

UoU*=U"oU =1d,

tzn., U* = U~! lub, réwnowaznie, U jest odwracalng izometria.
Gdy przez U(H) ¢ K < L(H) oznaczymy przestrzeni operatoréw unitarnych
oraz rozpatrzymy metryke d’ taka, ze dla U,V € U(H) mamy

d(U,V):=dU,V)+dU V1,

to okazuje sie, ze staba i mocna topologia operatorowa na U(H) sa réwnowazne.
Ponadto przestrzen U(H) wyposazona w te topologie jest przestrzenia polska.

W mocnej topologii operatorowej sktadanie operatoréw jest operacja ciggla, w
szezegolnosci U(H) jest grupa topologiczna. Natomiast sktadanie operatorow w K
jest operacja polciagta w stabej topologii, tzn. jezeli K 3 A, — A€ K, to

BA, — BA oraz A,B — AB

dla dowolnego operatora B € K.
Dla operatorow U € U(H) zachodzi twierdzenie o zbieznosci §rednich ergodycz-
nych sformutowane przez von Neumanna:
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Twierdzenie 2.2.2 (von Neumann). Dla dowolnego elementu x € H mamy

N—o

1 N-1
lim — > Uz = projp, ().
n=0

gdzie projpwy + H — Fix(U) jest rzutem ortogonalnym przestrzeni H na do-
mknietq podprzestrzen Fix(U) := {x € H; Ux = x} sktadajgcq sie z punktow statych
operatora U.

Definicja 2.2.3. Mowimy, ze A € C jest warto$cig wlasng operatora unitarnego
U e U(H), jezeli istnieje wektor x € H taki, ze x # 0 oraz Uz = Az. Taki element x
nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartoSci wtasney \.

Uwaga 2.2.4. Zauwazmy, ze skoro U € U(H) jest izometria, to |\ = 1.

Niech z € H i pot6zmy

Z(z) = span{U"x; n € Z}.

Jest to najmniejsza domknieta podprzestrzen U-niezmiennicza (U(Z(z)) = Z(x)) za-
wierajaca element x. Przestrzen Z(x) nazywamy przestrzeniq cykliczng generowang
przez .

Rozpatrzmy element x € H. Z twierdzenia Herglotza wynika, ze istnieje doktad-
nie jedna miara o, € //?ZT), ktora wyznaczona jest przez réwnosci

o.|—n] ={U"z,z), nel.

Miare te nazywamy miarg spektralng elementu z.
Zauwazmy, ze

0.(T) = 7[0] = ||=|*.

Miary spektralne posiadaja szereg wtasnosci. Przejdzmy do przedstawienia czesci
z nich.

Lemat 2.2.5. Jezeli 0, L 0y, to Z(x) L Z(y) i w szczegdlnosci x L y.

Stwierdzenie 2.2.6. Element v € H jest wektorem wtasnym operatora U odpowia-
dajgeym wartosci wtasnej X € C wtedy i tylko wtedy, gdy o, = ||x]?d,.

Przejdziemy teraz do klasyfikacji operatorow unitarnych.

Lemat 2.2.7. Niech U € U(H). Wowczas istnieje rozktad

e0]
H = @Z(xn) OTAZ Opy > Opy > ...

n=1
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Powyzszy rozktad przestrzeni H nazywamy rozkladem spektralnym, za$ otrzy-

many ciag miar nazywamy ciggiem spektralnym operatora U. Typ miary o,,, czyli
klase wszystkich miar jej réwnowaznych, nazywamy maksymalnym typem spektral-
nym operatora U i oznaczamy przez oy .
Ponizsze twierdzenie jest kluczowe w teorii spektralnej operatoréw unitarnych na
o$rodkowych przestrzeniach Hilberta i uzasadnia jedynos¢ rozktadu spektralnego z
doktadnoscig do rownowaznosci miar spektralnych i, w szczegélnosci, niezaleznosé
oy od rozktadu spektralnego.

Twierdzenie 2.2.8 (twierdzenie spektralne). Niech U € U(H). Rozwazmy dwa
rozktady spektralne:

I
P

H

Z(xy) oraz g » 04y > ...,

I
—

n

eo]
H =@ Zy,) oraz oy » 0y > ...
1

Wowczas 0,, = 0y, dlan = 1._
Mowimy, ze:
e U e U(H) ma proste widmo, jesli jego ciag spektralny jest postaci
0, »0=0=...
lub réwnowaznie H = Z(x);

e U e U(H) ma jednorodne widmo krotnosci n, jesli ciag spektralny tego opera-
tora ma postaé
Opy =...=05, >0=...;

e U e U(H) ma widmo Lebesgue‘a (widmo absolutnie ciggle/ widmo singularne,
widmo dyskretne), gdy o,, jest miara rownowazna mierze Lebesgue‘a (mierze
absolutnie ciggtej/singularnej wzgledem miary Lebesgue‘a, mierze dyskretne;j).

2.3 Teoria ergodyczna

2.3.1 Ergodyczno$é, stabe mieszanie i mieszanie

Podstawowe informacje na temat teorii ergodycznej w tym podrozdziale zostaty za-
czerpniete z [21], [37] i [46].

Rozwazaé bedziemy probabilistyczne przestrzenie standardowe. Niech zatem (X, B, )
bedzie taka przestrzenig. Przypomnijmy, ze ze wzgledu na miare u, wszystkie row-
no$ci miedzy zbiorami, o-algebrami i odwzorowaniami rozumiemy jako zachodzace
p-prawie wszedzie (p.w.).
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Definicja 2.3.1. Odwzorowanie T : X — X nazywamy endomorfizmem prze-
strzeni (X, B, 1), jezeli jest ono B-mierzalne oraz zachowuje miare p, tzn. Ty = p
(patrz: (2.1)). Jezeli dodatkowo T' : (X,B,u) — (X, B, u) jest izomorfizmem, to
mowimy, ze T jest automorfizmem przestrzeni (X, B, u). Przez Aut(X, B, u) ozna-
czamy przestrzen automorfizmow przestrzeni (X, B, ). Czworke (X, B, u, T') nazy-
wamy miarowym uktadem dynamicznym. Bedziemy rowniez pisali (T, u) lub nawet
T, gdy kontekst jest jasny.

Z automorfizmem T stowarzyszy¢ mozemy operator unitarny Uy : L*(X, B, u) —
L*(X, B, 1), ktory dziala w nastepujacy sposob:

Urf = f oT dla dowolnej funkcji f € L*(X, B, ).

Operator ten nazywamy operatorem Koopmana stowarzyszonym z 1.

Przestrzeni operatorow unitarnych U (L*(X, B, i) jest osrodkows i zupelng grupa to-
pologiczna (tzn. grupa polska), za$ operatory Koopmana tworza jej domkniety pod-
zbior. Na Aut(X, B, 1) rozwazaé bedziemy tzw. staba topologie, przez co rozumiemy
mocna topologie przeniesiona z przestrzeni operatoréw Koopmana (ze wzgledu na
standardowos¢ przestrzeni X odwzorowanie T' — Uy jest réznowarto$ciowe).

Definicja 2.3.2. Mowimy, ze A € C jest wartoscig wtasng automorfizmu 7', gdy
jest ona wartoscig wtasna operatora Up. Mowimy, ze funkcja f € L*(X, B, u) jest
funkcjg wtasng automorfizmu 7', gdy jest ona funkcja wtasna operatora Ur.

Definicja 2.3.3. Mowimy, ze automorfizm T € Aut(X, B, u) ma dyskretne widmo,
gdy przestrzeti L?(X, B, u) posiada baze¢ ortonormalna ztozona z funkcji wlasnych
automorfizmu 7.

Ogolna teoria spektralna operatoréw unitarnych méwimy nam zatem, ze dla
automorfizmu T z dyskretnym widmem, maksymalny typ spektralny operatora Ur
jest typem miary dyskretnej, ktorej atomami sg wartosci wlasne automorfizmu 7.

Definicja 2.3.4. Centralizatorem automorfizmu 7' € Aut(X, B, i) nazywamy zbior
C(T) :={SeAut(X,B,u); SoT =T oS}

Uwaga 2.3.5. Zauwazmy, ze automorfizmy postaci S =T", n € Z, sa oczywistymi
elementami grupy C(T).

Centralizator C(T) mozemy zanurzy¢ w przestrzeti U(L?(X, B, 1)) przez odwzo-
rowanie

C(T)> S — Use U(L*(X, B, 11)).
Przenoszac na C(T) mocna topologie operatorowa otrzymamy, ze:

Wnhiosek 2.3.6. Dla dowolnego T € Aut(X, B, i) jego centralizator C(T') jest grupg
polskq (z przeniesiong mocng topologiq operatorowq,).

Definicja 2.3.7. Niech T € Aut(X, B, ). Moéwimy, ze automorfizm T jest:
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1. ergodyczny, gdy dla dowolnego zbioru B € B takiego, ze T™'B = B (zbiory
o tej wlasnosci nazywamy T-niezmienniczymi) mamy u(B) € {0, 1},

2. stabo mieszajgcy, gdy dla dowolnych zbiorow A, B € B mamy

N-1

: 1 —n
dim DT A A B) — p(A)u(B)| =0,
n=0

3. mieszajgcy, gdy dla dowolnych zbioréw A, B € B mamy

lim u(T""An B) = p(A)u(B).

n—0

Uwaga 2.3.8. Nietrudno spostrzec, ze mieszanie implikuje stabe mieszanie, ktore
z kolei implikuje ergodycznosé.

Przez Erg oznaczmy klase wszystkich automorfizmoéw ergodycznych probabilistycz-
nych standardowych przestrzeni borelowskich, zag przez WM < Erg oznaczamy klase
automorfizmow, ktore sa stabo mieszajace.

Uwaga 2.3.9. Jezeli S jest semi-algebra generujaca o-algebre B, to warunki z de-
finicji 2.3.7 wystarczy sprawdzaé¢ dla elementow semi-algebry S.

Do dyspozycji mamy szereg twierdzen, ktore moéwig nam o warunkach réwno-
waznych dla wprowadzonych powyzej definicji.

Stwierdzenie 2.3.10. Niech T € Aut(X, B, u). Nastepujgce warunki sq¢ rdwno-
wazne:

1. T jest odwzorowaniem ergodycznym.
2. Dla dowolnego zbioru A € B takiego, ze p(A) > 0 mamy p(J_, T "A) = 1.

3. Dla dowolnych zbiorow A, B € B takich, ze u(A),u(B) > 0 istnieje n > 0
takie, ze u(T""A n B) > 0.

Stwierdzenie 2.3.11. Niech T € Aut(X, B, u). Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

1. T jest odwzorowaniem ergodycznym.

2. Jezeli funkcja f : X — C jest B-mierzalna oraz f oT = f, to wowczas [ jest
funkcjq statq.

3. Jezeli f € L*(X,B,p) oraz foT = f, to wowczas f jest funkcjq statq.

Ponizsze twierdzenie pokazuje nam zwigzek pomiedzy stabym mieszaniem auto-
morfizmu 7T oraz ergodyczno$cig automorfizmu 7' x T rozwazanego z miara produk-
towa u ® p (patrz: przyklad 2.3.27).



2.3. Teoria ergodyczna

23

Stwierdzenie 2.3.12. Niech T € Aut(X,B,u). Nastepujgce warunki sq¢ réwno-
wazne:

1. T jest odwzorowaniem stabo mieszajgcym.
2. T xT jest odwzorowaniem ergodycznym z miarg p& .
3. T x T jest odwzorowaniem stabo mieszajgcym z miarg it & .

Przejdziemy teraz do zwiagzku zachodzacego pomiedzy stabym mieszaniem au-
tomorfizmu 7' a wlasno$ciami spektralnymi stowarzyszonego z nim operatora Ur
(wlasnosci spektralne operatora Ur nazywamy czesto wlasnosciami spektralnymi
automorfizmu 7).

Definicja 2.3.13. Mowimy, ze T € Aut(X, B, u) ma ciggle widmo, jezeli 1 jest
jedyna wartosciag witasng automorfizmu 7' oraz odpowiadajace jej funkcje wtasne
sg stale.

Twierdzenie 2.3.14. Niech T € Aut(X,B,pu). Wowczas T jest odwzorowaniem
stabo mieszajgcym wtedy @ tylko wtedy, gdy T ma ciggle widmo.

Uwaga 2.3.15. Przypomnijmy, ze T € Aut(X, B, 1) nazywa sie mieszajgcym rzedu
r > 2, gdy dla dowolnych zbioréw A, ..., A, € B mamy

(A nT™Ayn...nT"A,) - H/L(Aj),
j=1

gdy ny — o oraz mj;1 —n; — oo dla 2 < j < r. Mieszanie rzedu 2, to zwy-
kte mieszanie. Nie wiadomo (problem Rokhlina), czy mieszanie automorfizmu im-
plikuje jego mieszanie dowolnego rzedu. Nietrudno spostrzec, ze warunek miesza-
nia rzedu r jest rownowazny stwierdzeniu: dla dowolnej funkcji f € L3(X, ) oraz
g1,---,9r-1 € LOO(Xa :u) martny

Jf-gloT"Q-...-gT1oT"rd/Ho,
X

dla n;-6w j.w.

Uwaga 2.3.16. Niech T' € Aut(X, B, 1) oraz niech f € L3(X,u). Przypusémy, ze
miara spektralna oy funkcji f jest ciggla. Wowczas dla K = 1 mamy

. 1 h h
hlrl_rgom Z ff-gloTl-...-gkoT’“d/LZO,
hi,...hp<H
dla dowolnych funkcji gq,...,g9x € L®(X,pn) (patrz: [33]). Rezultat ten mozemy
wiec traktowac jako stwierdzenie typu ,stabe mieszanie implikuje stabe mieszanie

dowolnego rzedu”.
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2.3.2 Entropia miarowego ukladu dynamicznego

Niech P bedzie skoriczonym rozbiciem (mierzalnym) probabilistycznej, standardowe;
przestrzeni (X, B, ).

Definicja 2.3.17. Entropiq (Shannona) rozbicia P wzgledem miary p nazywamy
liczbe
H(P,p) := = Y u(p) log pu(p).

peP

Dla dowolnego n > 1 wprowadzamy oznaczenie

n—1
P = \Z/OTiP.

Definicja 2.3.18. Niech P bedzie rozbiciem skoriczonym przestrzeni (X, B, i) oraz
T € Aut(X, B, u). Liczbe

.1 n
nazywamy entropiq uktadu (X, B, u, T) wzgledem rozbicia P (granica ta istnieje na
mocy znanego twierdzenia o istnieniu granicy lim,, o, %an dla ciaggu podaddytyw-
Nego: Gpim < Ay + Ay, liczb nieujemnych).

Definicja 2.3.19. Entropig miarowego uktadu dynamicznego (X, B, u, T') nazywamy

MT, p) = sup M, u, P).

P— skoticzone rozbicie p. X

Uwaga 2.3.20. Ponadto jezeli (P;) jest ciagiem generujacym o-algebre B takim,
ze rozbicie Py, rozdrabnia rozbicie Py, to

(T, p) = lim h(T, pu, Py).

k—o

2.3.3 Faktory

Definicja 2.3.21. Rozwazmy T € Aut(X,B,u) oraz S € Aut(Y,C,v). Mowimy,
ze automorfizm S jest faktorem automorfizmu T (réwnowaznie, T' jest rozszerze-
niem S), jesli istnieje odwzorowanie m : (X, B,u) — (Y,C,v) takie, ze m o T =
S o m. Wowczas piszemy T — S (czasami, gdy kontekst bedzie jasny, bedziemy pi-
sa¢ X — V).

Jezeli dodatkowo odwzorowanie 7 jest odwracalne (w tym kontekscie oznacza to
dodatkowo mierzalno$¢ i zachowywanie miar przez odwzorowanie odwrotne), to mo-
wimy, ze automorfizmy T 1 S sa izomorficzne.

Uwaga 2.3.22. Zauwazmy, ze 7' (C) jest T-niezmiennicza pod-o-algebra o-algebry B.
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Pojecie faktora mozna wprowadzi¢ rownowaznie za pomoca pod-o-algebr (i dzia-
lania ilorazowego), ktore sa T-niezmiennicze, co opiszemy doktadniej za chwile (patrz: (2.7)).

Twierdzenie 2.3.23. Istnieje wzajemna jednoznacznosé pomiedzy faktorami odwzo-
rowania T € Aut(X, B, u) oraz pod-o-algebrami T-niezmienniczymi o-algebry B.

Uwaga 2.3.24. Powyzsze twierdzenie méwi nam, ze w szczegolnosci o-algebra Z(T)
zbioro6w T-niezmienniczych okre$la nam pewien faktor automorfizmu 7'. Jest to naj-
wiekszy faktor, dla ktérego odwzorowanie ilorazowe T (patrz: (2.7) ponizej) dziata
jako identycznosé, tzn. kazdy inny faktor o tej wlasnosci jest jego faktorem.

Niech C bedzie pod-o-algebra T-niezmiennicza o-algebry B. Wybierzmy podzbior
gesty {C,, € C;n = 1} w C, tzn. taki, ze dla dowolnego zbioru C' € C oraz ¢ > 0
istnieje n = 1 takie, ze u(CAC,) < e.

Na przestrzeni X okre$lamy relacje réwnowaznosci ~¢ w nastepujacy sposob:

x1 ~c o < dla dowolnego n = 1 mamy albo {z1,x2} < C,,, albo {z1, 25} < X\C,.

Przez X /C oznaczmy przestrzen ilorazowa stowarzyszona z relacja ~c. Na przestrzeni
(X/C,C, p|¢) rozwazaé¢ mozemy odwzorowanie ilorazowe T zadane w nastepujacy
sposob:

T([x]) := [Tx] dla [x] € X/C. (2.7)

Uwaga 2.3.25. Automorfizm T bedziemy oznacza¢ réwniez jako Tc.

Odwzorowanie to jest faktorem automorfizmu 7T stowarzyszonym z pod-o-algebra C,
gdyz odwzorowanie ilorazowe 7 jest jednoczesnie odwzorowaniem faktoryzujacym.
W dalszej czesci pracy przyjmujemy nastepujgce oznaczenia: X := X /Coraz T := [z],
przy czym oznaczenia te sg rozumiane w kontekscie rozwazanego faktora.

Zauwazmy, ze przyjmujac Y = X oraz v = p|c, za$ jako 7 rozwazajac odwzoro-
wanie ilorazowe 7 : (X, B, ) — (X, C, pi|c), spetnione sa zatozenia twierdzenia 2.1.8,
a zatem mamy:

Twierdzenie 2.3.26 (Rozklad miary nad faktorem). Niech T' € Aut(X, B, ) i niech
C < B bedzie pod-c-algebrg T-niezmienniczg. Wowczas istnieje odwzorowanie mie-
rzalne (w sensie (2.3))

X 2T pge H(X)

spetniajgee nastepujgce warunki:
(1) miary warunkowe uz skupione sq na wiéknach = (T),
(2) zachodzi réwnosé
o= fuxd/dc(f%
X
(8) obrazem miary pz przez automorfizm T' jest miara pg, ten. Tapiz = fips.

Rozwazmy teraz pewne przyktady faktorow.
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Przyktad 2.3.27 (Automorfizm produktowy). Niech T; € Aut(X;, B;, i), i = 1,2
i rozpatrzmy uktad produktowy (X; x Xo, By ® Ba, p1 ® pe, Th x Ty). Wowcezas jego
naturalnymi faktorami sa automorfizmy 7; i Ty (jako odwzorowanie faktoryzujace
wystarczy rozpatrzy¢ naturalny rzut na odpowiadajace wspotrzedne).

Przyktad 2.3.28 (Identycznosé jako faktor automorfizmu nieergodycznego). Niech
T € Aut(X, B, 1) bedzie automorfizmem nieergodycznym. Wowczas istnieje zbior
T-niezmienniczy B € B taki, ze 0 < u(B) < 1. Zdefiniujmy miare v : 2(0% — [0,1]
w nastepujacy sposob

v({0}) = u(B) oraz v({1}) = u(X\B). (2.8)

Wowezas Id € Aut({0,1},2{% 1) jest faktorem automorfizmu nieergodycznego
Te Aut(X,B,u).

Ponadto mamy nastepujace wlasnosci faktorow:

Twierdzenie 2.3.29. Niech T' € Aut(X, B, 1) oraz rozwazmy jego faktor S € Aut(Y,C,v).

Wowezas:

1. Jezeli T' jest automorfizmem ergodycznym, to S réowniez jest automorfizmem
ergodycznym.

2. Jezeli T jest automorfizmem stabo mieszajgcym, to S réwniez jest automorfi-
zmem stabo mieszajgeym.

3. Jezeli T jest automorfizmem mieszajgcym, to S rowniez jest automorfizmem
Mieszajgeym.

Definicja 2.3.30. Niech T' € Aut(X, B, ). Jezeli istnieje ciag A; < B, sktadajacy
si¢ z o-algebr T-niezmienniczych, taki, ze A; < A;jy1 dlai > 1 oraz B=\/,., A;, to
wowczas mowimy, ze automorfizm 7" jest granicg odwrotng swoich faktoréw (T 4,)i=1-

2.3.4 Rozklad na skladowe ergodyczne

Niech T" € Aut(X, B, u) bedzie automorfizmem nieergodycznym. Oznacza to, ze
o-algebra Z(T) (réwniez oznaczana jako Zr) zbioréw T-niezmienniczych zadaje nie-
trywialny (r6zny od identycznosci na jednym punkcie) faktor. Wowcezas miare p
da sie przedstawi¢ jako kombinacje wypukta miar uz (patrz: twierdzenie 2.3.26 dla
C = Z(T)), ktore dodatkowo sa ergodyczne (odwzorowanie T jest identycznodcia,
wiec z (3) w twierdzeniu 2.3.26 otrzymujemy Typuz = pz), tzn. zachodzi nastepu-
jace twierdzenie (przez #(X,T) < .#(X) oznaczamy zbior wszystkich miar 7-
niezmienniczych):

Twierdzenie 2.3.31 (Rozktad na sktadowe ergodyczne). Dla dowolnego automor-
fizmu T € Aut(X, B, p) istnieje odwzorowanie mierzalne (w sensie (2.3))

X/I(T)=X 3T — pz e M (X,T)

takie, ze:
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1. miary warunkowe uz skupione sq na wtéknach 7=(T),
2. automorfizmy T : (7~ (T), Blz1@), iz) = (77(T), Blx1z), kiz) sa ergodyczne,

3. zachodzi rownosé

= Luxd(ulzm)(f)-

Niech T" bedzie automorfizmem probabilistycznej, standardowej przestrzeni bo-
relowskiej (X, By, it). Interesuje nas warunek roztacznosci automorfizmu 7' z klasa
wszystkich automorfizméw ergodycznych (patrz: podrozdzial 2.3.6), co zapisujemy
jako T € Erg'. Dlatego skupiamy sie na przypadku, gdy uktad jest nieergodyczny.
Przedstawimy jego rozktad na sktadowe ergodyczne nieco inaczej, a mianowicie:

gdzie odwzorowanie
Xoxw p, e MX,T)

(M(X,T) c (X, T) jest zbiorem wszystkich miar ergodycznych na X) jest mie-
rzalne, a generowana przez nie o-algebra pokrywa sie modulo p z o-algebra Zr (miary
fe 1 pt sa rowne, gdy x ~z,. 2'). Wtedy (z dokladnoscia do p-zaniedbywalnego
zbioru) mozemy zapisa¢ przestrzenn X jako roztaczna sume mnogosciowa

X = || X
nelNu{o}

gdzie dla n € N, X, jest podzbiorem takich x € X, ze u, jest miarg skupiong na n
punktach o réwnej masie % (tych n punktow jest cyklicznie permutowanych przez T'),
a X, oznacza podzbior tych x € X, ze pu, jest miara bezatomowa. Ktadziemy

X = {pp;ve X} (X, T),

gdzie rozwazamy miare [i, ktora jest obrazem miary p poprzez odwzorowanie x — (i,

Zauwazmy, ze wowczas uklad (X, 1, T) pojawia sie jako relatywnie ergodyczne roz-
szerzenie ukladu (X, i,Idg), tzn. kazda borelowska funkcja T-niezmiennicza jest
mierzalna wzgledem o-algebry Z(T'). Dla n € N U {oo} okreslamy

X, = {ureX,}cX

i wtedy B B
X = |] x.
neNuU {0}
Dla n € N rozwazamy skoriczony uklad ergodyczny ({1, cey Y, U, Rn), gdzie v, jest
jednostajnym rozktadem prawdopodobienstwa na {1,...,n}i R,j :=j+1 mod n.

Wprowadzamy réwniez abstrakcyjng probabilistyczna, standardowa przestrzen bo-
relowska (Y, By, v), gdzie v jest miara bezatomows. Wowczas uklad (X, g, T) mozna
przedstawié¢, z doktadnoscig do izomorfizmu miarowego, w sposob nastepujacy:
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eDlaneN, X, =X, x{l,...,n},adlaz = (z,§) € X, Tx = (%, R,j).
Ponadto

/"L|Xn = /1 Xn ® Vn'

o Xopo = X xY,adlaz = (z,y) € Xo, Tz = (2, T5y), gdzie automorfizmy
T: € Aut(Y,v), T € X, sa ergodyczne. Tutaj odwzorowanie

Xo 37 — T; € Aut(Y, v) jest borelowskie. (2.10)
Ponadto
/’L|X”f,* = /”_L|X7 ®V‘
Aby ujednolici¢ nasza notacje, oznaczmy réwniez Ty := R, dla 7 € X,,. Pozwala

nam to przepisa¢ rozktad na sktadowe ergodyczne (2.9) jako

p= | ned(a), 2.11)
X
gdzie miary warunkowe [iz sg teraz albo 0;®u,,, jesli T € X,,, albo 5;Qv, oile T € X.

2.3.5 Operatory Markowa

Rozwazamy probabilistyczne przestrzenie standardowe (X, By, i), i = 1, 2.

Definicja 2.3.32. Operator liniowy i ciaglty ® : L*(Xy, By, 1) — L*(Xy, B, o)
nazywamy operatorem Markowa, jezeli:

1. ®f > 0 dla dowolnej funkcji f € L*(Xy, By, 1) takiej, ze f = 0,
2. Bly, =1y, i P*ly, = Ly,.

Uwaga 2.3.33. Zauwazmy, ze jezeli ® jest operatorem Markowa, to operator do
niego sprzezony ®* réwniez jest operatorem Markowa. Ponadto ztozenie dwoch ope-
rator6w Markowa (o ile mozliwe) jest operatorem Markowa. Z liniowosci 1 wlasnosci
2. w powyzszej definicji wynika, ze operator Markowa przeprowadza funkcje state na
funkcje state (®(cly,) = ¢®(1x,) = clx,). Nalezy rowniez zauwazy¢, ze operatory
Markowa przesytaja funkcje o wartosciach rzeczywistych w funkcje o wartosciach
rzeczywistych.

Zbior wszystkich operatorow Markowa dziatajacych z L2( Xy, By, p1) do L*( Xy, By, pi2)

oznaczac bedziemy przez O(uy, o). Zauwazmy, ze O(u, po) < K, gdzie K jest kula
jednostkowa w L(Hi, Hy) dla H; = L*(X;, By, i), @ = 1,2 (patrz: (2.6)). Zatem na
zbiorze operatorow Markowa rozwaza¢ mozemy stabg topologie operatorowa.

Stwierdzenie 2.3.34. Zbior O(pu, o) jest domknietym (w stabej topologii operato-
rowej) podzbiorem kuli jednostkowej K.

Przejdzmy teraz do wskazania przykltadéow operatorow Markowa.
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Przyktlad 2.3.35.

1. Operator I, x, : L*(X1, Bi, 1) — L*(X2, Ba, o) okreslony wzorem

HX1,X2(f) = fdﬂl

X1

jest operatorem Markowa. Gdy X; = X, = X, to bedziemy pisali [Ix zamiast

HX,X-
Jezeli @ € O(puq, p12), to operator Markowa @ jest rowny Ilx, x, wtedy i tylko

wtedy, gdy ‘I)|L(%(X1,Bl,u1) = 0.

2. Niech T € Aut(X, B, ut). Operator Koopmana Ur : L*(X, B, u) — L*(X, B, )
stowarzyszony z 1" jest operatorem Markowa.

3. Niech (X, B, i) bedzie standardowa przestrzenia probabilistyczna oraz niech C

bedzie pod-o-algebra o-algebry B. Srednia warunkowa E(-|C) na L*(X, B, i)
jest operatorem Markowa.

2.3.6 Polaczenia automorfizmoéw i ich rozlgcznosé

Definicja 2.3.36. Mowimy, ze miara probabilistyczna p na (X7 x Xy, B; ® Bs) jest
potgczeniem miar juy @ uo, gdy spelnione sa nastepujace warunki:

o p(- x Xa) = pua,
o p(X1 X ) = pa.

Zbior wszystkich polaczen miar uy i e oznaczamy przez C(pq, fi2).
Sformutujmy twierdzenia dotyczace wygodnej charakteryzacji potaczen miar.

Stwierdzenie 2.3.37. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy
zbiorami C(p, p2) oraz O(u1, pe) zadana przez nastepujgce warunki:

(1) Jezeli p e C(u1, p2), to odpowiadajgcy operator ®, wyznaczony przez réwnosé

J D,(f1) - fadus = J J1® fadp (2.12)
X2

X1 ><X2
dla dowolnych funkcji f; € L*(X;, Bi, pi), i = 1,2, jest operatorem Markowa.

(2) Jezeli ® € O(pq, p12), to odpowiadajgce mu polgczenie miar pe jest wyznaczone
przez rownosé

pa(A; x Ay) = L O(14,) dpas (2.13)

dla dowolnych zbiorow A; € B;, 1 = 1,2.
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Zauwazmy, ze dzieki powyzszej identyfikacji O(p1,pu2) z C(u, p2), zbieznosé
pn — p W przestrzeni O(uq, po) jest rownowazna zbieznosci

pn(Ar x Ag) — p(A; x Aj) (2.14)
dla dowolnych zbioréow A; € B;, i = 1, 2.

Definicja 2.3.38. Mowimy, ze miara p € C(uq, p2) jest potaczeniem automorfizmow
Ty € Aut(Xy, By, 1) @ Ty € Aut(Xs, Ba, pi2), gdy miara p jest T x Typ-niezmiennicza,
tzn. (Ty x Ts)wp = p. Otrzymany w ten sposob uktad dynamiczny (X; x X5, B; ®
By, p, Ty x Ty) czasami oznaczaé bedziemy przez T} v Ts.

Zbior wszystkich potaczen miedzy T i Ty oznaczaé bedziemy przez J(T1,T3). Gdy
Ty = Ty = T, to méwimy o samopotgczeniach automorfizmu 7' i zamiast J(T,T)
piszemy Jo(T).

Zauwazmy, ze J(T1,Ty) # ¢, bowiem miara produktowa i ® ps spelnia warunki
z powyzszej definicji.

Uwaga 2.3.39. Jezeli p € J(T1,T5), to wowczas automorfizm T x T, okreslony
na przestrzeni (X; x X, By ® By, p) posiada dwa naturalne faktory, a mianowicie
automorfizmy 77 i Ts. Istotnie, odwzorowaniem faktoryzujacym dla 7; jest rzut na
i-ta wspolrzedna, tzn. X; x Xy 3 (21, 22) — x4, i = 1,2.

Niech J¢(T1,Tz) < J(T1,Ts) oznacza zbior polaczen ergodycznych automorfi-
rmow T 1 Ty. Moze sie zdarzy¢, ze J¢(11,T3) jest zbiorem pustym. Wystarczy, aby
ktorys z automorfizmow T lub T5 nie byt ergodyczny (faktor automorfizmu ergo-
dycznego musi by¢ ergodyczny). Sytuacja ulegnie zmianie, gdy zatozymy ergodycz-
no$¢ obu rozwazanych automorfizmow. Wowcezas mozna tatwo pokazaé, korzystajac
z wlasnosci ekstremalnosci miar ergodycznych, ze szukanymi polgczeniami sa miary
warunkowe z rozktadu na sktadowe ergodyczne dowolnego potaczenia p € J(11,Ts).

Przejdzmy do przedstawienia kilku przyktadéw potlaczenn pomiedzy automorfi-
zmami 17 1 T5.

Przyktad 2.3.40 (Potaczenie wykresowe). Niech automorfizm T5 bedzie (nietry-
wialnym) faktorem automorfizmu 7;. Wowczas istnieje odwzorowanie faktoryzujace
7 (X1, By, 1) — (X, B, p2) spelniajace warunek ekwiwariantnodci: Toom = mwoTj.
Wtedy rownosé

A (Ay x Ay) = (A n 7 Ay) dla dowolnych A; € By, i = 1,2,

wyznacza miare probabilistyczna A, na przestrzeni produktowej (X; x Xy, B1® Bs).
Jest to (nietrywialne, tj. r6zne od miary produktowej) polaczenie automorfizmow
T, i Ty, ktore nazywamy potgczeniem wykresowym. Zauwazmy, ze miara A, sku-
piona jest na zbiorze postaci {(z1,7x1); x1 € X;}. Oznacza to, ze automorfizm
Ty x Ty € Aut( X7 x Xs, A,) jest izomorficzny z automorfizmem T przez odwzorowa-
nie (zq, mx1) — x1. Zatem, jesli automorfizm T} jest ergodyczny, to A, € J¢(Ty, Ts).
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Uwaga 2.3.41. Zauwazmy, ze dla S € C(T'), gdzie T € Aut(X, B, uu), otrzymujemy,
ze analogiczny do powyzszego warunek

As(Ax B) :=u(An S 'B)dla A, Be B,

wyznacza element zbioru Jo(T). W szczegolnosci, dla S = T", n € Z, otrzymujemy
miary Apn, ktore nazywamy potgczeniami poza-diagonalnyms.

Przyklad 2.3.42 (Relatywnie niezalezne rozszerzenie polaczenia faktorow). Niech
automorfizm S; € Aut(Y;, C;, v;) bedzie faktorem automorfizmu 7T; € Aut(X;, B;, i),
tzn. istnieje odwzorowanie faktoryzujace m; : (X;, B;, ;) — (Yi,Ci,v;) takie, ze
S;o m =moT; i =1,2. Niech A € J(S1,5;) bedzie nietrywialnym potaczeniem
tych faktorow. Rozwazmy rozktad miary p; nad miara v;, a wiec

i = f g, dvi(ys), i = 1,2.

Wowezas kladac

~

AMA; x Ay) = f #31,1(141)#52(142) dA(y1,y2)
Y1><Y2

dla A; € B;, otrzymujemy (nietrywialne) polaczenie \ automorfizméw T} i T5, ktore
nazywamy relalywnie niezaleznym rozszerzeniem polgczenia .

Przyklad 2.3.43 (Relatywnie niezalezne rozszerzenie miary diagonalnej na wspol-
nym faktorze). Niech S € Aut(Y,C,v) bedzie wspolnym faktorem automorfizmow
Ty € Aut(Xy, By, 1) i To € Aut(Xs, Ba, o). Istnieja zatem odwzorowania faktoryzu-
jace m; : (Xy, B, ;) — (Y, C,v) takie, 7e Som; = m; 0T}, i = 1,2. Rozwazmy rozktad
miary p;, ¢ = 1,2, nad miarg v, a wiec

[ = f iy dv(y).
Y

Na (X x Xy, B; ® Bs) okreslamy miare pe wyznaczona przez warunek

pelr x A= | (A (Aa) vl

Wowczas miare pe € J(T1,Ts) nazywamy relatywnie niezaleznym rozszerzeniem
maary diagonalnej na wspolnym faktorze.

Zauwazmy, ze rozwazane polaczenie pc jest szczegdlnym przypadkiem przyktadu 2.3.42,
gdzie wspolny faktor taczymy ze soba w sposéb diagonalny (tzn. pe = A, ).

Z definicji 2.3.38 mamy, ze J(T1,T2) < C(u1, p2). Zatem, analogicznie do stwier-
dzenia 2.3.37, mozemy poda¢ warunek dotyczacy zwigzku pomiedzy potaczeniami i
pewnym podzbiorem operatoréw Markowa.
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Stwierdzenie 2.3.44. Operator Markowa ® € O(p, u2) odpowiada polgcezeniu au-
tomorfizmow Ty 1 Ty wtedy 1 tylko wtedy, gdy

CI)OUleUT2OCI).

Przez J (T}, 1) oznaczmy podzbior O(uy, pe) odpowiadajacy J (11, Tz). Wowczas
zachodzi nastepujace:

Stwierdzenie 2.3.45. Zbior J (11, Tz) jest domknictym podzbiorem zbioru O(puy, pz)
w stabej topologii operatorowej. W szczegdlnosdcei jest to zbior zwarty (w stabej topo-
logii operatorowej).

Zatem identyfikujac J (T, T») z J(T1,T5), na zbior polaczen J(T3,T5) przeno-
simy topologie ze zbioru J(T1,T,) operatoréw Markowa. Topologie te nazywamy
stabg topologiq na zbiorze potgczen. Wowcezas zbieznos$é potaczen w tej topologii jest
rownowazna warunkowi (2.14).

Uwaga 2.3.46. Jezeli miara p € J(13,T3) oraz @, jest odpowiadajacym jej ope-
ratorem Markowa, to przez p* € J(Ty,T}) oznaczamy polaczenie wyznaczone przez
operator do niego sprzezony ®7.

Wskazemy teraz operatory Markowa odpowiadajace oméwionym wezesniej przy-
ktadom potaczen:

Przyklad 2.3.47. (1) Mierze produktowej p; ® ps odpowiada operator Markowa
IIx, x, z przyktadu 2.3.35.

(2) (Przyktad 2.3.40) Potaczeniu wykresowemu A, odpowiada operator sprze¢zony
do operatora L*(Xo, tts) 3 g+ gom e L*( X1, j11)-

(3) (Przyktad 2.3.42) Polaczeniu X odpowiada operator Markowa

. -1 .

D5 = 002Xy, Baps) © Uny 0 Pr 0 Up 0 prOJLQ(Xl7”{1617/‘1‘7‘-—1C1)7

1

gdzie ir2(x, B, ) jest zanurzeniem przestrzeni L*(Xs,m, Cg,u2|ﬂ;102) W prze-
strzen L2(X27 Bg, ,UQ)

Niech T; € Aut(X;, By, pi), ¢ = 1,2 oraz niech A € J(11,T3), p € J(13,T3).
Ze stwierdzenia 2.3.44 mamy odpowiadajace im operatory Markowa ®) oraz ®,.
Zauwazmy, ze wowczas rozwaza¢ mozemy ich zlozenie ®,0 ®,. Jest ono operatorem
Markowa spelniajacym warunek ekwiwariantnosci Ur, o (®,0 ®y) = (®,0P,) o Upy.
Zatem, ponownie ze stwierdzenia 2.3.44, otrzymujemy, ze zlozenie to odpowiada
pewnemu elementowi z J(T7,T3).

Rozwazmy rozktad miar A € J(T1,Ts) i p* € J(T3,T3) (patrz: uwaga 2.3.46) nad
wspo6lnym faktorem T5:

A= J )‘902 dﬂg(iﬁg),
X2

p* = J Py, diia(2).
Xo
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Definicja 2.3.48 (|21]). Miare po A na przestrzeni (X; x X3, By ® B3) wyznaczona
przez warunek

po A= J )‘3?2 ® IOZQ d:U’Q(I2) = (prOle xXg)*(AIdXQ)
X2

nazywamy ztozeniem miar A i p. Powstaje ona poprzez najpierw wziecie relatywnie
niezaleznego rozszerzenia miary diagonalnej nad wspolnym faktorem 75 automorfi-
zmow (17 x Ty, \) i (Ty x T3, p), a nastepnie poprzez rzut tej miary na X; x Xs. Jest
wiec ona elementem zbioru J (71, T3).

Zdefiniowana powyzej miara opowiada operatorowi Markowa ®, o ®,, a wiec:

Stwierdzenie 2.3.49 (|21]). Zachodzi nastepujgcea réwnosé
q)po/\ = (I)p O <I),\.

Definicja 2.3.50. Jezeli J(T1,Ts) = {11 ® p2}, to mowimy, ze automorfizmy 77 i T
sa roztgcezne w sensie Furstenberga, co oznaczamy T L Ts.

Roztacznosé automorfizmow oznacza, ze sg one skrajnie nieizomorficzne. W szcze-
golnosei nie moga one mie¢ wspolnych (nietrywialnych) faktorow, gdyz relatyw-
nie niezaleznie rozszerzenie miary diagonalnej nad tym wspélnym faktorem jest
ich nietrywialnym (tj. r6znym od miary produktowej) polaczeniem (patrz: przy-
ktad 2.3.43).

Z uwagi 2.3.41 otrzymujemy, ze uktady dynamiczne, ktore nie sa jednopunktowe,
nigdy nie sg roztaczne same ze soba. Istotnie, szukanym nietrywialnym potaczeniem
jest na przyklad miara diagonalna Aq.

Niech 0 < a,b < 1 oraz na przestrzeni ({0,1},2{%1}) okre§lmy miary v, oraz v,
w nastepujacy sposob:

v.({0}) : = a oraz v,({1}) := 1 — a,
vp({0}) : = b oraz v, ({1}) :=1 —b.

Woéwezas zachodzi nastepujace:

Stwierdzenie 2.3.51. Identycznosci Id; € Aut({0,1},2{%1 1), i € {a,b} nie sq
roztgezne.

Dowdd. Szukamy miary probabilistycznej A na {0, 1}?, ktora jest rozwiazaniem uktadu

1 100 Doo a

0 011 por | | 1—a
) 1101 0 po | b

01 01 P11 1-b

Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy tego ukladu zeruje sie oraz istnieje rozwigzanie
tego ukladu, w ktorym wszystkie elementy sa rézne od zera (miara produktowa
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zadana przez wektor probabilistyczny v, = [ab,a(1l —b),b(1 —a), (1 — a)(1 — b)]).
Wystarczy zatem wzia¢ rozwiazanie vg = [poo, Po1, P10, p11]° ukladu jednorodnego
stowarzyszonego z uktadem (x) takie, ze wektor

V=1, + Vg

jest dodatnim wektorem probabilistycznym i jest on rozwiazaniem ukladu (=) (jest
to mozliwe, gdyz wektor vy moze by¢ dowolnie maly). Zadaje on nietrywialne pota-
czenie automorfizmow Id, 1 Id,. O

Uwaga 2.3.52. Zauwazmy, ze dla a # b i a # 1 — b powyzsze automorfizmy nie
maja wspolnego faktora. Zatem posiadanie wspolnego nietrywialnego faktora impli-
kuje nieroztgcznos¢, ale brak roztacznosci nie implikuje posiadania nietrywialnego
wspolnego faktora.

Rozwazmy automorfizmy T; € Aut(X;, B;, i1;), i = 1,2, ktore nie sa ergodyczne.
Na mocy stwierdzenia 2.3.28, kltadac odpowiednie wagi a i b (patrz: (2.8)), otrzy-
mujemy, ze Id, oraz Id, sa faktorami odpowiednio automorfizmow 17 i T5. Z po-
wyzszego stwierdzenia wiemy, ze Id, & Idy, co oznacza, ze istnieje nietrywialne
potaczenie A € J(Id,, Id,). Z przyktadu 2.3.42 otrzymujemy nietrywialne potaczenie
\e J(T1,Ts). Zachodzi zatem nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.3.53. Niech T; € Aut(X;, B;, 11;), i = 1,2, bedg automorfizmami
nieergodycznymi. Wowczas nie sg one roztgczne.

Lemat 2.3.54. Niech S € Aut(Y,C,v). Wowczas zbior
S“:={Re Aut(Z,D,k); R £ S}
nie moze zawieraé nieprzeliczalne; rodziny automorfizmow paramsi roztgeznych.

Dowaod. Niech I bedzie zbiorem nieprzeliczalnym. Przypusémy, ze odwzorowania

S% 5 R; € Aut(Z, D, k), gdzie i € I, tworza rodzine automorfizméw parami rozlacz-

nych. Zatem istnieje operator Markowa ®; : L?(Z, D, k) — L*(Y,C,v) odpowiada-

jacy nietrywialnemu potaczeniu automorfizméw R;1S,i € I. Niech f,g € L3(Z,D, k).
Wowczas, dla i # j, operator Markowa ®*®; odpowiada polaczeniu automorfizmow

R; and R; (patrz: rozwazania po przykladzie 2.3.47), a wiec mierze produktowe;j.

Zatem ®3®; = 0 na Lj(Z, D, k) i stad

(Dif, @;9) = (2;Pif,9)=0.
Oznacza to, iz ®;(L3(Z,D,k)) L ®,;(L3(Z,D,k)) dla i # j, co stol w sprzecznosei
z osrodkowoscia przestrzeni L?(Z,D, k). 0O

Rozwazmy rodzine uktadow dynamicznych (X;, B;, i, T;), ¢ = 1. Wowcezas mo-
zemy mowié o nieskonczonych polaczeniach A € J(Ti,Ts,...), tzn. o miarach nie-
zmienniczych na X; x Xy x ..., dla ktorych (m;)« A = p;, gdzie m; jest rzutem na
i-ta wspotrzedna, i > 1. Oczywiscie J(T1,Ts,...) # &, gdyz miara produktowa
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P Qua®. .. € J(11, Ty, .. .). W szczegbdlnosci mozemy mowic o potgezeniach rzedu N,
gdy rozwazamy skornczong rodzine automorfizmow (X;, B;, u;, T;), 1 <1 < N.

Jezeli automorfizmy T}, i« > 1, sa ergodyczne, to, analogicznie do przypadku
dwoch automorfizmow, otrzymujemy, ze J¢(Ty, Ty, ...) # &.
Gdy Ty =T, = ... =T, to méwimy o nieskoriczonych samopotaczeniach automorfi-
zmu T i ich zbior oznaczamy przez Jo(T). Jezeli S; € C(T), i = 1, to (analogicznie
do uwagi 2.3.41) rozpatrywa¢ mozemy polaczenia wykresowe Ag, g, = Wyznaczone
przez warunki

Ag g (Agx A xAgx .. XA x X x X x.. )= M(AomelAlmSz_lAgm...Sk_lAk)

dla k = 1 oraz Ay,..., Ay € B. Gdy S; = T%, i > 1, to méwimy o polaczeniach
poza-diagonalnych.

Rozwazmy rodzine automorfizmow {(X;, B;, pi, T;) }i=1 oraz niech dane beda od-
powiadajace im faktory {(Y;,C;,vi, Si)}is1, tzn. S; jest faktorem automorfizmu T;,
gdzie ¢ = 1. Niech A € J(S1,5s,...). Dla dowolnego i € N rozwazmy dezintegracje
miary p; nad faktorem S;, a wiec

i = J iy, AVi(Yi).
Y;
Odwzorowania Y; 3 y; — p;,, € A (X;) sa mierzalne dla dowolnego i > 1, wiec
rowniez odwzorowania Yy x Y x ... 3 (y1,Y2,...) ¥ fiy, € A (X;) sa mierzalne
dla ¢ = 1. Sprawdzajac warunek mierzalnosci na cylindrach, z powyzszego tatwo
otrzymujemy, ze odwzorowanie

}/1X)/QX...9(yl,yg,...)'—>M17y1®/L2’y2®...€%(X1XXQX...)

jest mierzalne. Zatem miara

~

. f (1, @ gy ® ) N1, Y. . )- (2.15)
Y1 XYQX...

na X; x Xy x ... jest poprawnie okreslona oraz \ € J(Ty, Ty, ...). Miare \ nazywamy
(nieskoriczonym) relatywnie niezaleznym rozszerzeniem polgczenia A.

Lemat 2.3.55. Niech {(X;, B;, j1i, T;) }i=1 bedzie rodzing automorfizméw. Niech (Y;,Ci, v;, S;)
bedzie faktorem automorfizmu T;, za$ m; : (Xy, i) — (Y3, 1) niech bedzie odwzoro-
waniem faktoryzujgeym, i € N. Wowczas dla dowolnego polgczenia A € J(Sy, S, .. .)
istnieje miaran € J(11,Ts, .. .) taka, ze uktad (S; x Sg x ..., \) jest faktorem uktadu

(Ty x Ty x ..., m).

Dowdd. Na X; x X, x ... rozwazmy miare 7 := ) zadana wzorem (2.15). Jest ona
elementem zbioru J(T4,T5,...) i wowczas uklad (S; x Sy x ..., A) jest faktorem
uktadu (77 x Ty x ..., n), gdzie odwzorowanie faktoryzujace dane jest wzorem

(21, 29,...) — (m(x1), m2(22), . ..).
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Definicja 2.3.56 ([41]). Mowimy, ze automorfizm ergodyczny T € Aut(X, B, u) ma
wtasno$é MSJ (ang. minimal self-joining property), gdy dla dowolnego samopota-
czenia A € JS(T') istnieje rozbicie

N == U Aj

j=1
takie, ze dla j € N miara
)\|Hn€AJ‘ X

jest samopolaczeniem poza-diagonalnym automorfizmu T oraz (z dokladnoscia do
permutacji wspoltrzednych)

>‘:)‘|HneA1X®)‘HneA2X®“" (2.16)

Dla automorfizméw z wlasnoscia MSJ zachodzi nastepujaca dychotomia:

Uwaga 2.3.57. Obrot Tx = = + 1 na Z/mZ (m > 1) ma wlasnos¢ MSJ, ale
jezeli automorfizm ergodyczny T jest aperiodyczny, to wlasno$¢ MSJ implikuje stabe
mieszanie ([41]).

Definicja 2.3.58 ([31]|). Mowimy, ze automorfizm 7" € Aut(X, B, u) ma wtasnosé
PID (ang. pairwise independence property), gdy dla dowolnej miary A € Jo(T), jesli
rzut A na dowolne dwie wspotrzedne jest réwny mierze produktowej pu® i, to A jest
miarg produktowsy.

Uwaga 2.3.59. Zauwazmy, ze w przypadku automorfizméw stabo mieszajacych
wilasnosé PID wystarczy sprawdzaé¢ dla samopotaczen ergodycznych (poniewaz skla-
dowe ergodyczne samopolaczenia parami niezaleznego beda parami niezalezne). Jesli
wiec (ergodyczny) automorfizm aperiodyczny T ma wlasnosé MSJ, to ma tez wla-
snos¢ PID. Istotnie, jesli A € J5 (7)) jest samopolaczeniem parami niezaleznym, to
kazdy ze zbioréw A; w rozbiciu N = [ J._; A; musi by¢ zbiorem jednoelementowym,
zatem z (2.16) wynika, ze

=1

A= p@Qu®...

Uwaga 2.3.60. Jak udowodnil Host w 28], wszystkie automorfizmy stabo miesza-
jace o widmie osobliwym maja wtasnos¢ PID.

Uwaga 2.3.61. Zauwazmy ponadto, ze ergodyczne i aperiodyczne automorfizmy z
dyskretnym widmem nie posiadaja wtasnosci PID (niemniej obr6t na dwoch punk-
tach, a wiec automorfizm majacy wlasnosé MSJ, posiada wlasnosé 3-PID).

2.3.7 Polaczenia automorfizmu nieergodycznego z ukladem
ergodycznym
Wiemy juz, ze dwa (nietrywialne) automorfizmy nieergodyczne nie sa ze soba roz-

laczne (patrz: stwierdzenie 2.3.53). Zatem, aby bada¢ problem roztacznosci, nalezy
przyjac, ze przynajmniej jeden z rozwazanych automorfizméw jest ergodyczny.
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Zatozmy, ze T' € Aut(X, Bx, 1) nie jest automorfizmem ergodycznym. W notacji
wprowadzonej na poczatku podrozdziatu 2.3.4, automorfizm T" mozemy rozwazac¢ w
nowych ,wspotrzednych”, tzn. T : (Z,u) — (j,Tj(u)) dziala na przestrzeni

XzUan{l,...,n}u)_(ooxY,

n=1

.....

R przestrzeni (Z, D, k). Niech p € J(T, R). Wowczas otrzymujemy nastepujacy ciag
faktorow: )
(X x Z,p) = (X, 1) > (X, 1),

Zatem mozemy roztozy¢ miare p nad faktorem (X, f1):
p= | pedn(o) (2.17)
X

Poniewaz automorfizm T dziala na X jako identyczno$é, wiec
miary pz sg T x R-niezmiennicze. (2.18)

Ponadto dla zbioréw A € Bx i B € D, mamy

plA % B) = [ pal4 x B) di(a)
wiec
H(A) = pld % 2) = | pald x 2) i)

(B) = X x B) = | pa(X  B)d(a).

Zauwazmy, ze jednoznaczno$¢ rozkladu miary p (nad miara f1) i ergodyczno$é £ w
zestawieniu z powyzszymi rownosciami oraz (2.18), implikuja, 7e

pz € J((Tz,7), (R, K)), (2.19)

gdzie 7 =v,, gdy 2€ X,, ne Noraz 7 = v, gdy 7 € Xo.

I odwrotnie: jesli (2.19) zachodzi i odwzorowanie T — pz jest mierzalne (w sen-
sie (2.3)), to wzor (2.17) definiuje polaczenie p € J(T, R). Ta obserwacja jest catkiem
znaczaca, gdyz pozwala na uzyskanie wielu potaczenn pp € J(T, R), indeksowanych
mierzalnymi podzbiorami D < X, zdefiniowanych nastepujaco:

pz, dla x e D;
(pp)e: = 0: ® (v® k), dla Z e X \D; (2.20)
0z ® (v @ k), dla z € X,\D.

W dalszej czesci pracy, w wiekszosci przypadkow, bedziemy rozwazaé tylko funkcje
o wartosciach rzeczywistych.
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Lemat 2.3.62. Niech T € Aut(X, B, u) i niech R € Aut(Z, D, k) bedzie automor-
fizmem ergodycznym. Zaléimy, ze f € L*(X,u) i g € L3(Z,D,k) sq funkcjami
o wartosciach rzeczywistych oraz niech f L Im(CIDP|Lg(Z,H)) dla dowolnego potgcze-
nia p€ J(R,T).! Wowczas dla p.w. T € X, mamy

L f(2.)2,.(g) dv =0

i dla dowolnego n =1 oraz p.w. T € X,, zachodzi

,,,,,

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w przypadku X, (przebiega on w analogiczny spo-
sob dla pozostatych przypadkow). Zatozmy, ze dla pewnego gy > 0, zbior

D := {i’ € Xo; L/ f(@,)®,.(g)dv = 50} —

= {:f € Xoo; f f(Z,)®gdps = eo}
Y xZ
ma dodatnia miare fi. Zauwazmy, ze warunek {gdx = 0, implikuje

J(I)px(g)dl/ _ Jgdm 0.

W szezegolnosed, jesli dla z € X mamy p; = 6:®@(v®k), to ®,_(g) = §®,.(g) dx = 0.
Zgodnie z naszym zalozeniem, f L ®, (g), poniewaz pp € J(R,T). Jednak wtedy
mamy

| rountordu= [ 1@ 9dpn = [ ([ £ @9d(en):)dnte) -
- | (Jr@won@w )@ > wip) > o

co daje sprzecznos¢. 0O

Uwaga 2.3.63. Z powyzszego lematu wynika, iz badanie ortogonalnosci do obra-
zo6w Markowa ukladow ergodycznych sprowadza sie do badania obrazéw operatoréw
Markowa odpowiadajacych polaczeniu (ergodycznych) uktadoéw wioknowych z ukta-
dami ergodycznymi.

1Zalozenie to bedzie spelnione, gdy f L Fyeo(T), patrz: podrozdzial 2.3.9.
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2.3.8 Rozklad na sktadowe relatywnie ergodyczne

Przypomnijmy, ze (X, Bx) jest standardowa przestrzenia borelowska (tzn., z doktad-
noscia do borelowskiego izomorfizmu, przestrzenia mierzalng przestrzeni polskiej)
oraz niech T': X — X bedzie odwracalnym odwzorowaniem By-mierzalnym takim,
ze odwzorowanie odwrotne T~! réwniez jest odwzorowaniem By-mierzalnym. Przez
Z(T) oznaczamy pod-o-algebre zbiorow T-niezmienniczych, tzn.

I(T) :={BeBx; T 'B = B}.
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do poprzednich podrozdzialow, rozwazamy tutaj

niezmienniczo$¢ bez odniesienia do zadnej miary T-niezmienniczej, gdyz takiej miary
nie wyrézniamy, tzn. jesli pe #(X,T), to

Z.(T) := {B € Bx; p(BAT™'B) = 0},
i wowczas rozrozniamy te dwie o-algebry mimo, iz Z,,(7) = Z(T") mod p.
Niech p € #(X,T). Rozwazmy mierzalna (niekoniecznie standardowa) prze-

strzeni (Y,.A). Niech ¢ : X — Y bedzie odwzorowaniem mierzalnym, ktére spelnia
wtlasnosé

o Y (A) c Z(T). (2.21)

Stwierdzenie 2.3.64 (|26]). Istnieje odwzorowanie [0,1] 5t — v € A (X) ta-
kie, ze:

(1) dla dowolnego elementu t € [0, 1] mamy v, € 4 (X, T),

1
M:J tht,
0

(3) dla dowolnego t € [0, 1] mamy p.(v;) = w«(u) oraz
Z(T) = ¢ ' (A) mod v;.

(2) mamy nastepujgcy rozktad

Ponadto jezeli Z(T) = ¢~ (A) mod u, to dla dowolnego rozbicia spetniajgcego wa-
runki (1), (2) i (3) mamy vy = p dla dowolnego t € [0, 1].

Uwaga 2.3.65. Argumenty niezbedne do dowodu powyzszego twierdzenia pochodza
od T. Austina (patrz: Section 9. w [26]).

Rozwazmy teraz teze ze stwierdzenia 2.3.64 w kontekscie samopotaczen auto-
morfizmu 7" dziatajacego na przestrzeni (X, B, 1) w nastepujacy sposob:

T(z,u) = (z, Tz (u)),

gdzie T sa ergodyczne (jak wyjasniono w podrozdziale 2.3.4). Niech A € Jo(T),
Mxxx = i ® . Wowezas dezintegracja miary A wzgledem X x X ma postacé

A= L_{ s A (), (2.22)
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gdzie A\sp € J(Ty, Tw) dla i @ f-p.w. (2,7') € X x X. Zauwazmy, ze X x X
jest faktorem uktadu (7" x T, ), na ktorym ten automorfizm jest identycznoscia,
nie wiemy jednak, czy jest to najwiekszy faktor o tej wiasnosci. Mozemy jednak
zastosowaé stwierdzenie 2.3.64 do uktadu (T x T, \), gdy ¢ : X x X — X x X jest
projekcja na X x X. Otrzymujemy, ze

1
A:J \ dt,
0

gdzie, z (1), kazda miara wtoknowa A, jest T x T-niezmiennicza, a z (3), jej rzut
na X x X jest réowny [i ® fi. Ponadto uklad (X x X, \, T % T) jest relatywnie
ergodycznym rozszerzeniem uktadu (X x X, ® f,1d). Z tego wynika, ze rozktad
miary )\; na skladowe ergodyczne przyjmuje postaé

)‘t = J_ ~ /\t,a‘r,a‘c' d/](:f‘)dﬂ(i"),
XxX

gdzie miary A\ z z sa ergodyczne (dla automorfizmu Ty x Ty). Catkujac wzgledem ¢
i porownujac z (2.22), otrzymujemy, ze dla i ® fi-prawie wszystkich (Z,z') mamy

1
hor = | Mg
0
Rzutujac powyzsza relacje na kazda wspotrzedna Y i pamietajac, ze automorfizmy
T; sa ergodyczne, otrzymujemy, ze dla p.w. (w sensie miary Lebesgue’a) ¢ € [0,1)
(w zaleznosci od (z, 7)), miara Az » jest ergodycznym polaczeniem automorfizmow
T: i Ty. Zatem kladac

Ty (T) i= {X € L(T); Nxxx = AQ [,
Mg € J(T5, Ty) dla p® p-p.w. (z,7') € X x X}, (2.23)

i stosujac stwierdzenie 2.3.64, otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 2.3.66. Kazde samopolgczenie X automorfizmu T, ktérego rzut (na X x X))
jest réwny iQfi, ma postaé \ = S(l) A dt, gdzie Ny € Jy "8 (T) dla wszystkich t € [0, 1].

Uwaga 2.3.67. Dowodzi to w szczegolnosci, ze J3""8(T') jest zbiorem niepustym,

poniewaz wniosek 2.3.66 stosuje sie rowniez do A = u ® p.

2.3.9 Slabo ergodyczna cze$¢ ukladu dynamicznego

Definicja 2.3.68. Niech T € Aut(X, Bx, ). Mowimy, ze funkcja f € L?(X, By, p)
jest stabo ergodyczna, gdy istnieje automorfizm ergodyczny 7" € Aut(X', By, 1)
oraz polaczenie p € J(T',T) takie, ze f € Im(®,), gdzie ®, : L*( X', By, ') —
L*(X, Bx, j1) jest operatorem Markowa odpowiadajacym p.

Przez Fy.(T) oznaczamy domknieta podprzestrzen rozpinang przez stabo ergodyczne
elementy uktadu (X, By, pt). Podprzestrzen Fy.(T) nazywamy stabo ergodyczng cze-
§ciq przestrzeni L*(X, Bx, p) dla automorfizmu T.
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Zauwazmy, ze

jesli f L Fyo(T), to f € LE(X,Bx, ). (2.24)

Istotnie, poniewaz operator Markowa przeprowadza funkcje state na funkcje state
(patrz: uwaga 2.3.33), wiec dla ¢ # 0 mamy

0= [ fra@du= | fredi=c-| fau
X X X
Ponadto dla wszystkich automorfizméw ergodycznych 7" i p' € J(T,T') mamy
[ L Fye(T) wtedy i tylko wtedy, gdy ©,(f) =0, (2.25)

gdyz {f,®%(g)) = 0 dla dowolnej funkcji g € L*(X', i'). Zatem {®,(f),g) = 0, a
wiec @, (f) = 0.

W dalszej czesci, gdy rozwazaé bedziemy problem ortogonalno$ci, to, o ile nie za-
znaczono inaczej, bedziemy rozwazac tylko funkcje o zerowej §redniej. Zatem zajmo-
wacé bedziemy sig przestrzenia Fyeo(T') generowana przez Im(®,[p2(x ) dla wszyst-
kich automorfizméw ergodycznych T".

Uwaga 2.3.69. Zauwazmy, ze jesli uktad (X, Bx, u,T) jest nieergodyczny, to (do-
mknieta) podprzestrzen Fyo(T') jest zawsze podzbiorem wlasciwym przestrzeni L?(X, Bx, ).
Ponadto przestrzen Fy.(T) nigdy nie jest gestym podzbiorem przestrzeni L?(X, By, 11).
Rzeczywiscie, wezmy dowolny nietrywialny faktor A < Bx automorfizmu T, ktory

nalezy do klasy Erg" (mozemy wziaé za A o-algebre zbior6w niezmienniczych, patrz:
stwierdzenie 3.1.1). Jesli g € LE(A), to

J‘Dp(f')ﬁdu = ff’ ®gdp =0,
gdzie druga réwnos$¢ wynika z roztacznosci automorfizmow 77 1 T'| 4.

2.3.10 Mierzalno$é relacji rozlacznosci

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna oraz niech p e 4 (X).

Uwaga 2.3.70. 1. Bez straty ogdlnosci mozemy zaktadac, ze X jest przestrzenia
zero-wymiarowa, tzn. posiada baze ztozona ze zbiorow domknieto-otwartych;

2. Zauwazmy, ze nawet, gdy o przestrzeni X zatozymy jedynie, ze jest przestrze-
nia polska, to przestrzen Co(p) jest zwarta, gdyz tworzy ona rodzine ciasna.
Rzeczywiscie, z regularnosci miary borelowskiej, dla dowolnego € > 0 istnieje
zbior zwarty K < X taki, ze u(K) > 1—¢e i wtedy dla dowolnej miary p € Co(p)
mamy p(K x K) > 1—2¢, gdzie K x K < X x X jest podzbiorem zwartym.

Cheemy udowodnié, ze zbior par automorfizméw przestrzeni (X, By, u), ktore sa
rozlaczne, jest zbiorem mierzalnym. W tym celu wykorzystamy (nieco zmodyfiko-
wane) rozumowanie autorstwa del Junco (patrz: Theorem 1 w [29]).
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Niech P i @ beda skoniczonymi, mierzalnymi rozbiciami zbioru X oraz niech §,¢ > 0.

Na przestrzeniach Aut(X, By, i) i Co(p) rozwazmy odpowiednio pseudometryki
zadane przez rozbicie ):

d(T,T;Q) == Y, m(TqAT'q)
qeqQ

oraz

d(p, p'; Q) = Z (a1 % ¢2) — P'(@1 % q2)|. (2.26)

q1,92€Q

Przez O(P, ¢, Q, ) oznaczmy zbior tych wszystkich par (S,7T) automorfizmow prze-
strzeni (X, u) spelniajacych warunek nastepujacy: jezeli p € Co(p), to

d(p, (S x T)up; Q) <6 = d(p,p®@u; P) <e. (2.27)

Zanim przejdziemy do sformutowania kluczowego lematu, przypomnijmy podsta-
wowe wlasnosci roznicy symetrycznej zbioréw. Niech A, B, A, B’ € Bx oraz p € Cy(p).
Woéwcezas mamy:

|p(A x B) — p(A' x B')| < p((A x B)A(A" x B')), (2.28)
(Ax B)A(A"x B") c (AAA") x X U X x (BAB'). (2.29)
Lemat 2.3.71. O(P,¢,Q,0) < Int(O(P, ¢, Q, g))

Dowdd. Zalozmy, ze (S,T) € O(P,¢,Q, ). Przypusémy, ze

i Q) < 2
(S 1).(8. 7% Q) < 3r

przy czym powyzsza pseudometryka produktowa d zadana jest przez maksimum z
d(S,T;Q)1d(S",T"; Q).
Cheemy pokazaé, ze (S',T") € O(P,¢,Q, g) Wezmy zatem p € Cy(u) i zalozmy, ze
d(p, (8" x T")4p; Q) < &. Musimy zatem sprawdzi¢, czy d(p, p ® p; P) < €.

Na poczatku zauwazmy, ze

d(p, (S x T)up; Q) < d(p, (8" x T")up; Q) + d((S" X T")up, (S X T)up; Q).

7 naszego zalozenia wynika, ze pierwszy skladnik po prawej stronie szacuje sie
przez %5. Z nierownosci trojkata dla d oraz wlasnosci (2.28) oraz (2.29) otrzymujemy,



2.3. Teoria ergodyczna

43

ze drugi z powyzszych sktadnikow szacuje sie w nastepujacy sposob:
d((S" < T")sp, (S x T)up; Q) < d((S" x T")up, (S x T")up; Q)+
+d((S < T")up, (S x T')up; Q) =
= Z p(S'q1 x T'qo) — p(Sar x T'q2)| + Z p(Sq1 x T'qa) — p(Sq1 x Tgp)| <

q1,92€Q q1,92€Q
< D, p(Sa x T'R)ASq x T'g)) + Y, p((Squ x T'g2) A(Sqr x Tan)) <
q1,92€Q q1,92€Q
< D p(SaASq) x X)+ > p(X x (T'pATg)) =
q1,92€Q q1,92€Q
= > uSadSq)+ Y, wT'pATe) =
q1,92€Q q1,926Q

] ! 5 2

= 1Q|d(5",5;Q) +|Qd(T", T; Q) < |Q] -2~ 30] ~ 55-

Zatem

Ao, (5 x T)ep; Q) < 50+ 20 =

a skoro (S,T) € O(P,¢,Q,0), wiec d(p, n®@ u; P) <e. 0O

7 powyzszego wynika, ze zbior

O(P,e,Q) = | JO(P,¢,Q,0)

6>0

jest otwarty. Istotnie, wezmy (S,7T) € O(P,¢,Q). Wowczas istnieje 6 > 0 taka, ze
(S,T) € O(P,e,Q,6). Z lematu 2.3.71 otrzymujemy, ze (S,T) € Int(O(P, ¢, Q, %)),
a zatem istnieje otwarte otoczenie U punktu (S,T") takie, ze

U c Int(O(P, ¢, Q, g)) c O(P,¢,Q, g) c O(P, g, Q).

Zatem zbibr

0:= () U(’)(Pm,%,Pl)

n,meN [eN

jest typu Gs, gdzie P, jest (skonczonym i mierzalnym) rozbiciem przestrzeni X
sktadajagcym sie ze zbiorow domknieto-otwartych i zmierzajacym do rozbicia na
punkty, gdy n — co.

Udowodnimy teraz nastepujace:

Stwierdzenie 2.3.72 ([26]). Zbior {(S,T); S,T € Aut(X,B,u), S L T} jest Gs, a
wiec jest on borelowskim podzbiorem przestrzeni Aut(X, B,u) x Aut(X, B, ).

Dowdd. Pokazemy, ze {(S,T); S,T € Aut(X,B,u), S L T} = O.
Przypusémy, ze (S, T) ¢ O. Wowezas z definicji zbioru O wynika, ze istnieja m,n > 1
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takie, ze dla dowolnego [ = 1 mamy (S,T) ¢ O(P,,, £, P, 1). Zatem dla pewnej miary

p1 € Co(p) mamy

1
d(pl, (S X T)*pl; Pl) < 7 (230)

Ooraz 1
d(pt 1 ® pi; ) = —. (2.31)

Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze p, — p w metryce na przestrzeni Co(u),

gdzie p € Cy(u)?. Polozmy pj = (S x T).p; 1 0znaczmy atomy rozbicia P, przez oL

Z (2.30) wynika wiec, ze
1
Zm D opl) = ol < i) < 5 (232)

Ustalmy teraz ¢’ > 0 iniech A, B € B. Wowczas dla wszystkich dostatecznie duzych
[ mozemy aproksymowac zbiory A i B zbiorami P-mierzalnymi, a wiec

,u(AA Upgl)) <é, ,u(BA Upg-l)) <é (2.33)
el jeJ
dla pewnych podzbioréow I, J indeksow atoméw rozbicia P,. Zauwazmy, ze

(A x B)A( U pz(.l) X pgl)> c

i€l,jeJ
(AAUp(l) x X uX x (BAUp )
jeJ
Zatem, stosujac (2.33), otrzymujemy, ze jednostajnie wzgledem n € Co(p) mamy
n((A x B)A( L p x p§l>)> <2, (2.34)
iel,jeJ

w szczegolnosei nieréwnosé ta zachodzi dla p; oraz p]. Stosujac teraz (2.34) dla p,
(2.32) oraz (2.34) dla pj, otrzymujemy nastepujacy ciag przyblizonych réwnosci:

pAx By~ Y e xp)~ 3T g x pi) ~ pl(A x B).

i€l,jeJ iel,jeJ

Wynika stad, ze rowniez (S x T).p, = p| — p, a wiec (S x T),p = p. Zatem
p € J(S,T). Natomiast z (2.31) otrzymujemy, ze p # u® pu, co oznacza, ze T £ S.

Przejdzmy do dowodu przeciwnej inkluzji. Zalozmy zatem, ze (S,T) € O. Wow-
czas, dla dowolnych m,n > 1 istnieje [ = 11 ¢ > 0 takie, ze (S,T) € O(P,,, %,Pl,é).
Jezeli p € Cy(p) jest dodatkowo potgczeniem automorfizmow T 1 S, tzn. miara ta
jest S x T-niezmiennicza, a zatem d(p, (S x T).p; P}) = 0 < d. Z naszego zalozenia
wynika, ze d(p, u®u; Py,) < %, co oznacza, ze p = pQ@u i koniczy dowod stwierdzenia.
O

2Zbiér Cy(p) jest zwarty, wiec mozemy wybraé podciag zbiezny do pewnego p € Co(p) (patrz:
(2.14)).
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Uwaga 2.3.73. Oryginalne twierdzenie del Junco [29] stanowilto, ze zbior automor-
fizmow roztacznych z ustalonym automorfizmem jest zbiorem borelowskim.

Uwaga 2.3.74. Mozemy réwniez bada¢ zagadnienie mierzalnosci w kontekscie roz-
tacznosci, gdy automorfizmy sa zdefiniowane na roéznych przestrzeniach. Na przy-
ktad, jesli (X', Bx:, i) jest inng probabilistyczna, standardowa przestrzenig bore-
lowska (zakladamy, ze X' jest zwarta przestrzenia metryczna), to zbior

{(T,T") € Aut(X, u) x Aut(X', p'); T L T'}

jest podzbiorem borelowskim (jest to zbior typu Gs). Dowdd tego faktu przebiega
w sposob analogiczny do dowodu stwierdzenia 2.3.72 z pseudometryka d na Co(u)
w (2.26) zastapiona pseudometryka d' na przestrzeni C'(u, 1') dana wzorem

d(p1,p:Q.Q) = > lpi(axq) —pala x ),

q€Q,q’eQ’

gdzie Q 1 Q' sa skoriczonymi (mierzalnymi) rozbiciami odpowiednio przestrzeni X i X'.

2.3.11 Automorfizmy z dyskretnym widmem

Przedstawimy teraz twierdzenia dotyczace automorfizmoéow ergodycznych z dyskret-
nym widmem. Przyjrzyjmy sie najpierw warunkom na izomorficznosc¢ i roztacznosé
takich automorfizmow w kategoriach wspoélnych wartosci wtasnych:

Twierdzenie 2.3.75. (Halmosa-von Neumanna) Niech T; € Aut(X;, B, p;), i = 1,2,
bedqg automorfizmami ergodycznymi z widmem dyskretnym. Wowczas automorfizmy
Ty i Ty sq izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy posiadajq doktadnie te same wartosci
wlasne.

Twierdzenie 2.3.76. Niech T; € Aut(X;, By, i), @ = 1,2, bedg automorfizmami
ergodycznymi. Zatozmy, ze automorfizm Ty ma dyskretne widmo. Wowczas, jezeli
Ty £ Ty, to stowarzyszone operatory Koopmana posiadajqg wspdlng nietrywialng war-
tosé wlasng.

Kolejne dwa twierdzenia pokazujg zastosowanie centralizatora automorfizmu 7T
do sprawdzenia, czy automorfizm 7" posiada dyskretne widmo.

Twierdzenie 2.3.77. Niech T € Aut(X, B, ) bedzie automorfizmem ergodycznym.
Wowczas automorfizm T ma dyskretne widmo wtedy i tylko wtedy, gdy C(T) jest
zbtorem zwartym w mocnej topologin operatorowe;.

Twierdzenie 2.3.78. Niech T € Aut(X, B, u) bedzie automorfizmem ergodycznym.
Wowcezas automorfizm T ma dyskretne widmo wtedy 1 tylko wtedy, gdy

J3(T) = {As; S e C(T)}.

Uwaga 2.3.79. Dla dowolnego automorfizmu 7' € Aut(X, B, 11) istnieje jego mak-
symalny faktor o widmie dyskretnym. Faktor ten nazywamy faktorem Kroneckera
automorfizmu 7' i oznaczamy przez K(T).
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2.3.12 Rozlaczno$é w sensie Furstenberga a roztaczno$é spek-
tralna

Definicja 2.3.80. Mowimy, ze automorfizmy T; € Aut(X;, B;, i), i = 1,2, sa spek-
tralnie roztgcezne, jesli maksymalne typy spektralne operatorow Urp, | L2(X1,By 1) OTAZ
UT2|L3(X2732,#2) sa miarami wzajemnie singularnymi. Wowczas piszemy 17 L, T5.

Okazuje sie, ze istnieje zwiazek pomiedzy spektralng roztacznoscia, a roztgczno-
Scig w sensie Furstenberga automorfizméw standardowych przestrzeni borelowskich.
Mianowicie, zachodzi nastepujacy fakt:

Twierdzenie 2.3.81. Niech T; € Aut(X;, B;, 11;), i = 1,2. Woweczas

Tl J—sp T2 — T1 J_TQ

2.3.13 Rozszerzenia domkniete

Niech R € Aut(Z, D, %) bedzie rozszerzeniem automorfizmu R € Aut(Z, D, k). W
tej czedci rozwazaé bedziemy tzw. rozszerzenia domkniete. Pojecie to oraz wlasnosci
domknietych rozszerzen zostalty omoéwione w [4].

Definicja 2.3.82 ([4]). Mowimy, ze rozszerzenie 7 — 7 jest domkniete, jezeli dla
dowolnego samopotaczenia A € Jo(R) mamy

Mzxz=K®Kk = A=KQ®R.

Pokazemy, ze rozszerzenia domkniete zachowuja roztaczno$é. Jednak najpierw
potrzebujemy paru lematow.
Niech T' € Aut(X, B, i) oraz R € Aut(Z, D, k). Rozwazmy p € J(R,T) i stowarzy-
szony operator Markowa ®, : L?(Z,D,r) — L*(X,B, ). Zauwazmy, ze wowczas
operator Markowa bedacy ztozeniem ®, o ®% odpowiada pewnemu samopotaczeniu
automorfizmu 7.

Lemat 2.3.83 (|26]). Jezeli ®, : L*(Z,D,r) — L*(X, B, u) oraz my € L*(X, B, u),
to
mo L Im(®,) <= mo L Im(®, 0 7).

Dowdd. Przypusémy, ze mo L Im(®, o ®%). Wowczas, z twierdzenia o projekeji or-

togonalnej, dla dowolnej funkeji g € L*(Z, k) mamy g = g1 + go, gdzie gy € Im(®%)
oraz go 1 Im(®%). Zatem

J TP, (g) dp = f mo®,(g1) dp + J 0P, (g2) dp =
X X X

= J mo®,(g1) dp + J ®7(m0) g2 dr = J mo®,(g1) dp,
X Z X
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gdyz SZ (Wo)gg dk = 0 z zalozenia. Poniewaz ¢g; = lim,_, q):(hn), gdzie h, €
LA(X, i dla n = 1, oraz operator ®, jest ciagly, wiec otrzymujemy ®,(¢1) =
i hy)). Stad

J mo®,(g1) dp = 0,
X

co konczy dowdd pierwszej implikacji.
Przeciwna implikacja jest oczywista, gdyz Im(®, o ®%) < Im(®,). O

Uwaga 2.3.84. Przypomnijmy, ze
®,(L3(Z,D, k) = Li(X, B, ).

Gdy w powyzszym lemacie 2.3.83 ograniczymy sie do podprzestrzeni L2, to wow-
czas otrzymujemy nastepujacy:

Lemat 2.3.85 (del Junco-Rudolph). Mamy ®,[12zp . = 0 wtedy i tylko wiedy,
gdy ¢P [¢] ®:|L3(X,B7u) - O

Powyzszy lemat méwi nam zatem, ze potaczenie p jest miarg produktows wtedy i
tylko wtedy, gdy wyznaczone przez nie samopolqczeme pop* jest miarg produktows.

Wréémy do automorfizmu R e Aut(Z D JR), ktory jest rozszerzeniem automorfi-
zmu R, co zapisujemy jako K — R. Jezeli \ JQ(R R) oraz \ := )\|sz, to wowczas
operatorem Markowa odpowiadajacym mierze A € Jo(R, k) jest operator

Py = projraizp..) © Lilrzpm)- (2.35)
Lemat 2.3.86 ([26]). Niech e J(R,T) oraz niech p := plzxx. Wowczas
(I)Z o) (I)p = prOjL2(Z7D,m) o (I)g © (I)ﬁ|L2(Z,D,n)‘

Dowdd. Analogicznie do (2.35) otrzymujemy, ze ®, = ®{12(z,.). Zatem dla funkcji
f7 ge L2(Za D7 K’) mamy

(@5 0P, f,9) =(Dpf, Ppg) =
= <q)ﬁf7 CI),59> = <q); © (I)ﬁfa g> = <prOjL2(Z,D,H) © q):i © (I)ﬁfa g>

PrzejdZzmy do sformutowania gléwnego stwierdzenia czeéci dotyczacej rozszerzen
domknietych.

Twierdzenie 2.3.87 ([4]). Niech R € Aut(Z, D, k) oraz rozwazmy rozszerzenie do-
mkniete R € Aut(Z, D, R) tego automorfizmu. Niech automorfizm T € Aut(X, B, i)
spetnia R L T. Wowczas R L T.
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Dowdd. Niech p € J(ﬁ, T) i niech X e Jg(é) bedzie wyznaczone przez operator
Markowa @5 := ®% o ;. Zatem z (2.35), operator Markowa dla A := X|sz jest
postaci
o) = prOjL2(Z,’D,n) © (b,i; © <I)5|L2(Z7177f-”~)'

Na mocy lematu 2.3.86 otrzymujemy, ze ®y = @5 o ®,, gdzie p := plzxx € J(R,T).
Jednak R L T, a wiec, ograniczajac sie do podprzestrzeni L3, mamy ®, = 0. To
jednak oznacza, ze ®, = 0. ZalozyliSmy, ze rozszerzenie R— R jest domkniete, wiec
takze @5 = 0 na L3. Teraz wystarczy uzy¢ lematu 2.3.85, aby otrzymac, ze miara p
jest potaczeniem trywialnym pomiedzy RiT. o

Uwaga 2.3.88. Zauwazmy, ze dowod twierdzenia 2.3.87 w istocie rzeczy oznacza,
ze jezeli R— R jest domknietym rozszerzeniem oraz p € J(R T) jest polaczeniem
takim, ze plzxx = £ ® p, to wowezas p = K ® p.

Niech Aut(X,B,7i) 3 T — T € Aut(X,B,u) oraz Aut(Z,D,%) 3 R — R «
Aut(Z, D, k) beda domknietymi rozszerzeniami. Przypusémy, ze polaczenie p € J(f E)
spelia warunek p|x .z = /<o®,u, to przez dwukrotne zastosowanie twierdzenia 2.3.87
(naJplerW do rozszerzenia T — T i R, nastepnie do R—>Ri T) otrzymujemy, ze

~

p = i ® K. Udowodnili§my zatem nastepujacy wniosek:

Whiosek 2.3.89. Niech T — T oraz R — R bedqg domknielymi rozszerzeniami.
Jezeli miara p e J(T, R) spetnia warunek plxxz = k@ u, to p = L QK.

2.3.14 Mnozniki klasy automorfizméw A+

Rozwazmy pewna klase automorfizméow A. Przez A" oznaczamy klase wszystkich
automorfizmoéw roztacznych z dowolnym elementem nalezacym do klasy A.

Definicja 2.3.90. Mowimy, ze T € At jest mnoznikiem klasy A+, gdy dla dowolnego
automorfizmu S € At oraz dowolnej miary A € J(T,S), automorfizm (T' x S, \)
réwniez jest elementem klasy A'. Klase wszystkich mnoznikéw klasy A+ oznaczamy

przez M (A").

Lemat 2.3.91. Uktad dynamiczny (X,B,u,T) € At jest mnoznikiem klasy At
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego n € Joo(T) uktad dynamiczny (X >, B¥® n, T*)
jest mnoznikiem klasy A*.

Dowdd. <—=: Zauwazmy, ze automorfizm T' jest izomorficzny z uktadem
(X*° B2 (Id x Id x ...) e, T*®).

= Zalozmy, ze (X,B,u,T) € Al jest mnoznikiem klasy A'. Zauwazmy naj-
pierw, ze dla dowolnego n > 2 oraz dla dowolnego samopotaczenia Ne J,(T) uktad
(X", BE X, T*") jest mnoznikiem AL. Rzeczywiscie, poniewaz T € .4 (A+), wiec
dla n = 1 oraz (Y,C,v,S) € AY mamy T v S € A*. Ponownie, z faktu, ze T jest
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mnoznikiem klasy A' wynika, ze dla n = 2 mamy T v (T v S) € A*. Teza wynika
z indukcji.

Niech (Y,C,v,S) € At oraz (Z,D,k,R) € A. Rozwazmy 1 € Jo(T) oraz
C e J(T*® v S,R). Przez ¢, := w3 "?( oznaczmy obraz miary ¢ przez rzut prze-
strzeni X® x Y x Z na pierwsze n wspotrzednych przestrzeni X* oraz wspotrzedne
Y i Z. W szczegolnosci ¢, € J(T*" v S, R). Z poprzedniego akapitu wynika, ze

(o = (|xnxy ® k. Poniewaz cylindry generuja o-algebre produktowa, wiec prze-
chodzac z n do nieskoniczonosci, otrzymujemy, ze ¢ = ((|x=xy) ® Kk = (n v ) ® k.
O

Ponizszy fakt zostal udowodniony w [38] przy zalozeniu ergodycznosci. Poka-
zemy jednak, ze zalozenie o ergodycznosci w dowodzie Proposition 5.1 w [38] mozna
pominac.

Stwierdzenie 2.3.92. Dla dowolnych automorfizméow T € Aut(X,B,u) i €
Aut(Z, D, k) mamy T € M ({R}*), o ile dla dowolnego samopotgczenia \ € Jo(T
mamy (T x T,\) L (R x R,k Q k).

Uwaga 2.3.93. Zauwazmy, ze powyzsze stwierdzenie ma nietrywialne zastosowanie
jedynie w przypadku, gdy automorfizm R jest stabo mieszajacy. Istotnie, jezeli R
nie jest automorfizmem stabo mieszajacym, to produkt R x R nie jest ergodyczny.
Dodatkowo rozwazamy réwniez polaczenia A € Jo(T), ktore nie sa ergodyczne, wiec
korzystamy z faktu, ze dwa nietrywialne nieergodyczne automorfizmy nie sa roz-
taczne.

Dowdd. (|38]) Niech S € Aut(Y,C,v) bedzie automorfizmem roztgcznym z R i niech
p € J(T,S). Musimy pokaza¢, ze dla dowolnego potaczenia n € J(T,S, R) mamy,
ze n = p® k. Wystarczy sprawdzié¢, ze dla dowolnych funkcji f € L*(X, B, u),
ge L*(Y,C,v) i he L3(Z,D, k) mamy

J f®9®hd77=f f®gdpf hdk = 0.
XxYxZ XxY Z

Miare 1 bedziemy rozwazaé¢ jako potaczenie automorfizmow (7' x R, p® k) i (S, v).
Niech @, : L*(X x Z,B®D,u® k) — L*(Y,C,v) bedzie operatorem Markowa
odpowiadajacym potaczeniu n. Poniewaz S L R, wiec

J <I>,7(]1X®h)ng=0=J h® gdkdv.
1% ZxY
Z dowolnosci g € L*(Y, v) otrzymujemy, ze ®,(1x ® h) = 0. Zatem
OF 0 0, (1x ®h) = 0. (2.36)
Niech 7 € Jo(T x R, n ® k) bedzie polaczeniem odpowiadajacym operatorowi Mar-

kowa @ := ®F o ®,. Zatem dla dowolnych funkeji f; € L*(X, uu) oraz h; € L*(Z, k),
1 = 1,2 mamy

FOM® LS = | 8yo0,(fi@h)L®hduds

J(XXZ)X(XXZ) XxZ
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Przyjmujac f, = fo = lx oraz hy € L3(Z, k), z powyzszej rownosci i (2.36), otrzy-

mujemy
J h1®h2d77|Z><Z:J‘hld/§J' hgdﬁzo,
ZIxZ Z Z

a wiec 1|zxz = Kk ® k. Niech X\ = 7j|xxx € Jo(T). Z zalozenia otrzymujemy
(T'x T,\) L (RxR,k®k)istad ] = A\® (k®k). Zatem dla h € L(Z, D, k) mamy

Cbﬁ(f®h)=q>j;o<1>7,(f®h)=<1h(f)f hdr = 0. (2.37)

Z

Istotnie, zauwazmy, ze

J Qi(fi@h)fa@hd(p @ k) = [iOM® fr@hydNd(k® k) =
XxZ

J;X><Z)><(X><Z)

:J f1®f2d>\J hldﬁf th/i:
XxX Z Z

= J (q))\(fl)J hl dli) 'fg@hg dﬂdﬁ
XxZ z
Zatem z lematu 2.3.85 i (2.37) otrzymujemy, ze ®,(f ® h) = 0. Stad

f f®g®hd77=f Q,(f®h)gdv =0,
XxYxZ

Y

co konczy dowod. O

Whniosek 2.3.94 ([6]). Niech A bedzie klasqg automorfizmow zamknietq ze wzgledu
na branie produktu kartezjanskiego. Wowczas T € M (A*) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego samopotgczenia A\ € Jo(T') i dowolnego automorfizmu R € A mamy
(T'xT,\) LR.

Dowdd. Konieczno$é powyzszego warunku wynika bezposrednio z faktu, ze T jest
mnoznikiem klasy A*. Do dowodu przeciwnej implikacji wystarczy skorzysta¢ ze
stwierdzenia 2.3.92 dla dowolnego automorfizmu R € A+. @

Uwaga 2.3.95. Analogicznie do stwierdzenia 2.3.92, powyzszy wniosek ma nietry-
wialne zastosowanie jedynie, gdy A < WM.

2.3.15 Klasy charakterystyczne

Definicja 2.3.96. (1) Klase F automorfizméw (rozpatrywanych z doktadnoscia do
izomorfizmu) nazywamy klasq charakterystyczng, gdy jest ona zamknieta ze
wzgledu na branie faktoréw oraz przeliczalnych polaczen (co implikuje, 7ze jest
ona réwniez zamknieta na branie granic odwrotnych). Rozumiemy przez to, ze
faktor elementu klasy F rowniez nalezy do tej klasy oraz przeliczalne polaczenie
elementow klasy F jest elementem tej klasy.
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(2) F-faktorem uktadu dynamicznego (Z, D, K, R) nazywamy R-niezmiennicza pod-
o-algebre A oc-algebry D taka, ze dzialanie automorfizmu R ograniczone do
A okregla element z F, tzn. uktad dynamiczny (Z/A, A, k|4, R|4) nalezy do
klasy F.

Omowimy teraz kilka waznych przykladow klas charakterystycznych:
Przyktad 2.3.97. ([33])

(1) Klasa ALL wszystkich automorfizméw probabilistycznych, standardowych prze-
strzeni borelowskich.

(2) {*} - identycznosé na jednym punkcie.

(3) Klasa ID sktadajaca sie ze wszystkich identycznosci probabilistycznych, standar-
dowych przestrzeni borelowskich. Jest to najmniejsza nietrywialna klasa charak-
terystyczna (Proposition 2.3 w [33]).

(4) Klasa ZE wszystkich automorfizméw o zerowej entropii. Jest to najwieksza nie-
trywialna klasa charakterystyczna, tzn. kazda wlasciwa (rézna od ALL) klasa
charakterystyczna jest zawarta w ZE (Proposition 2.8 w [33]).

(5) Klasa DISP wszystkich automorfizméw z dyskretnym widmem.

(6) klasa F(T) skladajaca sie ze wszystkich miarowych ukladéw dynamicznych,
ktore sa faktorami przeliczalnych samopotaczen automorfizmu 7', jest klasg cha-
rakterystyczna. Wynika to z lematu 2.3.55 oraz z faktu, ze faktor faktora danego
automorfizmu S jest rowniez faktorem automorfizmu S. Jest ona najmniejsza
(w sensie inkluzji) klasa charakterystyczna zawierajaca automorfizm 7.

(7) Klasa . (A+) mnoznikow klasy AL Istotnie, z lematu 2.3.91 wynika, ze jest ona
zamknieta ze wzgledu na branie przeliczalnych potaczenn. Wystarczy sprawdzi¢
zatem zamknigto$é¢ ze wzgledu na branie faktoréw. Niech T € . (A1) i przypu-
$¢my, ze T\ ¢ M (AL) dla pewnego faktora B’ < B. Zatem istnieje automorfizm
R € At oraz polaczenie A € J(T|p, R) takie, ze uktad (T|z x R, \) ¢ A*. Bio-

~

rac relatywnie niezalezne rozszerzenie A polaczenie A otrzymujemy automorfizm
(T x R, )\), ktorego faktorem jest automorfizm (T'|z x R, \). Stad (T x R, \) ¢ A*,
co jest sprzeczne z faktem, ze automorfizm T jest mnoznikiem klasy . (A%).

Twierdzenie 2.3.98 ([12]). Jezeli F jest klasq charakterystyczng oraz R € Aut(Z, D, k),

to istnieje najwiekszy (w sensie inkluzji) F-faktor Ax < D uktadu (Z,D, k, R). Po-

nadto dowolne potgczenie p pomiedzy automorfizmem R a automorfizmem T € Aut(X, B, ),
ktory nalezy do F, jest relatywnie niezaleznym rozszerzeniem pewnego polgczenia z

J(R| A, T). Rownowaznie, dla dowolnych funkcji f € L*(Z, k) oraz g € L*(X, )

mamy

L lala) doz) = f E,(f14R) (@) dp(z. )
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Whniosek 2.3.99. Niech F bedzie klasq charakterystyczng oraz zatozmy, ze R €
Aut(Z,D, k). Niech S € F. Wowczas S L R wtedy i tylko wtedy, gdy S L R|4.

Wroémy do przypadku, gdy F = (A1), gdzie A jest pewna klasa automorfi-
zmoOw. 7 wniosku 2.3.94 wynika nastepujacy rezultat:

Whniosek 2.3.100 ([6]). Niech A bedzie klasq automorfizmow zamknietq ze wzgledu
na branie produktu kartezjariskiego. Wowczas M (AL) jest najwickszq klasq charak-
terystycang zawartq w A*. Rezultat zachodzi w szczegdlnosei, gdy A = WM.

7 kazda klasg charakterystyczng F, mozemy stowarzyszy¢ klase F.. skladajaca
sie z automorfizméw, ktorych p.k. sktadowa ergodyczna nalezy do F. Klasa Fe.
jest rowniez klasa charakterystyczng, ktora nazywamy tzw. ec-klasq. Jak wykazano
w [33] ec-klasy to wtasciwe obiekty, gdy zajmujemy sie problemem ortogonalnosci
(ograniczonych) funkcji arytmetycznych do klas uktadow topologicznych, ktorych
miary niezmiennicze wyznaczajg automorfizmy nalezace do ustalonej klasy charak-
terystycznej. Jednakze w problemie Boshernitzana ta szczegdlna rola ec-klas znika,
a ponizszy fakt dostarcza pewnego wyjasnienia tego problemu.

Stwierdzenie 2.3.101. Niech F bedzie dowolng klasq charakterystyczng. Wow-
czas dla dowolnego automorfizmu T przestrzeni (X, B, u) oraz dowolnej funkcji f €
LQ(Xv 87 HJ): mamy

E,[f | A=(T)] — E,[/ | A5 (T)] € Fu(T)".
Dowdd. Niech R bedzie dowolnym automorfizmem ergodycznym przestrzeni (Z, D, k)
i niech g € L*(Z, D, k). Zalozmy, ze p € J(T, R). Stosujemy teraz kolejno: twierdze-
nie 2.3.98 dla F (dwa razy), ergodycznosé¢ automorfizmu R (najwiekszy F-faktor

oraz najwiekszy Fe.-faktor automorfizmu R sa takie same), oraz twierdzenie 2.3.98
dla Ax,, (dwa razy), aby otrzymac nastepujacy ciag rownosci:

flEu[fLAJ-‘(T)]@gd,O:J]Eu[f|Af(T)]®]En[g|A]__(R)] .
= ff®Eﬁ[g|Af(R)] dp =
- [r@Edo1An ()] o=
- [Eulr 1A D) @ Bl Ar(R)] dp =

_ f Eu[f | Ar.(T)] ® g dp.

Wynika stad, ze E,[f | Ax.(T)] — E.[f| A#(T)] L Im(®,) a poniewaz R jest do-

wolnym automorfizmem ergodycznym, wiec nasza teza zostala udowodniona. 0O
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2.4 Dynamika topologiczna

Informacje pochodzace z tego podrozdziatu pochodzg gltownie z [46].

Definicja 2.4.1. Pare (X,T), gdzie X jest zwarta przestrzenia metryczna, zas
T : X — X jest homeomorfizmem, nazywamy topologicznym uktadem dynamicz-
nym.

Przyklad 2.4.2. Niech S : Y% — Y?Z bedzie dwustronnym shiftem nad zwartym
alfabetem Y, tzn. S((€n)nez) = (Yn)nez, gdzie y, = x, 41 dla dowolnego n € Z. Niech
B < YZ bedzie domknigtym podzbiorem S-niezmienniczym (SB = B). Woéwczas
para (B, S) jest topologicznym uktadem dynamicznym, ktory nazywamy podshiftem
shiftu (YZ,S).

Jezeli z = (2,)nez € Y7, to wowezas rozwazaé mozemy podshift generowany
przez x, tzn. B = {S™(x); m € Z}.

Niech (X,T) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. Przypomnijmy, 7e
na zbiorze .# (X) probabilistycznych miar borelowskich (tzn. okreslonych na Bx)
na przestrzeni X rozwazamy =-stabg topologie, ktora jest metryzowalna i w ktorej

tin — p wtedy i tylko wtedy, gdy § f du, — § fdu dla dowolnej funkeji
feC(X).

Topologia ta jest zwarta, gdyz na mocy twierdzenia Riesza, mozemy identyfikowac
miary probabilistyczne z funkcjonatami dodatnimi (tzn. przyjmujacymi wartosci nie-
ujemne dla argumentow nieujemnych), ktore przeprowadzaja funkcje stala rowna 1
w siebie (funkcjonaly te tworza domkniety podzbior kuli jednostkowej w przestrzeni
C(X)*, a zatem zbiér zwarty w =-stabej topologii).

Przez #(X,T) oznaczmy podzbior przestrzeni .#(X) wszystkich miar, ktore sa
T-niezmiennicze. Na mocy twierdzenia Krylowa-Bogoljubowa jest to zbior niepusty.
Ponadto zbior ten jest domkniety w =-stabej topologii, a wiec jest zwartym pod-
zbiorem przestrzeni 4 (X). Zatem rozwazaé¢ mozemy miarowy uklad dynamiczny
(X,Bx,u,T), gdzie p € A (X,T). Jezeli tak otrzymany uktad jest ergodyczny, to
mowimy, ze miara 4 jest miara ergodyczna na X i wowczas piszemy p € #¢(X,T).
Zbior A (X, T) jest wypukly, a podzbior .#Z¢(X,T) jest zbiorem jego punktow eks-
tremalnych. Zatem z twierdzenia Kreina-Milmana otrzymujemy, ze .#Z°(X,T) jest
zbiorem niepustym. Gdy |.Z¢(X,T)| = 1 (wtedy oczywiscie |.Z(X,T)| = 1), to
mowimy, ze uktad topologiczny (X, T') jest monoergodyczny. Przez UE oznaczamy
klase wszystkich uktadéw monoergodycznych.

Twierdzenie 2.4.3 (Jewett-Krieger, [21]). Kazdy uktad ergodyczny (X, B, u, T) po-
stada topologiczny model monoergodyczny, tzn. istnieje monoergodyczny uktad topo-
logiczny (Z, R) z jedyng miarg niezmienniczq v € M (Z, R) taki, Ze miarowe uktady
dynamiczne (X, B, u,T) i (Z,Bz,v, R) sq izomorficzne.

Pokazemy teraz pewne rezultaty dotyczace miar spektralnych (patrz: podroz-
dzial 2.2).
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Lemat 2.4.4. Niech (X,T) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. Niech
f e C(X) bedzie cigglq funkcjg o wartosciach zespolonych takq, zZe |f| = 1. Dla
dowolnej miary p e A (X,T) niech o, oznacza miare spektralng funkcji f dla au-
tomorfizmu (T, p). Wtedy odwzorowanie F . M (X, T) — M (T) zdefiniowane jako

F(:u) =O0fu
jest ciggte.

Dowdd. Zgodnie z definicja =-stabej zbieznosci w . (X)) dla kazdej funkcji g € C(X)
odwzorowanie p +— SX g du jest ciagle. Zatem funkcja

M (X,T) 5 1> Gy p(m) = L foT™™ . Tdu (2.38)

jest ciagta dla dowolnego m € Z. Z tego wynika, ze odwzorowanie’ Iy : .4 (X, T) — D%

zdefiniowane przez
qu)ﬁ=(J on’m-fdu)
X mEeZ

jest ciagle. Poniewaz przestrzen .# (X, T) jest zwarta, wiec obraz Y := Fy (4 (X, T))
jest rowniez zwarty w D%
Teraz okreslamy funkcje Fy : T — .4 (T) w nastepujacy sposob:

Fy((am)mez) = 0, gdzie a(m) = a,, dla m € Z.

Jest ona dobrze zdefiniowana na mocy twierdzenia Herglotza. Poniewaz rodzina
{2} mez jest liniowo gesta w C(T), wiec odwzorowanie F; jest rowniez ciagte. Rze-
czywiscie, niech (a)mez, (bm)mez € T 1 0p = Fo((a2)mez), 0 = Fo((bpn)mez)-
Zatozmy ponadto, ze d((a)mez, (bm)mez) — 0, gdy n — oo w zbiorze T, tzn.
mamy zbieznos¢ po wspolrzednych. Wynika stad, ze dla dowolnego m € Z mamy
§p 2" do, — §. 2™ do. Poniewaz funkeje 2™ sa liniowo geste, wiec otrzymujemy cia-
glos¢ funkcji Fy. Poniewaz F' = F; o F, wiec F' jest funkcja ciggly jako zlozenie
dwoch funkcji ciaglych, co konczy dowdd. 0O

Lemat 2.4.5. Niech X bedzie zwartq przestrzeniqg metryczng. Zatozmy, zeT : X — X
jest homeomorfizmem 1 niech f € C(X), |f| = 1. Wtedy dla dowolnego o € S' od-
wzorowanie G : M (X, T) — [0, 1] zdefiniowane jako

G(p) = opu({e))

jest mierzalne.

Dowdd. Ustalmy o € S*. W $wietle lematu 2.4.4 odwzorowanie F : .4 (X, T) — .# (T)
dane wzorem F'(u) = oy, jest ciagte. Wystarczy zatem pokazaé¢, ze odwzorowanie
G' . M (T) — |0, 1] zdefiniowane jako G'(0) := o({a}) jest mierzalne.

3Przypomnijmy, ze D = {z € C; |z| < 1} i na D? rozwazamy zwykla metryke produktowa d.
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Niech (g, )nen = C(T) bedzie ciagiem (ograniczonym przez 1) rzeczywistych funk-
cji ciaglych zbieznych punktowo do funkcji charakterystycznej x(q;. Okreslamy dla
dowolnego n € N odwzorowanie G, : .#(T) — R jako G},(c) = {; g do. Jest ono cia-
gle, a ponadto lim,, G, = G’ punktowo. Jako granica punktowa funkcji ciaglych
funkcja G’ jest mierzalna. Poniewaz G = G’ o F', wiec koriczy to dowdd. O

Uwaga 2.4.6. Zauwazmy, ze jesli funkcje F' i G sa zdefiniowane jako

F(p) = 05 fpaup 1 G(1) = 05— sanu({0}),

to powtarzajac dowody lematu 2.4.4 i lematu 2.4.5, otrzymujemy, ze funkcja F' jest
ciaggta, a funkcja G jest mierzalna.

Wykorzystamy réwniez nastepujacy fakt oparty na teorii spektralnej, ktora do-
starcza narzedzia do wykrywania wartosci wtasnych nieergodycznych uktadow dy-
namicznych.

Lemat 2.4.7. Niech (X, T) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym oraz niech
miara p € A (X, T). Niech rowniez
= f piz di()
X

bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne automorfizmu (T, i) @ niech T; = T |-z
oznacza automorfizm wtéknowy odpowiadajgcy elementowi T € X. Wowczas a € St
jest wartosciq wtasng automorfizmu (Ty, uz) dla elementow T tworzqcych zbidr o
dodatniej mierze  wtedy 1 tylko wtedy, gdy o jest wartosScig wtasng automorfi-
zmu (T, ).

Dowdd. Niech a € S bedzie jak w zalozeniu. Rozwazmy zbior { f,, },en funkcji (o mo-
dule 1), ktore tworza liniowo gesty podzbior w przestrzeni zespolonych funkcji cia-
glych okreslonych na przestrzeni X. Zauwazmy, ze miara oy, ,, jest kombinacjg wy-
pukly miar oy, ., tzn. oy, , = $5 07, AE(T). Rzeczywiscie, m-ty wspolczynnik
transformaty Fouriera miary po prawej stronie jest rowny

L j o, (2) A7) =
_ L L fo o (Thre) ™™ () - Fulw) dpis () dii(z) =
_ L fooT7™(x) - fulx) dp(x) = &5, u(m).

Zatem nastepujgce warunki sa rownowazne:
e « jest wartoscia wlasna automorfizmu (7', p);

e istnieje n € N takie, ze oy, ,({a}) > 0;
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e istnieje n € N i zbiér dodatniej miary @ tych elementoéw z, ze oy, .. ({a}) > 0;

e istnieje zbior dodatniej miary i tych elementéw z, dla ktorych o jest wartoscia
wlasna automorfizmu (7%, pz).
O

Whniosek 2.4.8. Niech T € Erg™. Dla dowolnego a € S\{1} zbidr tych sktadowych
ergodycznych automorfizmu T, ktore majg o jako warto$é wtasng, jest fi-miary 0.

W szezegdlnodei (X ,,) = 0 dla kazdego n = 2.

Uwaga 2.4.9. Zauwazmy, ze z wniosku 2.4.8 wynika, ze 1 jest jedyna wartoscia
wlasna automorfizmu 7 € Erg*.

2.4.1 Generowanie i quasi-generowanie miary

Informacje z tego podrozdzialu znalez¢ mozemy w [21]. Niech X bedzie zwarta
przestrzenia metryczna.

Definicja 2.4.10. Mowimy, ze ciag (z,) € XY jest ciggiem generujgeym dla miary
pe M (X), gdy

% > 0, = (2.39)
n<N
w =-stabej topologii.
Jezeli powyzsza zbieznosé zachodzi jedynie wzdtuz (rosnacego) podciagu (N,,), to
wowcezas mowimy, ze ciag (x,,) jest ciggiem quasi-generujgeym dla miary p wzdluz
podciggu (Ny,).

Uwaga 2.4.11. Przypomnijmy, ze warunek (2.39) oznacza, iz

% D glan) - Lgdu

n<N
dla dowolnej funkeji g € C(X).
Rozwazmy topologiczny uklad dynamiczny (Y, .S).

Definicja 2.4.12. Méwimy, ze punkt u € Y jest punktem generujgcym dla miary
ve #(Y,S), gdy ciag (S"u) jest ciagiem generujacym dla miary v.

Mowimy, ze punkt u € Y jest punktem quasi-generujgcym dla miary v € .# (Y, S)
wzdtuz podciagu (NV,,), gdy ciag (S™u) jest ciagiem quasi-generujacym dla miary v
wzdtuz podciggu (N,,).

Uwaga 2.4.13. Nie kazda miara S-niezmiennicza na Y ma punkt generujacy, a
nawet quasi-generujacy. Z kolei kazda miara ergodyczna v € .Z (Y, S) posiada punkt
generujacy. Ponadto punkty generujace dla tej miary ergodycznej tworza borelowski
podzbior zbioru Y o petnej v-mierze (Theorem 4.4, |21]).
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Twierdzenie 2.4.14 (Lifting Lemma, [33]). Niech (Y,S) i (X,T) bedq uktadami
topologicznymi. Zatdzmy, ze p € M (X,T) i niech u € Y bedzie punktem quasi-
generujgeym wzdtuz rosngcego ciggu (Ny,) dla pewnej miary v € #(Y,S). Niech
p e J((S,v),(T,u). Wowczas istnieje cigg (x,) < X oraz podcigg (Ny,) takie,
ze cigg (S™u, x,) jest quasi-generujgcy wzdtuz podciggu (Np,) dla miary p, a 2bidr
{n= 0; x4 # Tx,} jest postaci (by), gdzie by — by, — o0, gdy k — oo.

Twierdzenie 2.4.15 (Orbitalne modele monoergodyczne, [1]). Niech (X, T) bedzie
monoergodycznym uktadem topologicznym z jedynag miarg niezmienniczq p oraz niech
cigg (z,) < X bedzie taki, ze zbior {n = 0; x,11 # Tx,} jest postaci (by), gdzie
bri1 — by — 00 pray k — 0. Niech z := (1,) € XV. Rozwazmy Y := {S™z; m € N},
gdzie S jest jednostronnym shiftem na XN. Wowczas podshift (Y,S) jest uktadem
monoergodycznym miarowo izomorficznym z uktadem (X, p,T).

2.4.2 Uklady Furstenberga ciaggéw ograniczonych

Dowolny ciag liczbowy u : N — C nazywamy funkcjg arytmetyczng. Interesowac nas
beda funkcje arytmetyczne o wartosciach w D = {z € C; |z| < 1}. W zaleznosci od
potrzeb funkcje u mozemy traktowaé jako ciag dwustronny (np. ktadac w(0) = 0
iu(—n) =wu(n) dla n € N) o wartosciach w D. Rozwazmy zatem

Xy := {S™u; m e Z},

czyli podshift generowany przez w. Przez V(u) oznaczmy zbior wszystkich miar z
M (X4), ktore sa quasi-generowane przez u. Wiec jesli k € V(u), to istnieje ciag (Ng)
taki, ze
1
k= lim — Y Ogn. 2.40
Zauwazmy, ze V(u) < M (X,,S), a zatem =-slaba zwartos§¢ zbioru .# (X,,) impli-
kuje, iz V(u) # .

Definicja 2.4.16. Uktadem Furstenberga funkcji u nazywamy kazdy miarowy uktad
dynamiczny (X, By, , &, S), dla ktorego k € V(u).

Stwierdzenie 2.4.17 ([11]). Zbior miar quasi-generowanych przez w posiada na-
stepujgee wltasnosci:

e V(u) jest podzbiorem domknietym zbioru A (Xy,S) (w =-stabej topologii),

o V(u) jest zbiorem spdjnym i stqed, albo |V(u)| = 1, albo V(u) jest zbiorem
nieprzeliczalnym.

Uwaga 2.4.18. Niech n € Z. Przez 7, : X, — C oznaczamy funkcje dang wzorem
m(z) = z, dla dowolnego z € X,. Zauwazmy, ze dla dowolnego n € Z mamy
zaleznos¢ m, := my o S™. Ponadto jezeli k € V(u), to ciag zmiennych losowych
(Tn)nez jest procesem stacjonarnym.
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2.4.3 Entropia topologiczna

Przejdzmy do przypomnienia pojecia entropii uktadu topologicznego (X, T).
Pokryciem przestrzent X nazywamy dowolng rodzine U zbioréw otwartych, ktérych
suma mnogos$ciowa rowna jest X. Mowimy, ze pokrycie V rozdrabnia pokrycie U,
gdy dla dowolnego V € V mamy V < U dla pewnego U € U. Polgczeniem pokryé U
i V nazywamy ich wspolne rozdrobnienie, tzn. pokrycie

UvY ={UnV;Uel,V eV}
Pokrycie V nazywamy podpokryciem pokrycia U, gdy V < U. Potézmy

NU) := min V|,

Vcul,V—pokrycie X

gdzie |V| = card(V) oznacza moc pokrycia V.
Dla dowolnego n > 1 wprowadZzmy oznaczenie

Uu" = n\_/lT’-L{.
i=0
Potézmy
HU) :=1log N(U),
BT, U) = Tim S HU™),

n—aw N

Definicja 2.4.19. Entropiq topologiczng uktadu (X, T) nazywamy wielkosé

hT):= sup  h(T,U).

U—pokrycie X

Zachodzi nastepujacy zwiazek pomiedzy entropia topologiczng, a entropia ukta-
dow miarowych (X, Bx, u, T), gdzie p e 4 (X,T):

Twierdzenie 2.4.20 (Zasada wariacyjna). Niech (X, T) bedzie topologicznym ukta-
dem dynamicznym. Wowczas

MT)= sup A(T,p)= sup A(T, p).
e (X,T) pee(X,T)

2.5 Funkcje multyplikatywne

Definicja 2.5.1. Funkcje arytmetyczna u, dla ktorej zachodzi rownosé u(m- n) = u(m)- u(n),

gdy (m,n) = 1 (tzn. m i n sa wzglednie pierwsze) nazywamy funkcjg multyplika-
tywng. Gdy warunek ten spetniony jest dla dowolnych m, n € N, to wowczas méwimy,
ze funkcja u jest catkowicie multyplikatywna.
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Uwaga 2.5.2. Zauwazmy, ze kazda funkcja multyplikatywna u jest jednoznacznie
wyznaczona przez swoje wartosci na potegach liczb pierwszych (zbior liczb pierw-
szych oznaczamy przez P), gdyz wprost z definicji wynika, ze

u(py! - ..pif) =wp)) ..o u(pr),

gdzie p;, € P, ry, = 1, p, # p;, dla j # 111 < j, [ < k. Analogicznie, kazda funkcja
catkowicie multyplikatywna w wyznaczona jest jednoznacznie przez swoje wartosci
na liczbach pierwszych:

w(p;l - oppr) = w(py)™ - w(py,)™

Przyktad 2.5.3. 1. Funkcja Md&biusa
Funkcje p: N — {—1,0, 1} okreslona wzorem

L, gdy n =1,
p(n) =< (1% gdyn=p; ... py, gdze p; # p;, dlai# j,
0, w pozostalych przypadkach

nazywamy funkcjq Mobiusa. Jest to przyklad funkeji, ktora jest multyplika-
tywna, ale nie jest catkowicie multyplikatywna.

2. Funkcja Liouville’a
Funkcje A : N — {—1,1} dana wzorem

An) = (=) ody no= i p::
nazywamy funkcjq Liouville’a. Jest to funkcja catkowicie multyplikatywna.

3. Charaktery Dirichleta
Niech ¢ € N. Charakterem Dirichleta o module ¢ nazywamy dowolna funkcje
x : N — C, ktora dla wszystkich m,n € N spelnia nastepujace warunki:

e x(m-n)=x(m)-x(n), czyli funkcja x jest catkowicie multyplikatywna;
o x(m) # 0, gdy (m,q) = 1 oraz x(m) = 0, gdy (m,q) > 1;
e x(m+q) = x(m), tzn. x jest funkcja g - okresowa.

Najprostszym przyktadem charakteru Dirichleta jest charakter gtdwny (o mo-
dule ¢), ktory zadany jest przez wzor

You(m) = 1, gdy (m,q) =1,
ST 0, edy (mg) > 1.

Charakter Dirichleta Y mod g moze by¢ wyznaczony przez charakter x’ o mo-
dule ¢'|¢ (Scisle mniejszym niz ¢) wzorem x = X' - X0, Mowimy wtedy, ze
X jest indukowany przez x'. Jedli x nie moze by¢ indukowany z charakteru o
sci$le mniejszym module, to méwimy, ze x jest pierwotny.
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4. Charaktery Archimedesa
Niech ¢ € R. Funkcje calkowicie multyplikatywng n — n' = 18" adzie
n € N, nazywamy charakterem Archimedesa.

Dla dowolnej funkcji arytmetycznej uw : N — DD niech

|u|p = hrnsupﬁ Z lu(n
n<N
oznacza pseudo-norme Besicovitcha funkcji w. W przypadku, gdy dodatkowo u jest
funkcja multyplikatywna, zachodzi nastepujaca rownowaznosé (patrz: Lemma 2.9, [5]):

lu|p =0 < Z (1 — |u(p)|) = . (2.41)

pEIP’

Przyktadem funkcji catkowicie multyplikatywnej o zerowej pseudo-normie Besico-
vitcha jest funkcja w(n) = n™", gdzie r > 0. Zauwazmy, ze prawa strona w (2.41)
daje wiele innych mozliwosci tworzenia funkcji multyplikatywnych o zerowej pseudo-
normie Besicovitcha.

Wréémy teraz do zalozenia, ze w jest ogdlng funkcja arytmetyczng. Przypo-
mnijmy, ze funkcje arytmetyczna w nazywamy ortogonalng do uktadu topologicz-
nego (X, 7T), gdy

lim — (T"x) =0 2.42
Jim n;Vf (n) = (2.42)
dla dowolnej funkcji f € C(X) i dowolnego = € X. Piszemy wowczas u L (X, T).
Jezeli dana jest klasa A ukladow topologicznych, to mowimy, ze funkcja u jest
ortogonalna do klasy A, gdy v L (X,T) dla wszystkich (X,T) € A, co ozna-
czamy jako w 1 A. Zauwazmy, ze warunek w L (X,7T) implikuje, ze Srednia
M(u) := limy_e + >« w(n) istnieje i rowna si¢ zero. W przypadku, gdy M (u)
nie istnieje, co np. ma miejsce dla charakteréow Archimedesa dla t # 0 (lub istnieje,
lecz nie jest zerem), a (X, T) jest ukladem monoergodycznym, naturalnym warun-
kiem ortogonalnosci u L (X, T) jest wowczas wymaganie, aby (2.42) zachodzito dla
wszystkich funkcji f € C(X), ktorych catka (wzgledem jedynej miary niezmienni-
czej) jest zerem.
Gdy |lullp = 0, to u(n) — 0 wzdluz podciagu o pelnej gestosci w N. Latwo
wida¢, ze dla dowolnej miary x € V(u) (patrz: (2.40)) mamy

J |To| di = hm — Z lu(n)| =0,
KXu

TL<Nk

gdzie m(y) = yo dla y € X,. Zatem my = 0 k- p.w. i stad m, := mp0S™" =0
k-p.w. dla n € Z. Zatem k = ¢y jest jedynym ukladem Furstenberga dla w. Wynika
7z tego, ze funkcje multyplikatywne o zerowej pseudo-normie Besicovitcha sg ortogo-
nalne do wszystkich uktadéw topologicznych (nie korzystamy z multyplikatywnosci
funkeji w), w szczegolnosci do wszystkich uktadéw monoergodycznych. Innym przy-
ktadem jest funkcja u(n) = n' (¢t € R), ktora jest charakterem Archimedesa. W tym
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przypadku, u jest tzw. funkcja wolno zmieniajgeq sie w Sredniej, tzn. funkcja u
spelnia warunek

—Z|un+1—’u,( )| = 0, gdy N — 0. (2.43)

n<N

Zauwazmy, ze tak naprawde mamy (n + 1)* —n" — 0, gdy n — oco. Ponadto
[n*|s = 1 # 0 dla wszystkich ¢t € R. Z drugiej strony, kazda funkcja u taka, ze
|u|p = 0 jest funkcja wolno zmieniajaca sie w $redniej.

Juz w pracy [25| zauwazono, ze funkcje wolno zmieniajace sie w $redniej (bez za-
tozenia multyplikatywnosci) to doktadnie te, ktorych wszystkie uktady Furstenberga
sa identycznosciami. Otrzymujemy zatem klase funkcji ortogonalnych do wszystkich
ukltadéw monoergodycznych. Istotnie, jezeli w : N — C jest ograniczona funkcja
arytmetyczng taka, ze dla dowolnej miary x € V(u) uklad Furstenberga (X, s, S)
jest identyczno$cia, to wowczas k = limy_,q NL}C Qs N, 057wy 1 dla dowolnego mono-
ergodycznego ukladu topologicznego (X, T') z jedyna miara v mamy (zakltadamy, ze
§dv - 0)

lun— Z f(T"x) hm— Z f(T"x) S”u)=ff®7rodp,

k—ow N k—ow N
7L<Nk ’I’L<]\/v]C

gdzie (ewentualnie przechodzac do podciagu ciagu (Ng))

hm_ Z 5T><S (zu) —
k;—)CD

7L<Nk

Nietrudno spostrzec, ze p € J((T,v),(S,k)), a poniewaz (T,v) L (S,x) = (Id, k)
(patrz: stwierdzenie 3.1.1), wiec p = v ® & i dlatego

Klurman w [35] udowodnil, ze jesli funkcja u jest multyplikatywna (Ju| < 1) i wolno
zmieniajaca sie w sredniej, to

albo ||ulp =0, albo wu jest charakterem Archimedesa.

Definicja 2.5.4. Multyplikatywng odlegtoscig miedzy dwiema funkcjami multypli-
katywnymi u i v definiujemy jako

Dlu, ) = Y (1~ Re(u(p)o(n)

peP p

Uwaga 2.5.5. Zauwazmy, ze funkcja D nie jest odlegloscia w zwyklym sensie
(bo np. D(u,u) moze by¢ dodatnia), ale spelnia nierownosé trojkata.
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Uwaga 2.5.6. Jesli D(u,v) < +o0, to mowimy, ze funkcja w udaje funkcje v.
Z klasycznego twierdzenia Halasza (np. [27]) wynika, Ze jesli w nie udaje zadnego
charakteru Archimedesa (tj. D(u,n") = +oo dla kazdego t € R), to M (u) = 0.

Definicja 2.5.7. Funkcje u nazywamy pretensjonalng, jesli dla pewnych ¢t € R
i charakteru Dirichleta y mamy

Dl -0 = 3 (1 = Re(ulphxplp ) < .

Uwaga 2.5.8. Réwnowaznie, mozemy w tej definicji zaktada¢, ze x jest pierwotnym
charakterem Dirichleta.

Zauwazmy, ze w Swietle (2.41), funkcja u nie jest pretensjonalna, o ile ||ul/z = 0.
Klasyczne twierdzenie Daboussiego-Delange’a [10| stanowi, ze funkcje, ktore nie sa
pretensjonalne to doktadnie funkcje aperiodyczne, tzn. takie funkcje (multyplika-
tywne), dla ktorych srednia wzdtuz dowolnego postepu arytmetycznego rowna jest
0. Przykladami funkeji aperiodycznych sa funkcje p i A (patrz: przyktad 2.5.3),
a zatem nie sa one pretensjonalne. Z drugiej strony, funkcja p? jest pretensjonalna
(zauwazmy, ze D(p? 1) < +o0).



Rozdzial 3

O klasie automorfizméw rozlacznych
z automorfizmami ergodycznymi

3.1 Przyklady elementéow klasy Erg"

Przypomnijmy, ze przez Aut oznaczamy klase wszystkich automorfizméw okreslo-
nych na standardowych probabilistycznych przestrzeniach borelowskich. Interesuje
nas klasa Erg® automorfizméw roztacznych ze wszystkimi automorfizmami ergo-
dycznymi, tzn.

Erg’ := {T € Aut; T L R dla dowolnego automorfizmu ergodycznego R}.

Zauwazmy, ze powyzszy zbiér jest niepusty, gdyz wszystkie identycznosci standar-
dowych przestrzeni borelowskich sg (spektralnie) roztaczne z dowolnym automorfi-
zmem ergodycznym. Ponizej podajemy klasyczny dowod faktu, ze Id € Erg™.

Stwierdzenie 3.1.1. Identycznosci standardowych przestrzeni borelowskich sq roz-
tgczne ze wszystkimi automorfizmami ergodycznymi.

Dowdd. Rozwazmy uktad ergodyczny (Z, D, k, R) oraz uktad (Y,C,v,1d). Niech p €
J(Id, R) oraz h € Li(Z,D, k), g € L*(Y,C,v). Musimy pokazac, ze

J g&® hdp = 0.
Y xZ

7 twierdzenia von Neumanna i ergodycznosci automorfizmu R otrzymujemy, ze
1 L2(Z,k)
n K
N 2o RS0

Poniewaz przestrzen L?(Z, k) traktowa¢ mozemy jako podprzestrzen przestrzeni
L*(Y x Z, p) (rzut p na druga wspoltrzedna daje k), wiec powyzsza zbieznos¢ zachodzi
rowniez w L2(Y x Z, p), tzn.

2(Y x
L*(Y xZ,p) 0.

N—wo

1 N-—1
~ > 1y ®(hoR")
n=0
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Zatem

— Z f ® (ho R")dp —— 0, (3.1)
Y><Z N—
gdyz mocna zbieznos¢ implikuje stabg zbieznosé. Zauwazmy, ze dla dowolnego N > 1
mamy

1 N—
NZL Zg®h (Ide)”dp=J g® hdp,

YxZ

co razem z (3.1) koniczy dowod. O

Znanym nietrywialnym, tzn. r6znym od identycznosci, przyktadem automorfizmu

nalezacego do klasy Erg! jest odwzorowanie T x T 3 (x,%) KR (x,x+y) e TxT
(przez T = [0, 1) oznaczamy okrag addytywny) rozwazane z miara p ® Lebr, gdzie
i jest miara ciagla (bezatomowsa) na T. Istotnie, niech R € Aut(Z, D, k) bedzie
automorfizmem ergodycznym oraz niech p € J(T, R). Niech

p= L P dpi(z) (3.2)

bedzie dezintegracja miary p nad pierwszg wspolrzedng. Wowcezas dla p-p.w. x € T
(patrz: (2.19)) mamy p, € J(T,, R), gdzie T,(y) = = + y sa automorfizmami ergo-
dycznymi z dyskretnym widmem z grupa warto$ci wlasnych rowna {e*™"*; n € Z}
(wystarczy rozpatrywaé z niewymierne). Zauwazmy, ze zbior tych x € T, ze auto-
morfizmy 7). i R posiadaja wspo6lna nietrywialng warto$¢ wtasna jest przeliczalny
(automorfizm R ma przeliczalnie wiele wartosci wlasnych), a wiec w szczegolnosci
p-miary zero. Zatem, na mocy twierdzenia 2.3.76, T, 1 R dla u-p.w. x € T, co w
polaczeniu z (3.2) implikuje, ze T L R.

Uwaga 3.1.2. W lemacie 2.4.7 dowodzimy, ze o € S! jest wartoscig wlasng auto-
morfizmu 7" wtedy i tylko wtedy, gdy « jest wartoscig wlasng dla zbioru witokien =
dodatniej miary 7. W szczegolnosei, jesli istnieje o € ST\{1} takie, ze a jest wartoscia
wlasna dla zbioru wlokien & dodatniej miary 1, to

automorfizm 7' ma « jako wartos¢ wtasna (3.3)
i stad automorfizm T nie jest elementem klasy Erg*, ’
patrz: wniosek 2.4.8 oraz uwaga 2.4.9. Wynika stad, ze automorfizm (z,y) — (x,z+ y)
(dla bezatomowej miary ) nie ma nietrywialnych wartodci wtasnych.

Pokazmy jeszcze, ze identyczno$ci maja silniejsza wlasnos¢ roztacznosci niz tylko
roztacznos¢ z uktadami ergodycznymi.

Stwierdzenie 3.1.3. Identycznosci (probabilistycznych) standardowych przestrzeni
borelowskich sq mnoznikami klasy Erg*.



3.2. Twierdzenie charakteryzacyjne

Dowdd. Rozwazmy uktad ergodyczny (Z, D, k, R) oraz uktad (Y,C,v,1d) i niech
(X, B, 1, T) € Ergt. Niech n € J(T,1d, R) i ustalmy funkcje rzeczywiste f € L*(X, ),
g€ L*(Y,v) oraz h € L}(Z, k). Chcemy pokazac, ze

J f®g®hdn=0,
XxYxZ

gdyz wowezas ) = n|xxy @ k. Niech f = fi + fo, gdzie fioT = f, oraz fo L L*(Z7).
Wowczas oczywiscie n]yxz = v ® k oraz (na mocy zalozenia 7' L R)

Nxxz =K. (3.4)

Mamy ponadto

ff®g®hdn=ff1®g®hdn+ff2®g®hdn. (3.5)

Zauwazmy, ze miara spektralna (w L*(X x Y x Z, 1)) funkcji fi ®g jest rownowazna
mierze Diraca d; (bo ta funkcja jest niezmiennicza), natomiast miara oj, nie moze
miec atomu w 1, gdyz automorfizm R jest ergodyczny. Zatem oy,g, L 03, co impli-
kuje f1 ® g L h w L*(n), a wiec pierwszy skladnik po prawej stronie rownosci (3.5)
znika. Z drugiej strony, ze wzgledu na (3.4), { fo® hdn = 0, a co wiecej mamy

Ofah = Ofy * Op-
Przypusémy, ze of,g, ma atom w 1. Jest to mozliwe jedynie, gdy miary oy, i oy,
odpowiednio, majg atomy w ¢ i ¢ (dla pewnej liczby ¢ € C, |¢| = 1), przy czym
¢ # 1, gdyz automorfizm R jest ergodyczny. Ale réwniez ¢ musi by¢ wartoscia
wlasna automorfizmu R. To jednak oznacza, ze automorfizmy T i R nie moga by¢
roztaczne (bo maja nietrywialny wspoélny faktor), sprzecznosé. Zatem miara oy,gn

nie ma atomu w 1 i wobec tego fo ® h L ¢, a zatem lewa strona rownosci w (3.5)
rowna sie zero, co konczy dowod. O

3.2 Twierdzenie charakteryzacyjne

W calym podrozdziale zaktadamy, ze T : (Z,u) — (a‘:,Tf(u)) jest automorfizmem
dzialajacym na przestrzeni

X=|_|Xn><{1,...,n}|_|)?oo><Y,

nz=1
gdzie
M|an{1,...,n} = (filz,) ® vn,
II"L|X7 xY = (ﬂ|X1) ®V’

a automorfizmy T} sa ergodyczne, poréwnaj z podrozdziatem 2.3.4.
Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego rezultatu:



66  Rozdzial 3. O klasie automorfizméw roztacznych z automorfizmami ergodycznymi

Twierdzenie 3.2.1. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

1. T € Erg*.
2. Rozszerzenie T' — Id; jest domkniete.

3. Dla i ® fi-prawie wszystkich (z,7') € X x X, mamy Ty 1L Ty
Whiosek 3.2.2. Jesli T € Erg", to h(T) = 0.

Dowdd. Automorfizmy ergodyczne o dodatniej entropii nie sa roztaczne na mocy
twierdzenia Sinai’a (np. [12], Chapter 4.5) - uwage te stosujemy do automorfizmow
wloknowych. 0O

Whiosek 3.2.3. Jesli istnieje automorfizm S € Erg taki, ze {Ty; 7 € X} < S%,
toT £ Erg.

Dowdd. Jeli miara i ma atom, tzn. istnieje 7o € X takie, ze i(Zo) > 0, to rowniez
A ® i({(Zo,To)}) > 0. Zatem 7z warunku 3. w twierdzeniu 3.2.1 wynika, ze T' & Erg.
Jesli za§ miara 1 nie ma atomoéw i T° L FErg, to zadna podrodzina przeliczalna
{T%,; j = 1} parami rozlacznych automorfizméw nie jest maksymalna (z wnio-
sku 3.2.6 wynika, ze zbior {(z,z');T; L T} jest mierzalny, skad na mocy twier-
dzenia Fubiniego, dla p.k. Z, zbior tych @', dla ktérych Tz 1 Ty, ma réwniez pelng
miare). Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika stad, ze istnieje podrodzina nieprze-
liczalna zawarta w {Ty; Z € X} automorfizméw parami roztacznych i wystarczy uzy¢
lematu 2.3.54. O

3.2.1 Dowdd 2. = 1.

Dowdd wynika z twierdzenia 2.3.87, poniewaz klasycznie Id € Erg*.

3.2.2 Dowdd 3. = 2.

Zatormy, 7e p € Jo(T), plixx = i @ ji. Wowezas dezintegracja miary p nad X x X
ma postaé

p pze dip(z)dp(z’),
x X

S

gdzie dla (z,7') € X,, x X,,, miara pz z jest T x Ty-niezmiennicza i okreslona na:

o {(Z,7")} x{1,...,m} x{1,...,n}, jesli m,n e N;
o {(z,7)} x{1,.... m} xY,gdy meN, n=o0;

o {(z,Z)} xY x Y, jeslim=mn = o0.
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Ponadto p = 3. | oo PlXmx X, gdzie
s, = [ pawdls, )@l )
XmxXnp
Rozwazmy przypadek m = n = o (w pozostalych przypadkach dowod przebiega

analogicznie). Dla A € Bg, i B € By mamy

((Al5,) @V)(A x B) = (plxox, (A x B x Ko x ¥) =

(3.6)
Saxx, prar(B x Y)d(filx, ) (@)d(ilg, ) (@).

Podstawiajac A = X, najpierw otrzymujemy, ze miara

B fpz,w(B x Y)d(plx,)(Z)d(alz, )(Z")

jest rowna v, przy czym miary podcatkowe sy Tr-niezmiennicze. Poniewaz uklad
(Tz,v) jest ergodyczny, wige otrzymujemy, ze pzz € J(T%, Tw). Ale T; L Ty dla
A® f-pw. (7,7) e X x X, wiec pz v = v Qv istad p|x, «xx, jest miara produk-
towa. O

Uwaga 3.2.4. Zauwazmy, ze przy zatozeniu 3., musimy mie¢ ji(X,) = 0, dla wszyst-
kich n € N\{1}. Istotnie, dla 2 < n < oo, mamy T; = R,, dla wszystkich z € X,.

Uwaga 3.2.5. Rozumowanie w powyzszym dowodzie mozna odwroci¢. Istotnie,
wracajac do (3.6), otrzymujemy, ze jesli

Xoo % Xop 3 (2,7') — pzw € J(T%, Ty) jest mierzalne,

to pe Jo(T|x, ), gdyz
[ bt vy i @l () -
- | v @dl ) @) = (1) @) x B

Podobny argument dziala dla pozostalych elementow J(7T'|x,,,T|x,)-

3.2.3 Twierdzenie Kallmana i polaczenia

Z (2.10), stwierdzenia 2.3.72, uwagi 2.3.74 i uwagi 2.3.73 natychmiast otrzymujemy
nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.2.6. (i) Zbior {(z,7') e X x X; Ty L Ty} jest borelowski.
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(11) Jesli Sy € Aut(Y,v) (lub So € Aut({1,...,m},vy), m = 1), to zbior
jest borelowski.

7 twierdzenia Kallmana otrzymujemy ponizszy lemat.

Lemat 3.2.7. Ustalmy Sy € Aut(Y,v) (lub So € Aut({L,...,m},vp), m = 1) i
zatozmy, ze p({z € X; Tz £ So}) > 0. Wtedy T' £ S,.

Dowadd. Potozmy
Co(Y,v) :={J : L*(Y,v) = L*(Y,v); J jest operatorem Markowa},

tzn. niech Cy(v) bedzie przestrzenia operatorow Markowa odpowiadajacych samo-
polaczeniom miary v. Przypomnijmy, ze wtedy Cy(Y,v) jest zwarta przestrzenia
metryczna (ze staba topologia operatorowa).

Niech II oznacza operator Markowa odpowiadajacy mierze produktowej v ® v
i rozwazmy zbior

(&, T, J); e X, 11 # J e Co(Y,v), JTs = Sy}, (3.7)

ktory jest borelowskim podzbiorem przestrzeni (X x Aut(Y,v)) x Co(Y, v) jako czesé
wspolna zbiorow

{(2,T5); 7€ X} x (Co(Y, )\{I1})

X x {(R,J) e Aut(Y,v) x Cy(Y,v); JR = Sy J}.

Niech f oznacza rzut zbioru (3.7) na pierwsze dwie wspolrzedne. Zauwazmy, ze obraz
ten to doktadnie zbior {(z, Tz); Tz £ Sp}. Dla kazdego takiego (z, %), wiokno sklada
sie ze wszystkich operatorow Markowa J € Co(Y,v)\{II} takich, ze JT; = SyJ,
wiec jest to zbior zwarty z dokladnoscia do jednoelementowego zbioru {II}, a zatem
jest on o-zwarty. Mozemy teraz uzy¢ twierdzenia 2.1.9, aby otrzymacé borelowskie
odwzorowanie

{TeX; Tp £ 8} 27 — Jz e Co(Y,v)\{IT}

spetniajace J;T; = SyJz, co dokladnie oznacza, ze operator J; wyznacza potacze-
nie automorfizméw Ty i Sp. Zakladamy jednak, ze ji({Z € X; Tz £ Sp}) > 0, wiec
otrzymujemy nietrywialne polaczenie miedzy automorfizmami 7' i S jak w podroz-
dziale 2.3.7, patrz: (2.20). O

3.2.4 Dowdd 1. = 3.
(Przez kontrapozycje.) Zakladamy, ze i ® u({(z,7'); Tz & Tw}) > 0.! Na mocy

twierdzenia Fubiniego, istnieje Zo, € X taki, ze zbior D tych punktow #’ spetniajacych
Ts, &£ Tw, jest dodatniej fi-miary. Z lematu 3.2.7 wynika, ze T & T%,, a zatem

T ¢ Erg*.

LZbior, ktory rozwazamy, jest mierzalny na mocy (i) we wniosku 3.2.6.
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3.2.5 Przyklady

Wiele naturalnych przykladéw automorfizméw nalezacych do klasy Ergt mozna
otrzymac rozpatrujac potoki (tzn. zachowujgce miare dzialania grupy R). Miano-
wicie rozpatrzmy potok 7 = (7})«r okreslony na probabilistycznej przestrzeni stan-
dardowej (Y, By, v). Zaktadamy zatem, ze T, € Aut(Y,v), T,y = T, 0Ty dlat,t’ e R
oraz odwzorowanie (t,y) — Ty jest mierzalne. Pol6zmy

T(t,y) := (t,Tyy) na przestrzeni ([0,1) x Y, Lebj1) @ v). (3.8)

Na mocy twierdzenia 3.2.1, uzywajac Theorem 8.4 [18| oraz Theorem 1.1 z [34],
otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 3.2.8. Automorfizm (3.8) nalezy do klasy Ergt, o ile:
(i) potok T ma widmo singularne;

(ii) potok T jest nietrywialng, gtadkq zamiang czasu potoku horocykli (wszystkie
takie automorfizmy majq przeliczalnie krotne widmo Lebesgue’a).

Zauwazmy, ze nasz klasyczny przyktad na T?, (z,y) — (z, z+y), jest szczeg6lnym
przypadkiem sytuacji rozpatrywanej w (i) w powyzszym wniosku.

3.3 Mnozniki klasy Erg"

Przyktlad 3.3.1. Zalozmy, ze X jest zwarty przestrzenia metryczng. Niech

T:X xT— X xT bedzie odwzorowaniem danym wzorem T'(z,y) = (z,y + f(x)),
gdzie 1 X — T jest odwzorowaniem mierzalnym. Zatézmy, ze p € #(X) jest
miarg na przestrzeni X taka, ze dla dowolnego z € T mamy

p({z e X; () = 2}) = 0. (3.9)

W szcezegolnosei miara p jest ciagta. Mamy T € Aut(X x T, u ® Lebr). Zauwazmy,

ze skoro dla kazdego o € T istnieje tylko przeliczalnie wiele nieroztgcznych z nim

obrotéw (niewymiernych), wiec zachodzi 3. z twierdzenia 3.2.1, a zatem T € Erg'.
Pokazemy 7e uktad (X x T, u ® Lebr, T) nie jest mnoznikiem klasy Erg’.
Niech a € R\Q i na przestrzeni X x T rozwazmy automorfizm

R(z,z) = (z,z + f(z) + a),

ktory rowniez zachowuje miare p®Leby. Wowcezas automorfizm R takze spetnia wa-
runek 3. z twierdzenia 3.2.1 i stad R € Erg". Rozwazmy odwzorowanie P dziatajace
na X x T? okreslone wzorem

P(x,y,2) = (x,y + B(x), 2z + f(z) + a).
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Latwo zauwazy¢, ze P jest automorfizmem przestrzeni (X x T? u ® Lebr ® Lebr).
Co wiecej, mozemy traktowa¢ miare p @ Lebr ® Lebr jako miare na przestrzeni
(X x T)? (z dokladnoscia do permutacji wspohrzednych), a mianowicie

(,u@Lebqr ®LebT) (A1 x Ag x Az x Ay) = (A n Az)Lebr(Az)Lebr(Ay),

gdzie Ay, A3 € Bx oraz Ay, A4 € Br. Innymi stowy, rozwazamy relatywnie niezalezne
rozszerzenie nad wspolnym faktorem (automorfizméw T i R) na pierwszej wspol-
rzednej, ktory jest identycznoscig na przestrzeni X. Zauwazmy, ze wowczas mamy

(,u@LebT@LebT) {(z,y,z,2);x€ X, y,2€T}) =1,

a rozwazana przez nas miara jest T' x R-niezmiennicza, wiec latwo zauwazy¢, ze jest
to polaczenie automorfizméw 7' i R, tzn., automorfizm P jest polaczeniem automor-
fizmow T'i R. Ponadto zauwazmy, ze uktad (X xTx T, u®Lebr®Lebr, P) ma obrot o
« jako faktor. Rzeczywiscie, rozwazmy odwzorowanie 7 : (X x T?, u®@Lebr®Lebr) —
(T, Leby) dane wzorem w(z,y, z) = z —y. Wtedy mamy

7(P(z,y,2)) =m(x,y+ 8(z),z+ B(x) +a) =2z —y+ «

Ra(ﬂ'(l‘,y, 2)) = Ra(z - y) =zZ—Y + «,

gdzie R, oznacza obrot ergodyczny o o na T. W szczegolnoscei, biorac pod uwage
(3.3), automorfizm T x R z miara p ® Leby ® Lebr nie jest elementem Erg™t.

Przechodzimy teraz do kolejnego, jednego z gtéwnych rezultatéw rozprawy.
Twierdzenie 3.3.2. Mamy ID = .# (Erg").

Zatem chcemy pokazaé, ze jesli sktadowe ergodyczne automorfizmu sa nietry-
wialne (nie sg jednopunktowe), to automorfizm ten nie moze by¢ mnoznikiem klasy
Erg'. Jednym z kluczowych krokéw w dowodzie tego ogolnego faktu bedzie udowod-
nienie waznego przypadku szczegdlnego, a mianowicie sytuacji, w ktorej wszystkie
sktadowe ergodyczne rozpatrywanego ukladu sg stabo mieszajace.

Dla kazdej probabilistycznej przestrzeni standardowej (X, By, ) rozwazamy flip
R=Rx: X xX — X x X dany przez

R(x,y) := (y,x).
Nalezy zauwazy¢, ze R zachowuje miare p® p i dla kazdego T' € Aut(X, B, ;1) mamy
ReC(TxT,n®pu). (3.10)

Automorfizm R postuzy jako narzedzie do tworzenia faktoréw ergodycznych od-
powiednio skonstruowanych samopotaczen rozpatrywanych uktadéw. Dlatego naj-
pierw udowodnimy kilka pomocniczych lematow dotyczacych rozpatrywanego flipu Rx.
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Lemat 3.3.3. Niech (X,Bx,p,T) bedzie ukladem stabo mieszajgecym. Wiowcezas
uktad (X x X, (T x T) o Rx,u® p) rowniez jest stabo mieszajgcy.

Dowaod. Poniewaz T jest automorfizmem stabo mieszajacym, wiec rowniez automor-
fizm T? (z miara p) jest stabo mieszajacy. Stad uktad (X x X, T2 x T?, u® p) jest
stabo mieszajacy. Teza wynika teraz z (3.10), gdyz mamy

(T xT)oR)>=T*x T
O

Lemat 3.3.4. Niech (X,Bx,u,T) i (Y, By,v,S) bedq dwoma uktadami stabo mie-
szajgeyms takimi, ze
(T'xT,p®@u) L(SxS,rvev).

Wtedy
(I'xT)oRx,p®u) L ((SxS)oRy,v@vu).

Dowdd. Niech pe J((T xT)oRx, (S x S)o Ry). Pokazemy, ze p = (u@u)® (vQv).

Rzeczywiscie, poniewaz
pe J(((T xT)oRx)* ((Sx S)oRy)*) = J(T x T)* (S x S)*),

wiec

1 1
3P+ 5((T xT)x (Sx8))peJ(T xT,S x59),
a zatem rozlacznos¢ T x T L S x S (z odpowiednimi miarami produktowymi)
implikuje, ze

1 1

57+ 5 (T X T) X (S % )up = (1O W) @ (v ® ).
Zauwazmy jednak, ze wystepujace po obu stronach powyzszej réwnosci miary p,
(T xT)x (S x8))poraz (u@u)® (r@v) sa (T x T)* x (S x S)*niezmiennicze,
a dodatkowo automorfizm ((T' x T)? x (S x S), (@ p) ® (v 1)) jest ergodyczny.
Zatem

p=((TxT) (S x S))up= (U@ ® (v Q).

co konczy dowod. O

Teraz mozemy przejs¢ do dowodu przypadku, gdy wlokna sa stabo mieszajace.

Lemat 3.3.5. Niech T € Aut(X,Bx,u) bedzie elementem klasy Erg: takim, Ze
prawie kazda sktadowa ergodyczna jest stabo mieszajgea @ nie jest uktadem jedno-
punktowym. Wtedy T ¢ . (Erg?h).
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Dowdd. Rozwazmy automorfizm T € Erg' taki, ze prawie kazda jego skladowa
ergodyczna jest stabo mieszajaca i nie jest uktadem jednopunktowym. Przypusémy,
ze T € . (Ergt). Niech

= Lux dp(7)

bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne automorfizmu 7'. Niech miara i € Jo(T', p)
bedzie dana przez

i = | s @psdita). (3.11)

Poniewaz dla fi-p.w. T € X automorfizmy (7%, uiz) sa stabo mieszajace, wiec (3.11)
jest rozkladem na sktadowe ergodyczne automorfizmu (T x T, f1).
Zauwazmy, iz zalozenia natozone na sktadowe ergodyczne implikuja, ze

a({(xz,z); xe X}) =0. (3.12)

Rozwazmy flip R = Ry. Poniewaz automorfizm R zachowuje miare u; ® uz dla n-
p.w. Z € X, wiec mamy, ze miara fi jest rowniez (T x T') o R-niezmiennicza. Ponadto
z lematu 3.3.3 wynika, ze fi-p.w. uktady ((T'xT)oR, 1z ®puz) sa ergodyczne, a zatem
(3.11) zadaje rozklad na sktadowe ergodyczne automorfizmu ((7' x T') o R, j1). Jako
konsekwencje lematu 2.3.91 otrzymujemy, ze

(T x T, i) € A (Ergh) < Erg™. (3.13)
W szczegblnosci, z twierdzenia 3.2.1, mamy
(T'xT,puz @puz) L (T x T, pug ® pg)

dla T ® -p.w. (z,7) € X Stad, na mocy lematu 3.3.4 (zastosowanego do T' = S
oraz [i = iz, V = [ig), Otrzymujemy

(TxT)o R,z ®@puz) L (T xT)oR, 1y ® puy)

dla 7 ® fi-p.w. (Z,7) € X x X. Ponownie na mocy twierdzenia 3.2.1 mamy, ze
automorfizm ((T'x T) o R, i) € Erg™.

Zauwazmy, ze pod-o-algebra Zr (zbioréw R-niezmienniczych) jest faktorem za-
rowno automorfizmu 7' x T, jak i automorfizmu (7' x T') o R. Stad mozemy rozwazy¢
odpowiadajace mu relatywnie niezalezne rozszerzenie

prmy € J(T x Tofi). (T < T) o R, ).

Nalezy zauwazy¢, ze dla pzr)-p.w. (x1, 22, Y1, y2) € X*, mamy (21, 22) = (y1, y2) lub
(x1,22) = R(y1,y2) = (y2,y1). Ponadto z (3.12), wynika, ze 21 # xo 1 y1 # yo.

Rozwazmy, okreslone pz(gy-p.w. odwzorowanie ¢ : (X x X)* — Z/2Z = 7,
zadane wzorem

(21, T2, Y1, Yo) = 0, gdy (21, 22) = (41,80),
) s Y1, 17 gdy (I‘hl'g) = (iy?,yl)_
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Niech odwzorowanie A bedzie dodawaniem 1 modulo 2 na Z,. Wéwcezas ¢ jest od-
wzorowaniem faktoryzujacym pomiedzy automorfizmami ((1'<T)x (T'xT)o R, pz(r))
i obrotem ergodycznym (Zs, 1(89+61), A). Rzeczywiscie, dla pz(py-p.w. (21, 22, y1, y2)
zachodzi

wo((T xT)x (T xT)oR)(x1,72,Y1,Y2)
= @(T$17T$27Ty27T?/1)

_ 0, gdy (Tx1,Tx2) = (T2, Ty1),
1, gdy (Txy, Txo) = (Ty1, Tys),

_ 07 gdy (1'1,1'2) = (92791)7
]-7 gdy (l’l?xQ) = (91792)7
= AO@($17$2ay1,y2)-

W zwiazku z tym znalezlismy nietrywialne polaczenie automorfizméow (T'x T, i) € M (Erg™h)
(patrz: (3.13)) i ((T' x T) o R, j1) € Ergt, ktére ma (nietrywialny) obrét ergodyczny

jako faktor. Jest to sprzeczne z faktem, iz polgczenie to jest elementem klasy Ergh.

O

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 3.3.2, potrzebujemy jeszcze kilka fak-
tow. W dowodach bedziemy tylko wykorzystywali przestrzen X .. Spowodowane jest
to tym, ze interesuja nas automorfizmy T € Ergt, dla ktoérych nie mamy podprze-
strzeni X, dla 2 < n < 400. Ponadto, na mocy lematu 3.2.7 zastosowanego do
automorfizmu Sy réwnemu obrotowi ergodycznemu R, na S' (Ilub na odpowiednie;
skoriczonej jego podgrupie), dla dowolnej ustalonej liczby 2z € S*, mamy

i({Z € Xo; Tr ma zy jako swoja wartosé wlasna}) = 0. (3.14)

Najpierw pokazemy, iz uzywajac twierdzenia 2.1.12, mozemy w sposob mierzalny
sktadowym ergodycznym przypisa¢ wartos¢ wiasng.

Lemat 3.3.6. Niech T € Aut(X, B, 1) i niech
= fux dp(z)
X

bedzie jego rozktadem na sktadowe ergodyczne. Zatozmy, zZe Ji-p.w. automorfizmy
wltdknowe nie sq stabo mieszajgce (tj. posiadajq nietrywialng warto$é wtasng). Wow-
czas istnieje mierzalne odwzorowanie F : X o, — L*(Y,C,v) (patrz: podrozdziat 2.3./)
takie, ze F(x) € Li(Y,v) jest funkcja wlasng o module 1 automorfizmu Ty dla fi-
pw. e X.

Dowdd. Niech W < L(Y,C,v) bedzie podzbiorem funkcji o module 1 (zauwazmy,
ze wowczas W jest przestrzenia polska z topologia indukowang z L?). Niech H be-
dzie multifunkejg, ktora kazdemu automorfizmowi T; := (T, puz) (patrz: podroz-
dzial 2.3.4) przypisuje zbior H(Tz) < W jego funkcji wlasnych. Zauwazmy, ze jest
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to zbior domkniety. Rzeczywiscie, zalozmy, ze f, — f € Li(Y,C,v), gdzie (f,)nen
jest ciagiem funkcji w H(T3). Wtedy funkcja f réwniez ma modul rowny 1. Co wie-
cej, wykorzystujac zwartoéé zbioru S! i ewentualnie przechodzac do podciagu, mamy
rowniez, ze ciag (A, )nen 0odpowiadajacych wartosci wlasnych zbiega do pewnej liczby
A € St Latwo sprawdzié, ze f jest funkcja wlasng odpowiadajaca wartosci wlasnej \.

Teraz udowodnimy, ze odwzorowanie H jest stabo mierzalne (i wtedy mozemy
zastosowac twierdzenie 2.1.12). Niech podzbior A < W bedzie otwarty. Bez straty
ogolnosci mozemy zalozyé, ze X jest zwarta przestrzenia metryczng. Rozwazmy
odwzorowanie o4 : X x S x A — L*(Y,C,v), dane wzorem

AT\ f) = foTs— \f.

Przypomnijmy, ze dla T € X, mamy T € Aut(Y,C,v). Stad prawa strona powyz-
szego wzoru jest elementem przestrzeni L?(Y,C,v). Niech

T Xy xS x A= X, (T, N\ f) =7

bedzie rzutem na pierwsza wspotrzedna. Aby udowodnié staba mierzalnosé¢ odwzo-
rowania H, musimy pokaza¢, ze zbior

(7€ Xo; H(T) 0 A # F} = m(px'(0)

jest mierzalny. Poniewaz odwzorowanie T — T jest borelowskie, wiec odwzorowa-
nie o4 réwniez jest mierzalne. Zatem zbior m (¢, (0)) jest analityczny,” a zatem
mierzalny wzgledem o-algebry D zbioréw p-mierzalnych. Pozostaje uzy¢ twierdze-
nia2.1.12dlaQ =X, iC=D. ©

Uwaga 3.3.7. Ponizszy wynik jest bezposrednio konsekwencja faktu, ze klasa auto-
morfizmoéw, ktorych u-p.w. sktadowe ergodyczne maja dyskretne widmo, jest klasa
charakterystyczna (patrz: [33]). Stad dla automorfizmu T istnieje najwiekszy faktor
nalezacy do tej charakterystycznej klasy. Ponadto faktor ten rozwazany na kazdym
wloknie 7 jest faktorem Kroneckera automorfizmu 7% (patrz: [33], rozdzial 2.3.1). Po-
trzebujemy jednak specjalnej postaci tego faktora, dlatego ponizej podajemy peiny
dowdd.

Lemat 3.3.8. Niech automorfizm T spetnia zatozZenia lematu 5.5.6. Wowczas ist-
nieje nietrywialny faktor automorfizmu T, ktérego rozktad na sktadowe ergodyczne
Zozony jest z ergodycznych obrotow na okregu.

Dowdd. Rozwazmy odwzorowanie F' z lematu 3.3.6. Zauwazmy, ze dla kazdego
T € X4 odpowiadajaca mu warto$é wlasna ¢(7) jest rowna Fgf();)TT (mozemy zakta-
da¢, ze p(Z) jest niewymierne, patrz: (3.14)), stad zalezy w sposob mierzalny od .

2Podzbiér A przestrzeni polskiej X nazywamy zbiorem analitycznym, gdy istnieje przestrzen
polska Y oraz podzbior borelowski B — X x Y takie, ze zbioér A jest rzutem zbioru B na prze-
strzen X ([44]). Rownowaznie, A jest obrazem poprzez odwzorowanie ciagle pewnego podzbioru
borelowskiego przestrzeni polskiej. Zbiér analityczny A jest uniwersalnie mierzalny, tzn. nalezy on
do uzupelnienia o-algebry Bx wzgledem dowolnej miary ¢ € .4 (X).
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Zatem, biorac pod uwage fakt, ze odwzorowanie St 5 a — R, € Aut(S!, Lebg:) jest
ciagte, otrzymujemy, ze automorfizm S € Aut(X x S', 77 ® Lebg1) dany wzorem

S(z,r) = (z,p(T)r) (3.15)

jest szukanym faktorem, a odwzorowanie faktoryzujace 7 : X x Y — X x S! jest
dane przez

™(7,y) = (z, F(7)(y)) .

Przed przejsciem do dowodu twierdzenia 3.3.2 potrzebujemy jeszcze lematu mo-
wigcego o mierzalnosci zbioru stabo mieszajacych sktadowych ergodycznych.

Lemat 3.3.9. Niech (X, T) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym oraz ustalmy
miare € M (X, T). Niech

= L piz dfi(z)

bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne automorfizmu (T, ) (patrz: podrozdziat 2.3.4).

Wowczas zbior
WM = {ze€ X; automorfizm (T}, juz) jest stabo mieszajgcy}
jest mierzalny.

Dowdd. Niech {f,}nen bedzie liniowo gesta rodzina funkcji (o module 1) w C(X)
i ustalmy f = f,. Przypomnijmy, ze automorfizm ergodyczny jest stabo mieszajacy,
jesli nie ma on nietrywialnych wartosci wlasnych (patrz: twierdzenie 2.3.14) lub,
innymi stowy, wszystkie miary spektralne funkcji z L2 sg ciagle. Przypomnijmy
ponadto, ze zgodnie z lematem 2.2.1, dla dowolnej miary o € .#(T), mamy

. 1 N-1 S ,
]\lfl_rgON ; |J(Z)| - « jest ;):memao_ ({a})

Wystarczy zatem pokazac, ze powyzsza granica rowna si¢ zero dla o = 0p_ rap -
Zauwazmy, ze funkcja Hy : 4 (T) — R-o dana wzorem

jest ciagta zgodnie z definicja =-stabej zbieznosci. Zatem funkcja H : 4 (T) — Rxq
dana wzorem
H(o) := lim Hy(0)
N—00

jest mierzalna jako punktowa granica funkcji ciggtych.
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Zgodnie 7z uwaga 2.4.6 odwzorowanie F' : 4 (X,T) — #(T) jest ciagte (za-
uwazmy, ze F' = F(f)). Ponadto zgodnie z wlasnoSciami dezintegracji miar, przy-
pisanie F : X — .#(X,T) dane przez E(Z) = p; jest réwniez mierzalne. Zatem
odwzorowanie H o F' o E jest mierzalne. Pozostaje zauwazy¢, ze

WM = (\(H o F(f,) o B)™({0}).

n=1

Dowdd twierdzenia 3.5.2. Niech (X, B, u,T) € .# (Erg!) i niech

= Lux dp(7)

bedzie jego rozkladem na skladowe ergodyczne. Na mocy wniosku 2.4.8 mamy
(X1uXy) = 1. Pokazemy, ze i( X 1) = 1. Zalézmy przez sprzecznosé, ze fi( X o) > 0.
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy @ (WM) > 0, gdzie

WM = {7 € X; Ty jest stabo mieszajace}

(jest to zbior mierzalny z lematu 3.3.9). Wtedy T' mozna rozlozy¢ na roztaczne
dzialanie dwoch automorfizméw T'1 T*. Tutaj T oznacza ograniczenie automorfizmu
T do sumy wtokien odpowiadajacych WM, tj. automorfizm T zachowuje miare fi,
przy czym rozklad na sktadowe ergodyczne automorfizmu (7', ji) ma postaé

1 L
e | edto)

za$ automorfizm T* jest ograniczeniem automorfizmu 7' do sumy wlokien odpowia-
dajacych X\WM. Wowczas (T, i) spelnia zalozenia lematu 3.3.5 i w zwiazku z
tym nie jest mnoznikiem klasy Ergt, tj. istnieje S € Erg' i polaczenie 7 € J(T S)
takie, ze automorfizm (T x S,7) ¢ Erg". Teraz wystarczy polaczy¢ T* i S w sposob
niezalezny, aby uzyskaé¢ nietrywialne potaczenie n € J(T,S) (patrz: (2.20)) takie, ze
(T x S,n) ¢ Ergt, co jest sprzecznoscia z faktem, ze T € .4 (Erg?h).

Mozemy zatem zalozyé¢, ze dla Ji-p.w. T € X automorfizm Ty ma nietrywialna
warto$¢ wtasna. Niech

/’1:

1 i
Hoo = 25 J piz ().

Wowczas, zgodnie z lematem 3.3.8, istnieje faktor T automorfizmu (T, 11e0) taki,

ze wszystkie sktadowe ergodyczne T; automorfizmu T sa obrotami na okregu. Za-
uwazmy, ze dla 7 ® T-p.w. (Z,7) € Xo x Xo odpowiadajace obroty sa rozlaczne
w $wietle twierdzenia 3.2.1. Wowezas automorfizm 7' ma doktadnie posta¢ z przy-
ktadu 3.3.1 (warunek (3.9) jest spelniony na mocy roztacznosci T; L T}, a faktor T
ma posta¢ (3.15) w dowodzie lematu 3.3.8), ktory nie jest w . (Ergh).
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Poniewaz .# (Ergh) jest klasa charakterystyczng (patrz: przyktad 2.3.97 (7)), wiec
otrzymujemy, ze automorfizm (T, jie) ¢ .# (Ergt). Tak wiec, ponownie laczac ob-
ciecie automorfizmu 7 do wiokien w X; w sposob niezalezny, otrzymujemy, ze
(T, 1) ¢ # (Ergh). Stad 1i(X,) = 1, co oznacza, ze automorfizm 7T jest identycz-
noécia. To dowodzi, ze . (Erg’) < ID. Przeciwna inkluzja wynika bezposrednio ze
stwierdzenia 3.1.3, co koriczy dowod.

O

3.4 Produkty kartezjanskie w Erg®

Jak pokazuje twierdzenie 3.3.2, klasa Erg! nie jest zamknieta ze wzgledu na branie
dowolnych potlaczen. Wynika to z wzajemnego oddziatywania automorfizmoéow wiok-
nowych nad ,wspo6lna” czescia sktadowych ergodycznych. Okazuje sie, ze zjawisko to
nie moze wystapic¢, jesli przestrzenie sktadowych ergodycznych sa niezalezne. W tym
podrozdziale pokazemy, ze klasa Erg’ jest jednak zamknieta ze wzgledu na branie
produktow kartezjanskich.

Twierdzenie 3.4.1. Zatézmy, ze (X,B,u,T),(Y,C,v,S) € Ergt. Wowczas
(X xY,BRQC,u®@v,T x S) e Erg".

Dowdd. Niech (Z,D, k, R) bedzie dowolnym uktadem ergodycznym. Przypomnijmy
najpierw, ze wszystkie rozwazane uktady mozna traktowa¢ jako zachowujace miare
homeomorfizmy zwartych przestrzeni metrycznych. Powyzsza obserwacja pozwala
pozniej wykorzystaé lemat 2.4.5 w dowodzie (patrz (3.21): zbior

{Z; v jest wartosécia wlasna automorfizmu (7', pz)}

jest mierzalny na mocy lematu 2.4.5).

Na przestrzeni X x Y x Z dla kazdego A € {X, Y, Z, X x Y, X x Z)Y x Z}
przez ™ : X x Y x Z — A oznaczamy standardowy rzut na odpowiadajace mu
wspohrzedne. Rozwazmy dowolne potaczenie A € J((T' x S, u®v), (R, k)). Chcemy
pokazaé, ze A = p @ v Q k.

Najpierw zauwazmy, ze (754 = p® ki (779) ) =v®=k, gdyz T, S € Ergt.
Niech

= L piz dp()

bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne miary p dla automorfizmu 7. Poniewaz
o-algebra Z(T) jest réwniez faktorem automorfizmu (T x S x R, A) 1 (7%)\ = p,
wiec
A= f Ne dfi(3) (3.16)
X
i (7%) Xz = Wz, f-p.w., z uwagi na jednoznacznoé¢ dezintegracji. Ponadto za-
uwazmy, ze

W@k = (Luxdﬁ(x)) & = Lm@n )
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Poniewaz (7%%),\ = u ® k, wigc ponownie wykorzystujac jednoznacznosé¢ dezinte-
gracji, otrzymujemy
(159 s = uz @ Kk Ti-p.w. (3.17)

Analogicznie, poniewaz (7%Y),\ = 4 ® v, wiec mamy réwniez
(7 ds = pz QU TI-p.w. (3.18)
W szczegolnosci, () \z = v. Zatem, na podstawie (3.17), mamy
As € J((S,v), (T x R, pz @ k) [-p.w.
Pozostaje pokazac, ze
({z; automorfizm (7' x R, uz ® k) nie jest ergodyczny}) = 0. (3.19)
Rzeczywiscie, jesli (3.19) zachodzi, to poniewaz S € Ergh, wiec otrzymujemy, ze
Ae =z QUK  [-p.w.,
co razem z (3.16) daje A = p @ v ® k.

Aby pokazaé¢ (3.19), przypomnijmy najpierw, ze automorfizm R moze mieé¢ co
najwyzej przeliczalnie wiele wartosci wlasnych. Ponadto iloczyn kartezjanski dwoch
uktadow ergodycznych nie jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy maja one nie-
trywialna wspo6lng wartos¢ wlasna. Wystarczy zatem pokaza¢, ze dla dowolnego
ustalonego a € T\{0} mamy

n({Z; « jest wartoscia wlasna automorfizmu (7, pz)}) = 0. (3.20)
Zatozmy, ze (3.20) nie zachodzi, to znaczy, ze

1({Z; a jest wartoscia wlasna automorfizmu (7', puz)}) > 0. (3.21)
Nastepnie, zgodnie z lematem 2.4.7, « jest wartoscig wlasna automorfizmu 7'. Jest

to sprzecznosé z (3.3). W zwiazku z tym udowodnilismy (3.20),® co z kolei konczy
dowod twierdzenia. O

7 powyzszego wyniku (przez indukcje) otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 3.4.2. Jesli (X;, B;, i, T;) ;o jest ciggiem elementéw klasy Erg®, to

e} o0 o0 0
(n Xi7 ® Bi7 ® 223 H E) € Ergj_'
i=1 i=1 i=1 i=1

3Mozna tez byto uzy¢ lematu 3.2.7.
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3.5 Automorfizm, ktérego samopolaczenia sg roz-
laczne z automorfizmami ergodycznymi. Mnoz-
niki, a klasy charakterystyczne

Naszym celem w tym podrozdziale bedzie konstrukcja automorfizmu, ktérego wszyst-
kie samopolaczenia daja elementy nalezace do Ergt. Jednym z kluczowych elemen-
tow konstrukcji bedzie wykorzystanie wtasnos$ci PID. Potrzebujemy nastepujacego
wyniku:

Twierdzenie 3.5.1 (Ryzhikov, 1994). Zatozmy, ze uktad (X, B, n, T) ma wtasnosé

PID oraz rozwazmy automorfizmy (Y3, By, vi, S;i), i = 1,2. Jesli potgczenie A € J(T, S1, S5)

rzutuje sie jako miary produktowe na kazdej parze wspotrzednych, to
A= 1uQu Qus.

W dowodzie twierdzenia 3.5.3, uzyjemy kilkakrotnie nastepujacego wniosku z
powyzszego wyniku.

Whiosek 3.5.2. Niech n = 2 i niech (X;, By, i, T;), i = 1,...,n, bedg automor-
fizmami spetniajgcymi wtasnosé PID oraz rozwaimy automorfizm (Y,C,v,S). Jesli
potgczenie X\ € J(S,Ty,...,T,) rzutuje sie jako miary produktowe na kazdej parze
wspotrzednych, to

A=VR U Q...Q .

Dowdd. Do dowodu uzyjemy indukcji. Dla n = 2 rezultat wynika bezposrednio z
twierdzenia 3.5.1. Zatozmy, ze jest on prawdziwy dla pewnego n > 2. Udowodnimy,
ze wowczas wynik zachodzi rowniez dla n+1. Niech polaczenie A € J(S, Ty, ..., Th41)
bedzie parami niezalezne. Niech A bedzie rzutem miary A na Y x Xy x...x X, i niech
A bedzie rzutem miary A na przestrzeii X; x ... x X, 1. Na podstawie zalozenia
indukcyjnego otrzymujemy, ze

X:y®,u1®...®un P A=11® ... ® fnyr-

Teza wynika teraz z twierdzenia 3.5.1, biorac T := T}, .1, S1 := 515y :=Ty x...xT,.
ad

Glownym wynikiem tego podrozdziatu jest nastepujace:

Twierdzenie 3.5.3. Niech T : X — X bedzie homeomorfizmem zwartej przestrzeni
metrycznej X, zachowujgcym miare j. Niech

H= J pz dp(z)
X
bedzie rozktadem na sktadowe ergodyczne dla (T, p), gdzie Ty oznacza ergodyczne

dziatanie automorfizmu T na widknie odpowiadajgcym punktowi T € X. Zatézimy,
ze [t jest ciggtq miarg probabilistyczng oraz, ze spelnione sq nastepujgce warunki:
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e dla dowolnego punktu T € X istniejilzbz’o’r X < X, ktdrego dopetnienie jest
przeliczalne oraz dla dowolnego y € X mamy Tz L Tj;

o dla dowolnych =, 5 € X jesli Ty & Ty, to automorfizmy Ty 1 Ty sq izomorficzne;

o dla kaidego T € X automorfizm (Ty, pz) ma wlasnosé MSJ (w szczegdlnosci
ma wtasnosé PID).

Wtedy (T**,n) € Ergh dla kazdego n € Joo(T, ).

Dowdd. Wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnego n > 1 i dowolnego polaczenia n e
Jo (T, 1) mamy (7", 1) € Ergt. W przypadku n = 1 zauwazmy, Ze poniewaz miara Ji
jest ciagla, wiec (dzigki naszemu zatozeniu roztacznosci) dla aQu-p.w. (7,7) € X x X
mamy 7% L Tj. Stad, na mocy twierdzenia 3.2.1, otrzymujemy, ze T' € Ergt.

Niech 2 < n < oo, ustalmy n € J,(T,p) i niech (R,x) € Erg bedzie dowol-
nym automorfizmem ergodycznym. Niech ¢ € J((T*",n),(R,k)). Chcemy poka-
zac, ze 1 = n® k. Aby odrozni¢ n kopii przestrzeni X i przestrzeni sktadowych
ergodycznych X, oznaczamy odpowiednio przez X, dziedzine, za$ przez X prze-
strzen sktadowych ergodycznych automorfizmu T na k-tej wspotrzednej dla kazdego
k=1,...,n. Przypisujemy wspolrzedna n+ 1 do automorfizmu R, przy czym odpo-
wiadajacy rzut na pierwsze n wspolrzednych oznaczamy przez 7#%. Ponadto polozmy
X =X x...x X, iprzez 7ft-*n : X — X, x...x X, oznaczamy projekcje na
wspotrzedne kq, ... k,,. Rozwazmy rozklad na sktadowe ergodyczne automorfizmu
(T n), a wiec

n= J 1% d7j(X).
X
Mamy zatem réwniez nastepujacy rozktad miary :

w=L%m®-

Z jednoznacznosci rozkladu ergodycznego wynika, ze (%)% = nx, natomiast z

ergodycznosci automorfizmu R otrzymujemy (7). 05 = k. Zatem ¢ € J((T7", nx), (R, K))

dla 7-p.w. X. Aby pokazac, ze ¥ = n® k, musimy po prostu udowodni¢, ze
P =nx @k dlan-pw. xeX. (3.22)

Zauwazmy, ze Z(T*",n) > I(T) ® ... ® Z(T) i niech ¢ : X — X x ... x X,
bedzie odpowiadajacym odwzorowaniem faktoryzujacym. Dla kazdego k = 1,....,n
mamy g = (7%),n = {5(7%).nx d7(X). Tutaj miary (7%),ng sa T-niezmiennicze oraz
ergodyczne. Stad, z jednoznacznosci rozkladu ergodycznego, dla 7-a.e. x € X i dla
kazdego k = 1,...,n mamy

(Wk)*qﬁ,—( = (Wk)*n,—( = uz, dla pewnego 7x(X) = ﬂk(q(i)) =: T € Xy,

przy czym obrazem miary 7j poprzez odwzorowanie 7% o ¢ jest miara . Dlatego,
poniewaz [ jest ciagla, wiec otrzymujemy, ze dla kazdego ¥ € X mamy

ﬁ( {xe€X; pz, = pzyx) = pz dla pewnego k =1, ... ,n}) = 0. (3.23)
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W szczegolnosci, poniewaz istnieje tylko przeliczalnie wiele sktadowych ergodycznych
automorfizmu T izomorficznych z pz, to z (3.23) otrzymujemy, ze dla kazdego z € X
mamy

ﬁ({)‘( e X; (T, uz,) jest izomorficzny z (T, j1z)
(3.24)
dla pewnego k=1, ... ,n}) = 0.

Teraz, aby pokaza¢ (3.22), rozwazmy przypadki, ktore zaleza od postaci nx. A
doktadniej, rozwazamy liczbe wspolrzednych, na ktérych rzut daje odwzorowania
izomorficzne (przypomnijmy, ze 7 zalozenia sktadowe ergodyczne sa albo izomor-
ficzne, albo rozlaczne).

Przypadek 1: Brak skladowych izomorficznych. Niech D, ¢ X bedzie zbiorem
elementow spelniajacych nastgpujacy warunek (przypomnijmy, ze z; = 7/ (¢(X)))

(T, iz, ), - - -, (T, 1z, ) sa parami roztaczne. (3.25)

Nastepnie, na mocy wniosku 3.5.2 i zalozenia o wzajemnej roztacznosci, dla dowol-
nego X € Dy otrzymujemy

n’z:l’l’jl®"'®l’l’i’n' (326)
Nalezy rowniez zauwazy¢, ze dla 7-p.w. X € Dy automorfizm (R, k) jest rozlaczny
z automorfizmem (7', uz, ) dla kazdego k = 1,...,n. Rzeczywiscie, w przeciwnym

razie dla pewnego 1 < ko < n mieliby$my, ze

7 ({X e X; (T, fizy,) 1 (R, k) nie sa rozlaczne }) =
=n({zeX; (T,uz) i (R, k) nie sa rozlaczne }) > 0.
Zgodnie z lematem 2.3.54 i zalozeniami twierdzenia, zbiér rozpatrywany powyzej
moze by¢ co najwyzej przeliczalny. Jest to jednak sprzeczno$é¢ z faktem, ze miara
I jest ciagla. Zatem dla 7-p.w. X € Dy, automorfizm (R, k) jest rozlaczny z au-
tomorfizmem (7T, uz, ) dla dowolnego k = 1,...,n. W szczegolnosci, z (3.26), dla

kazdego takiego X miara 1x rzutuje sie na dowolng pare wspotrzednych jako miara
produktowa. Z wniosku 3.5.2 otrzymujemy, ze

wi:ni®’€7

dla B-p.w. x € Dy. To konczy dowod przypadku 1.

Przypadek 2: Istnieja sktadowe izomorficzne. Rozwazmy teraz elementy X € X
takie, ze z dokladnoscia do permutacji wspotrzednych istnieje m < n i indeksy

0= tly<tly <...<ly 1</, =ntakie, ze automorfizmy (7 M@k_ﬁl)’ (T, u@k)
sa izomorficzne dla dowolnego k = 1,...,m, a m jest najmniejsza liczba o tej wia-
snosci. Dla dowolnego m = 1,...,n — 1 oznaczmy przez D,, < X zbior elementow,

4Mierzalno$é zbioréw rozpatrywanych ponizej - patrz: podrozdziat 2.3.10.
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dla ktoérych istnieje doktadnie m grup indekséw w powyzszym rozktadzie. Pokazemy,
ze ten przypadek redukuje sie do przypadku 1.

Ustalmy m = 1,...,n — 1 i niech x € D,,. Niech {y,... /¢, beda liczbami
okreslonymi jak wyzej. Poniewaz miara 7z jest ergodyczna, wiec dla dowolnego
k= 1,...,m,rzut (7% 1t10%) ns jest miara ergodyczng dla odwzorowania 7' (% —4x-1)
(z dokladnoscig do izomorfizmu jest to samopolaczenie automorfizmu (7, usz, ).
Ponadto przypominajac, ze automorfizm (7, puz) ma wlasnos¢ MSJ dla dowolnego
T € X, otrzymujemy, ze miara,

(mhe-1t ety e jest produktem ry, < €, — £,_; samopolaczeni poza-diagonalnych.

Tak wiec miara nx jest w rzeczywistosci potaczeniem ry + ... + r,, automorfizmoéow,
takich, ze dowolne dwa z nich sa albo roztgczne, albo izomorficzne. W tym ostat-
nim przypadku miara ni rzutuje sie na odpowiadajace im wspotrzedne jako miara
produktowa. Stad, uzywajac wniosku 3.5.2, otrzymujemy, ze miara nx jest potacze-
niem produktowym rq +. ..+, sktadowych ergodycznych automorfizmu 7. Innymi
stowy, zredukowalismy problem do sytuacji, gdy (3.26) jest spelnione dla mniejsze;
liczby indeksow. Pozostala czesé dowodu przypadku 2. jest analogiczna do dowodu
przypadku 1., biorac n:=ry + ... +rp. O

Teraz skonstruujemy przyktad, aby pokazac¢, ze zbiér automorfizméw spetnia-
jacych zaltozenia twierdzenia 3.5.3 jest niepusty. W tym celu uzyjemy klasycznej
konstrukeji ciecia i ukladania® (ang. cutting and stacking), ktora definiuje tzw. klase
uktadow rangi 1. Mamy nastepujacy fakt, ktory jest szczegolnym przypadkiem wy-
nikéw Gao i Hilla |20] oraz Danilenki |§].

Stwierdzenie 3.5.4. Niech @ = (a,)nen € {0, 1} bedzie rozwinieciem dwdjkowym
liczby a € [0,1]. Niech T, : [0,1] — [0, 1] bedzie automorfizmem rangi 1 zdefiniowa-
nym poprzez procedure ciecia 1 uktadania w nastepujocy sposob:

e na kazdym kroku parametr ciecia (na kolumny) wiezy z tego kroku jest réwny 3;

o w kroku n dodajemy pietro nad pierwszq kolumng, jesli a,, = 0 albo nad drugq,
jesl a, = 1.

Zatozimy, ze |a — b| # % dla dowolnego k,l € N. Wtedy automorfizmy T, + T} sq
roztgezne. W przeciwnym wypadku sq¢ one izomorficzne.

Zgodnie z praca [30] (w ktorej rozwazano klasyczny przypadek automorfizmu
Chacona, tzn. a, = 1 dla wszystkich n > 1) i jej uogolnieniami (np. [8]) automor-
fizmy rozwazane w powyzszym stwierdzeniu sg stabo mieszajace i spetniaja wia-
sno$¢ MSJ. Zauwazmy, ze ciag wysokosci wiez w konstrukeji tnacej i uktadajacej
opisanej w powyzszym twierdzeniu jest uniwersalny dla wszystkich a € [0, 1].

Do szczegdlowego opisu tej ogdlnej metody konstruowania automorfizméw ergodycznych od-
sytamy do artykutu [13].
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Lemat 3.5.5. Odwzorowanie [0,1] 3 a — T, € Aut(X,v) jest dobrze zdefiniowane
i ciggte w [0, 1\Q.
Dowdd. Niech dla dowolnego k € N liczby a®) € [0, 1]\Q oraz

a® 5 a¢Q. (3.27)

Oznaczmy przez a*) = (a%k))neN oraz a = (ay,)neny 0odpowiednie rozwiniecia dwojkowe

liczb a®) oraz a. Musimy pokazaé, ze T,uy — T, w stabej topologii, tzn., ze dla
dowolnego zbioru mierzalnego A < X zachodzi zbieznos¢

V(Ta(k)AATaA) — 0. (328)

Ustalmy € > 0 i niech F} oznacza wieze otrzymang w kroku k konstrukcji automor-
fizmu rangi 1 ze stwierdzenia 3.5.4. Wéwcezas z okreslenia tej konstrukeji wynika,
ze dla dostatecznie duzego K; € N istnieje zbior A, = A.(K;) mierzalny wzgledem
Fy,, tzn. bedacy suma mnogosciows pieter wiezy Fi, taki, ze v(A.AA) < /3. Za-
uwazmy, ze A. jest mierzalny wzgledem Fj dla wszystkich k& > K. Poniewaz T,
i T, zachowuja miare v, wiec otrzymujemy

V(T A AT, A) < % oraz v(T,u A-AT,w A) < % (3.29)

Przypomnijmy, iz zbiezno$¢ (3.27) oznacza, ze wraz z rosnaca liczha k € N, ro-
$nie dtugosé poczatkowych blokéw ciagéow rozwinie¢ dwojkowych alf) = (a%k))neN
ia = (an)nen, ktore sie pokrywaja (a zatem poczatkowe wieze Fy sa dla T, i T,x)
takie same). Zatem istnieje taka liczba Ky > K, ze dla k > K5 mamy
V(T AL AT, AL) < % (3.30)

Zatem z (3.29), (3.30) i nieréwnosci trojkata wynika, ze dla k = Ky mamy
I/(Ta(k)AATaA) <eg,
co konezy dowod (3.28). O

Rozwazmy odwzorowanie S € Aut([0, 1] x X, Lebg 1) ® v) zdefiniowane w naste-

pujacy sposob
S(a,x) = (a, Tyx).

Wtedy, bioragc pod uwage stwierdzenie 3.5.4 i lemat 3.5.5, na podstawie poprzednich
uwag, automorfizm S spetnia zalozenia twierdzenia 3.5.3. W szczeg6lnosci mamy S €
Erg'.

Podsumowujac wyniki tego podrozdziatu, skoncentrujmy sie na dwoch nieoczywi-
stych konkluzjach. Po pierwsze pomimo tego, ze klasa (charakterystyczna) .# (Erg")

jest trywialna, klasa Ergt zawiera rowniez nietrywialne klasy charakterystyczne.® A mia-

nowicie, przywotujac definicje klasy charakterystycznej i w szczegolnosci klasy F(T)
z podrozdziatu 2.3.15, otrzymujemy nastepujacy:

6 Ciekawym problemem byloby wskazanie innych niz we wniosku 3.5.6 podklas charakterystycz-
nych zawartych w Erg?.
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Wnhniosek 3.5.6. Jesli T' spelnia zatozenia twierdzenia 5.5.3, to F(T) jest klasq
charakterystyczng zawartq w Erg*t.

Dowdd. Teza wynika bezposrednio z lematu 2.3.55, twierdzenia 3.5.3 i faktu, ze
dowolny faktor elementu Erg' nalezy réwniez do tej klasy. O

Po drugie istnienie automorfizméw spetniajacych teze twierdzenia 3.5.3 pokazuje
drastyczna réznice pomiedzy klasami Ergt oraz WM*. Rzeczywiscie, jak pokazano w
[38], automorfizmy, ktorych wszystkie samopotaczenia ergodyczne naleza do WM,
naleza rowniez do .# (WM™) (dlatego ta klasa mnoznikéw jest ogromna), a doktadna
charakteryzacja klasy mnoznikow klasy WM™ pozostaje otwartym problemem.



Rozdziatl 4

Ortogonalnos$¢ do ergodycznych
obrazow Markowa

4.1 Obserwacje przygotowawcze i pewne motywacje

Zanim sformutujemy gtéwny wynik tego rozdziatu, potrzebujemy pewnych obser-
wacji przygotowawczych. Przypomnijmy, Ze rozwazamy automorfizm T : (Z,u) —
(z, Tpu) dzialajacy na (X, p), gdzie automorfizmy widknowe T; sa ergodyczne. Wy-
nika z tego, ze rozszerzenie

T — T|gx = Idx jest relatywnie ergodyczne, (4.1)

tj. o-algebra generowana przez rzut na X pokrywa sie z o-algebrg Zr mod p. Roz-
wazmy teraz samopolaczenie A € Jo(T) takie, ze g, x = p® ji. Jesli f € L3(X, 1)
i ge L*(X, 1), to dla dowolnego N > 1 mamy

| r@a@ das@a) = - [ T 10T @) dAlxx o2
n<N
Przechodzac do granicy z N — o i uzywajac twierdzenia von Neumanna wraz z

faktem, ze X odpowiada Zp, otrzymujemy, ze

| 1@ Dres(w3) = [EG 1D @0l) dua)dnta) =
=ffdufgdu.

Mysx = O (12)
Jesli teraz f e LA(X,p) i f:= B,[f|X], to z (4.2) otrzymujemy

Stad mamy

E\[(f = D@ (f - NIX x X]=E\[f® f| X x X]-
—Eu[f I X]QE[f|X], (4.3)

85
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gdyz zachodzi
Ef@FIXxX]= (1@ DE[(fo1)|X xX]=fof  (*4)

gdzie ostatnia rowno$¢ wynika z (4.2). Ponadto zauwazajac, ze Fl Fyo(T), otrzy-
mujemy

f L Fuo(T) wtedy i tylko wtedy, gdy f — f L Fye(T). (4.5)
Dlatego w dalszej czesci bedziemy stale zaktadac, ze f spelnia
E[f| X] = 0. (4.6)

Aby zrozumieé, jak naturalne jest to zatozenie, przypomnijmy sobie najpierw pojecie
norm Gowersa-Hosta-Kry (w skrocie norm GHK) funkcji f:

I = Jim 2 37 [£oT" T, (4.7
h<H
i
I£]1200 = lim — 2 IfoT" F|% dla s > 1.
1,2
Z (4.7) wynika, ze
2
112 = ‘ de,u , jesli T jest automorfizmem ergodycznym. (4.8)

Uwaga 4.1.1. Jesli T' = 1d, to || f|. = || f]|z2-

Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia von Neumanna, | f|l,. = {|E[f | X]|*dn

Naszym celem jest badanie (ograniczonych) funkcji arytmetycznych w poprzez
stowarzyszone uktady Furstenberga (X, x,S), k € V(u), dla ktorych rozwazamy
f = mo. Innymi stowy, biorac pod uwage ciag (Ny), ktory zadaje uklad Fursten-
berga k € V(u), mozemy zdefiniowaé¢ |ul,s jako ||mol,s dla uktadu (X, k,S). W
szezegbdlnosci mowimy, ze |ul,s = 0, jesli ||moll.s = 0 dla wszystkich k € V(u).
Stad w problemie klasyfikacji funkeji arytmetycznych w, ktore sa ortogonalne do
uktadow monoergodycznych, zatozenie (4.6) jest teraz wyjasnione przez nastepu-
jacy klasyczny wynik (patrz takze: Section 3.4.1 w [14]):

Stwierdzenie 4.1.2. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) |uf = 0.

(b) Dla kazdego ciggu (Ny) definiujgcego uktad Furstenberga funkcji w mamy

hmsuphm—Z‘ Z n—i—h‘ =0

How ko Ny heH

(tj. wltasno$é ,zerowej Sredniej na typowym krotkim przedziale”).
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(c) Eqlmo|Zs] =0, dla dowolnego k € V(u).

(d) limp o0 7 Doy 00 S" =0 w L*(Xy, k) dla kazdego r € V(u).

Przypomnijmy, ze podstawowe informacje na temat funkcji multyplikatywnych,
ograniczonych przez 1 i ich odlegto$ci multyplikatywnej D mozna znalezé w roz-
dziale 2.5.

Uwaga 4.1.3. Przelomowe twierdzenie autorstwa Matoméki i Radziwitta [39] im-
plikuje warto$¢ zerowa pierwszej normy GHK dla wielu klasycznych funkeji (ape-
riodycznych) multyplikatywnych, takich jak funkcje Liouville’a lub Mébiusa. Ale
istnieja rowniez pretensjonalne funkcje multyplikatywne u, dla ktorych |uf, = 0.!
W rzeczywistosci, wszystkie funkcje multyplikatywne udajace, ze sa niegtéwnym cha-
rakterem Dirichleta y posiadaja te wlasnosé. Istotnie, jak pokazano w [17], uktady
Furstenberga wszystkich takich funkcji arytmetycznych sa ergodyczne, wiec (biorac
pod uwage (4.8)) nasze twierdzenie zachodzi, gdy wiemy, ze maja one srednia M (u)
rowng zero. Aby zobaczy¢ to ostatnie stwierdzenie, zauwazmy, ze dla niegtéwnego
charakteru Dirichleta x mamy D(x,n") = oo, dla wszystkich t € R i D(u, ) < oo.
Z tego wynika, ze D(u,n') = oo, gdyz multyplikatywna ,odleglto$¢” D spelnia nie-
rownosé trojkata. Teza wynika teraz z twierdzenia Haldsza (patrz: uwaga 2.5.6).

Uwaga 4.1.4. Zauwazmy, ze jesli wszystkie uktady Furstenberga funkcji uw sa iden-
tycznosciami, to ||u, > 0 chyba, ze (pseudo)norma Besicovitcha |u|p jest rowna 0
(patrz: rozdzial 2.5). Rzeczywiscie, jesli w definicji normy u' funkcji f automorfizm
T jest identycznoscia, to | f|.: = | f|lz2 (patrz: uwaga 4.1.1). Stad, zgodnie z obser-
wacja w [25], wszystkie nietrywialne, wolno zmieniajace sie funkcje maja dodatnia
pierwsza norme GHK. W szczegblnosci dla wszystkich charakterow Archimedesa
mamy [n®|, > 0.

Ponadto, jak zauwazono w [25], wszystkie tzw. MRT-funkcje sa nietrywialne i
aperiodyczne oraz identycznosé jest jednym z ich uktadow Furstenberga. Zatem dla
wszystkich takich funkeji ich u!-norma jest réwniez dodatnia.

Rozwazmy kilka przyktadoéw funkeji ortogonalnych do ergodycznych obrazow
Markowa.

A. Jedli automorfizm T jest ergodyczny, to wszystkie funkcje f € L*(X, i) znaj-
duja si¢ w obrazie operatora Markowa ®4 ,, gdzie A, oznacza polaczenie dia-
gonalne na (X, u). Zatem funkcja zerowa jest jedyna funkcja ortogonalna do
wszystkich ergodycznych obrazéow Markowa.

B. Jedli dla i ® pi-p.w. (7,7') € X x X mamy Ty L Ty, to na mocy twierdze-
nia 3.2.1 wszystkie funkcje o zerowej Sredniej sa ortogonalne do wszystkich
ergodycznych obrazéw Markowa.

1Oczywiscie kazda okresowa funkcja multyplikatywna o §redniej zero ma zerowa pierwsza norme
GHK (np. funkcja n +— (—1)"*! ma te wlasnosé).
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Stwierdzenie 4.1.5. Zatdzmy, ze dla dowolnego T € X mamy Ty = S (innymi
stowy, T =1dg x S, gdzie S jest automorfizmem ergodycznym). Wtedy dla dowolnej
funkegi f € L*(a@v), f L Fueo(T) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcjqg mierzalng
wzgledem X .

Dowdd. Zalozmy, ze f L Fyeo(T). Nastepnie, rozwazmy polaczenie p € J(T,5),
w ktéorym taczymy diagonalnie S z samym soba, a cze$¢ X w sposob niezalezny
od Y. Korzystajac z lematu 2.3.62 (zastosowanego do wlasnie zdefiniowanego p),
dla kazdego g € L3(Y,v) i ji-p.w. T € X mamy

L £(E.9)g(y) dv(y) = 0. (4.9)

Ten zachodzacy ji-p.w. warunek ma miejsce, jesli rozwazymy przeliczalny liniowo ge-
sty zbior funkcji g € L2(Y). Wynika z tego, ze dla ji-p.w. 7 € X, funkcja y — f(Z,9)
jest v-p.w. rowna §,, f(Z,y) dv(y), tj. f jest f®v-p.w. rowna funkcji zaleznej jedynie
od Z.

Odwrotnie, jesli f jest X-mierzalna, to fakt, ze f L Fi.o(T) jest konsekwencja
roztaczno$ci miedzy identycznosciami a uktadami ergodycznymi. 0O

4.2 Charakteryzacja elementoéw przestrzeni F,.(T)*

Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.2.1. Zatdzmy, ze f € L3(X, u) spetnia (4.6). Wowczas f L Fyo(T)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich miar A € Jy""8(T) mamy

Exlf®f|X x X](z,7') =0
dla i ® p-p.w. (Z,7')e X x X.

o Zauwazmy, ze \ € J3 (T wtedy i tylko wtedy, gdy Mgy x = A® [ i Irxr
jest o-algebra generowana przez rzut na X x X modulo .

e Przy zalozeniu \ € JREE(T) BN\ @ f|X x X|(7,7) = 0 dla i Q j-p.w.
(z,7') € X x X wtedy i tylko wtedy, gdy limy_,q % DN (fRf)o(T'xT)" =0
w L*()\) (z twierdzenia von Neumanna).

e Zauwazmy rowniez, ze (zakladajac prawdziwosé twierdzenia 4.2.1) ze wzgledu
na wniosek 2.3.66 otrzymujemy: f L F(T) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich A\ € Jo(T) mamy E,[f ® f|X x X](z,7') = 0 dla i ® ji-a.a.
(z,7') e X x X.

e Aby zapozna¢ sie z innym réwnowaznym warunkiem (waznym dla zastosowari),
zobacz wniosek 4.6.2.

Uwaga 4.2.2. Z twierdzenia 4.2.1 wynika bezposrednio, ze jesli f € L§(X, y1) spetnia
(4.6) i f L Fue(T), to dla kazdego g € L*(X, i) mamy gf L Fyo(T).
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Uwaga 4.2.3. Jedli nie chcemy zaktadac¢ (4.6), to teze Ex[f® f | X x X|(z,2') = 0,
biorac pod uwage (4.3), nalezy zastapi¢ przez

() Ef@f]X xX](@2) = E,(f | X)(@) E.(f] X)(@)
dla i @ p-p.w. (Z,7") € X x X. Na przyklad, jesli rozwazamy funkcje u taka, ze
wszystkie stowarzyszone z nig uklady Furstenberga sg identycznosciami, to jedynym
samopoltaczeniem, ktore musimy wzia¢ pod uwage (gdyz X = X), jest miara produk-
towa, a zalozenie (*) jest spetnione. Zobaczymy po7niej (patrz: stwierdzenie 4.5.1),
ze w tym przypadku funkcja uw bedzie ortogonalna do wszystkich uktadéw monoer-

godycznych, nawet jesli funkcja 7y nie spelnia (4.6).

Aby udowodni¢ twierdzenie 4.2.1 bedziemy jeszcze potrzebowali ponizszych ob-
serwacji:

Lemat 4.2.4. Niech p € J(T, R), gdzie R jest automorfizmem ergodycznym. Po-
tozmy X := p*ope Jo(T) (tj. X jest jedynym samopotqgczeniem automorfizmu T, dla
ktdrego @) = ®% 0 ®,). Wtedy M| x = i ® fi.

Dowdd. Poniewaz R jest ergodyczny oraz Id € Ergh, wiec p|gy, = ji ® k. Oznacza
to, iz ®,|12(x,5) = 0. Zgodnie z definicja miary A mamy

(I))\|L(2)(X,;]) = ‘I’: © q’ph%(iﬂ) =0,
skad Mg, x = A®f. O

Przy zatozeniach lematu mamy
p= | pedata).
X

gdzie pz € J(Tg, R) dla ji-p.w. 7 € X. Co wiecej, dezintegrujac A nad X x X,

uzyskujemy
Aza = Py © P (4.10)

przy czym Az w € J(T%, Tw). Rzeczywiscie,

Py =dr0®, = L @5 di(r) o L{ ®,, dp(z') = f D5 0, di(T)di(T’).

XxX
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4.3 Dowod twierdzenia 4.2.1. Dostatecznosé

Wezmy dowolny automorfizm ergodyczny R przestrzeni (Z, D, k) i niech p € J(T, R).
Niech A = p* o p € Jo(T). Z lematu 4.2.4, Ng,x = g ® [ i stad, na mocy wnio-

sku 2.3.66,
1

A= f A dt,
0

gdzie \, € JYP8(T). Rozwazamy zatem funkcje f € L2(X, u) taka, ze
Ex[f®fIX x X]=0 a® fi-p.w.,
skad Ex[f ® f | X x X] =0 g ® ji-p.w. Stad, biorac pod uwage (4.10), dla 7 € X,

(jesli z € X,,, to w ponizszym rachunkach zamieniamy v na v,,)

0= E\[f® f| X x Xz %) :ff@)fdxm, _

~ [0 Dl = [ @) 20

dla i ® i-p.w. (7,7') € X x X. Z (2.25) wynika, iz musimy jedynie pokaza¢, ze
D,(f) =0, gdzie @, : L*(X, ) — L*(Z, k). Punkt Z € X nazywamy ,dobrym”, jesli

p{a’ e X; @, (f) L@, (f)}) = 1.

Poniewaz zbior punktéw (Z, ') takich, ze ®, (f) L @, (f) jest borelowski, wiec na
mocy twierdzenia Fubiniego zbiér GG ,dobrych” punktéw ma pelng miare. Potézmy

C:={reX; ®,(f)#0}.

Przypusémy, ze i(C) > 0. Wtedy a(GnC) = i(C) > 0. W zbiorze C'nG wybierzmy
maksymalny podzbior {Z,; n > 1}, tak aby ®,. (f) L ®,. (f) dlan # m (ten zbior
jest przeliczalny, poniewaz L*(Z, k) jest przestrzenia osrodkowsa, a istnienie tego
maksymalnego zbioru wynika z lematu Zorna). Niech

B, :={7€X; D, (f) L @ps, ()}
Wtedy i(B,) =1 i dlatego
u(ﬂBanmC’> > 0.
nz=1

Jednak dodanie dowolnego punktu z € (), ., B, "G n C tworzy wieksza rodzine niz
zbior {Z,; n = 1}, co jest sprzeczne z maksymalnoscia tego zbioru.
Wynika z tego, ze zbiér C' ma miare zero, co implikuje réwnosé¢ ®,(f) = 0.
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4.4 Dowodd twierdzenia 4.2.1. Koniecznosé

(Przez kontrapozycje.) Zalozmy, ze istnieje polaczenie A € J3™8(T), dla ktorego
twierdzenie nie zachodzi. Bez utraty ogolnosci zaktadamy, ze f jest funkcja o war-
tosciach rzeczywistych i, ze dla (z, ') nalezacych do pewnego zbioru o dodatniej
mierze (1 @ i mamy

Es[f® f| X x X]|(7,7) ff@)fcum, -0,

Zatem z twierdzenia Fubiniego wynika, ze istnieje punkt Zo taki, ze dla T z pewnego
zbioru A < X o mierze dodatniej,

Jf@fd)\mo > 0.

Niech R = T}, (jest to automorfizm ergodyczny, zakladamy rowniez, ze Ty € Xo),
a p € J(T,R) definiujemy przez polozenie (por. podrozdzial 2.3.7) p := § p; du(Z),
gdzie p; = Az z, dla € A oraz p; jest miara produktowa w przeciwnym przypadku.
Latwo otrzymujemy, uzywajac (4.6) dla otrzymania trzeciej rownosci w ponizszym
ciagu, ze

Jq)p(f)-fdu:Jf@fdp:

J Jf@fdpx)du( J Jf@fdpx)du()> 0.

4.5 Ortogonalnos$¢ i ergodyczne obrazy Markowa

Stwierdzenie 4.5.1. Niech u : N — D. Wiedy w 1 UE wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
dla kazdego uktadu Furstenberga k € V(u), mo L Fyeo(Xu, K, 5).

Dowdd. = (przez sprzeczno$é¢) Przypusémy, ze dla pewnej miary x € V(u) ist-
nieje uktad ergodyczny (72,7, R') i potaczenie p' € J((R',V'), (S, k)), dla ktorych
Ty & Im(<I>p/|Lg(Z/7,,/)). Stosujac twierdzenie Jewetta-Kriegera, uzyskujemy, ze ist-
nieje uktad monoergodyczny (Z,v, R) i polaczenie p € J((R,v),(S,k)) takie, ze
mo £ Tm(®p|12(7,)) (W L?(k)). Z tego wynika, ze istnieje funkcja f € C(Z) o zerowej
sredniej taka, ze §, ®,(f)modr # 0, innymi stowy {,  f®modp # 0. Niech (N,,,)
spelnia NLmZn<Nm dgny — K. W $wietle twierdzenia 2.4.14 istnieje ciag (z,) < Z i
podciag (N, ), dla ktorych

D

mé NN,

a zbior {n > 1; z, # Rz,_1} jest zawarty w podzbiorze N postaci {b; < by < ...},
gdzie bg,q — bk — 0. Dokladajac, w razie potrzeby, wiecej elementow b, do tego
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b 41
by

Ky := max{k; by < N,,,}, otrzymujemy hmgﬁoo;; = 1. Wynika stad, ze

zbioru, mozemy réwniez zalozyé, ze limy .o = 1. W ten sposob, definiujac

1
0¢Jf®”°dp:}l%zv

= lim — Z ( Z f(R”_b’“zbk)u(n)).

<Ky bk n<bk+1

Jednakze, ta ostatnia granica wynosi 0, na mocy twierdzenia 2.4.15 i naszego zato-
zenia ortogonalnosci dla w, a wiec otrzymaliSmy sprzecznosé.

< (przez sprzeczno$c¢) Niech (X, T) bedzie uktadem monoergodycznym. Przy-
pusémy, ze dla pewnego podciggu (N;) mamy Nik Yinen, f(IMz)u(n) :=c # 0 (dla
pewnej funkcji f € C(X) o zerowej $redniej i x € X) oraz

1
A Z O(Trg,5ru) = P-
’nﬁNk,
Wowcezas miara p jest polaczeniem, p € J((T, ),( K)), gdzie v jest jedyna (ergo-
dyczna) miara niezmiennicza dla T, a k € V(u). Z drugleJ strony,

c=Jf®7r0dp—JlEpf|X o dK,

co jest sprzecznoscia, poniewaz uklad (7, v) jest ergodyczny. O

Uwaga 4.5.2. Jesli zatozymy, ze M(u) = 0 (co jest rownowazne E,|my] = 0 dla
kazdego uktadu Furstenberga k funkcji w), to w powyzszym twierdzeniu mozemy
zastapi¢ Fiyeo(Xu, K, S) przez Fye(Xy, k, S).

Uwaga 4.5.3. Zauwazmy, ze w dowodzie dwukrotnie uzyliémy monoergodycznosci:
kazdy uktad ergodyczny ma model monoergodyczny, a nastepnie uzyliSmy twier-
dzenia 2.4.15 dla monoergodycznych modeli orbitalnych. Poniewaz te ostatnie mo-
dele nie sa (ogodlnie rzecz biorac) minimalne, pojawia sie pytanie, czy ortogonalnosé
wzgledem wszystkich uktadéw monoergodycznych jest tym samym co ortogonalnosé
wzgledem wszystkich uktadow $cisle ergodycznych.

Uwaga 4.5.4. Jesli wszystkie uktady Furstenberga u sg identycznosciami, to funk-
cja u jest ortogonalna do wszystkich uktadéw monoergodycznych. Stad (patrz: [25])
wszystkie funkcje wolno zmieniajace sie w $redniej (patrz: (2.43)) sa ortogonalne
do wszystkich uktadéw monoergodycznych. W nastepnym podrozdziale rozwazymy
problem Boshernitzana w klasie funkcji multyplikatywnych.

4.6 Warunek ortogonalnosci do ergodycznych obra-
zOW Markowa

Potrzebujemy nastepujacego lematu (relatywizujacego przypadek rozkladu na skla-
dowe ergodyczne).
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Lemat 4.6.1. Niech R bedzie automorfizmem przestrzeni (Z,D, p) i niech pod-o-
algebra A < Tg bedzie jego faktorem. Zatozmy, ze p = Sé prdQ(t), gdzie py sq mia-
rami R-niezmienniczymi i A = Zr mod p; dla Q-p.w. t € [0,1]. Niech f € L*(Z, p)
i E,[fIA] =0 dla Q-p.w. t€[0,1]. Wtedy E,[f|Zr] = 0.

Dowdd. Oznaczmy Fy, = §, |5 D,.cn f o R[> dp. Wowezas dla Q-p.w. ¢ € [0,1]
mamy limy . Fiv¢ = 0 (w L*(Z, p;)), na mocy twierdzenia von Neumanna i naszych
zatozen. Z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej Lebesgue’a otrzymujemy, ze
im0 Sé Fy.dQ(t) = 0. To znaczy,

! 1 2 1
= i - ”‘ddtzl'J‘— "
o= tim | (|5 X ror| an)iaw = pm | | 5 e n

Ponownie, z twierdzenia von Neumanna wynika, ze E,[f|Zz] = 0. ©

2
dp.

Powracajac do naszego kontekstu, z wniosku 2.3.66, twierdzenia 4.2.1 i lematu 4.6.1,

uzyskujemy nastepujacy wniosek:

Whiosek 4.6.2. Zaldzmy, ze f € L3(X, p) spetnia (4.6). Wiedy f 1 Fyo(T) wiedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich samopotgczen X € Jo(T) spetniajgcych N x5z = RO,
mamy Ex[f ® f|Zrxr] = 0.

Uwaga 4.6.3. Powyzszy wniosek daje pelne rozwigzanie problemu Boshernitzana.
Aby sprawdzi¢, czy f L Fyo(T) i zakltadajac, ze E(f|X) = 0, wystarczy (i jest to
jednoczesnie warunek konieczny) wykazaé, ze

S (rone @<y ir-o

n<N

1
) Alflinoo XxX ‘N
dla wszystkich samopolaczen A\ € Jo(T), dla ktorych Mgy x = 0 ® fi. Gdy rozwa-
zymy uklady Furstenberga funkcji arytmetycznej u (spelniajace warunek: ,zerowe;
$redniej na typowym krotkim przedziale”), to f = mp, a warunek (x) jest wyrazony
kombinatorycznie (tj. wyrazony w kategoriach wtasnosci funkeji w), zobacz stwier-
dzenie 4.1.2 i nastepne podrozdzialy.

Uwaga 4.6.4. Jesli T' | Erg, to oczywiscie kazda funkcja f spelniajaca warunek
E(f|X) = 0, jest ortogonalna do wszystkich obrazow ergodycznych, ale mozemy
rowniez zauwazy¢, ze warunek (=) jest trywialnie spetniony, poniewaz kazde samo-
polaczenie A jak powyzej, bedzie po prostu miara produktows (poniewaz rozszerzenie
T — Id|x jest domkniete).

Uwaga 4.6.5. Zauwazmy, ze jesli Nz x = & ® fi, to (chyba, ze automorfizm T
jest ergodyczny) miara A nie moze by¢ potagczeniem wykresowym Ag dla elementu

S z centralizatora C(T') automorfizmu 7. Rzeczywiscie, jesli S € C(T), to S musi
zachowywacé sigma-algebre zbior6w niezmienniczych. Otrzymujemy

Aslgxx = As,

gdzie S := S|g. Ale Ag # i ® ji chyba, Ze przestrzen X redukuje sie do jednego
punktu.
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4.7 Przyklady ciagoéw ortogonalnych do wszystkich
ukltadéw monoergodycznych

Przyktady takich ciagow zawarte sa w pracy |7] i sa to ciagi zardwno generujace dla
miar z Ergt jak i spoza tej klasy. W tym podrozdziale przedstawimy inne podej-
Scie (wykorzystujace twierdzenie 2.4.14) do konstruowania ciaggéow ortogonalnych do
wszystkich uktadéw monoergodycznych.

Lemat 4.7.1. Niech (X, T) bedzie uktadem topologicznym i niech cigg (x,) < X
spetnia nastepujgee warunki:

(1) gestosé zbioru {n € N; x,,.1 # Tx,} wynosi zero,

(ii) ciag (x,) jest quasi-generujocy wzdtuz podciggu (Ny) dla miary v € #(X)
(por. twierdzenie 2./.1/).

Wtedy v jest miarg T-niezmienniczq.

Dowdd. Zadany fakt jest oczywisty, biorac pod uwage catki funkcji f, foT € C(X).
O

Uwaga 4.7.2. Przypomnijmy, ze (ii) oznacza, iz
1
fim 3 () = | Fav
ngNk

dla wszystkich funkcji f € C'(X). Powstaje ogolny problem istnienia ciaggoéw spelnia-
jacych (i). Lemat o podnoszeniu (Lifting Lemma), patrz: twierdzenie 2.4.14, daje
istnienie takiego ciagu (z,), ktory spelnia zaréwno (i), jak i (ii) wzdtuz podciagu
ciagu (NVy); jednak nie kontrolujemy innych podciagow.

Lemat 4.7.3. Zaloimy, ze (Z, R) jest innym uktadem topologicznym, w ktérym z

jest punktem generujgeym dla miary k (ktora musi byé elementem przestrzeni 4 (Z, R)).

Zatozmy, ze
1
v D Saprrny = pEM(X x Z).
néNk
Wtedy miara p jest T x R-niezmiennicza.

Dowdd. Ciag (x,, R"z) jest quasi-generujacy dla miary p wzdtuz podciagu i rowniez
spelia warunek (i) z lematu 4.7.1 zastosowanego do T' x R. O

Lemat 4.7.4. Zatdimy, ze w lemacie /.7.1 dodatkowo mamy (X,v,T) € Erg" dla
dowolnego podciggu (Ny), wzdtuz ktérego mamy zbieinosé, tj. dla kazdej miary
veV((x,)). Wowezas dla kazdej funkeji f e C(X) mamy

(u(n) := f(z,)) L UE.
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Dowdd. Wezmy dowolny uktad monoergodyczny (Z, R) (7 jedyna miara R-niezmiennicza
k). Zalozmy, ze dla pewnego podci@gu (Ng) i 2z € Z mamy

T Z 5 (zn,R"z) p-
n<Ng

Z lematu 4.7.3 wynika, ze p € # (X x Z,T x R), a ponadto, miara p rzutuje sie
odpowiednio na miary v i k. Stad, dla kazdej funkcji g € C(Z) o zerowej (wzgledem
miary k) $redniej, mamy

1
lim — u(n R"ZZJ ®d=f dl/-f dk =0
’“*@Nkn;vk (n)g(R"2) f®gdp=|f g
ze wzgledu na roztacznosé uktadow (X,v,T) i (Z,k, R). O

Uwaga 4.7.5. Zalézmy dla uproszczenia, ze funkcja f : X — C ma modut réwny 1.
Zauwazmy, ze w powyzszym lemacie, jesli dla ciggu v mamy

- Z 5snu—>f€

n<Nk

— Z Op, — U,

’I’L<Nk

to dla wszystkich m;, (; € Z (i = 1,...,r), jesli potozymy g := [[,_, 7k | to uzywajac
(i) z lematu 4.7.1 do uzasadnienia piatej rownosci oraz (ii) dla ostatniej, mamy

1 oy
qugd/izlliglF Z g(S"u) =

k

n< Ny
—hm— Z 1_[71' (S"u) =
n<Nk I<r
3 [Jut, -
koo N, ¢
n< Ny i<r
“m gy 3 [0 nm)”
n< Ny i<r
= Jm oy X 10 ) JH ST
—
kn<Nk i<r i<r

Wynika z tego, ze dla dowolnego H > 1,
‘—ZT{'OOS ‘ dHZf ‘—Z foT ‘ dv.
qu H h<H xH h<H
Stad, korzystajac z twierdzenia von Neumanna, otrzymujemy, ze

E,|f|Zr] = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy E.|m|Zs] = 0. (4.11)
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W $wietle stwierdzenia 4.1.2, przy dodatkowym zatozeniu E,[f |Zr] = 0, dla kaz-
dej miary v, dla ktorej ciag (x,) jest quasi-generujacy, ciag u, ktory otrzymujemy,
spehia |u/, = 0.

Uwaga 4.7.6. Jesli dodatkowo zatozymy, ze uklad topologiczny (X, T) ma zerowa
entropie topologiczna i, ze zbior {n € N; z,,1 # Tz,} ma posta¢ {b; < by < ---}
z bgi1 — by — oo, to clag u = (f(z,)) ma rowniez zerowa entropie topologiczna
(patrz [2], dowdd Corollary 9).

Podamy teraz przyktady ciggow, ktore sa ortogonalne do wszystkich ukladow
monoergodycznych. Ustalmy liczbe niewymierna a € [0, 1). Zdefiniujmy ciag (w,) < T2
w nastepujacy sposob:

(a,0), (20, 0), (20v, 20), (2cv, 4av), (2cx, 6cv), . . .

- (ke 0), (ka, ka), . .., (ka, (B2 — Dka), ... (4.12)

Ten ciag sktada sie z fragmentéow indeksowanych przez k = 1: na etapie k bie-
rzemy (ka,0) i poczatkowy fragment jego orbity o dlugosci k2 poprzez automorfizm
T : (x,y) = (z,z +y) na T?. Twierdzimy, ze zdefiniowany przez nas ciag jest
generujacy dla miary v = Leby ® Leby. Rzeczywiscie, aby to zobaczy¢, najpierw
zauwazmy, ze musimy sprawdzi¢ tylko przypadek N = 12 4 22 4 ... + L?, poniewaz
prawa strona jest rzedu L?, podczas gdy nastepny fragment z definicji (w,) ma diu-
gos$¢ (L +1)2, ktory jest rowny o(1) wzgledem N. Dla ustalonych r, s € Z, rozwazmy
F(x,y) = e2™(r#+sy) (sprawdzamy staba zbieznoéé naszego ciaggu na charakterach
grupy T?). Zalézmy najpierw, ze s # 0, wtedy mamy

k2—1 1 627rik25ka -1
2mirka 2misjka __ 2mirka
-— g = E e E e = — E e —_———.
N 62mska -1
n<N k<L 7=0 k<L

Ustalmy €9 > 0. Nastepnie zauwazmy, ze jesli L jest wystarczajaco duze, to
‘{k <L ‘e%“f(m) - 1‘ > 50}‘ > (1— 3e0)L

i dla kazdego £ w tym duzym zbiorze mamy

Z 2misjha _ 1/50)

Dla pozostalych k < L takie sumy sa ograniczone przez k2. Tak wiec, pamiectajac,
ze Y m? = s M3 + O(M?), otrzymujemy

L

‘% >, Fluwn) <%ZO(1/60)+% YRS
n<N k=L(1-320)
(1/50)% %(;L?’ — %(L(l —3e0))% + O(L2)) _
= o(1) + 0e) + AL = (1) 4 0(c0),

N
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gdy L — co.
Teraz zajmiemy sie przypadkiem (s = 0,7 # 0). Uzywajac formuty Abela, otrzy-
mujemy

- Z _ Z ]{72 2mikra _

n<N 1<k<L | (413)
_ = Z ,] . ] . 1 ) Z p2mikra.
l<j<L j<k<L

Dla ustalonego gy > 0, rozwazamy te j, ktore sa mniejsze niz (1 — gg)L. Ot6z dla
takich 7 mamy

1 - 1 2 1
- TIRT X < i — _O 1 ,
L—j+1j<;<Le 50L‘1—62mm pOW/e)
a poniewaz
1 . . .
v 2 - U-D)L-j+1) =1
1<j<L
(odpowiada to (4.13), gdy r = 0), wiec otrzymujemy
1 2mikra 1
~ 2 @G- e = —0(1/e0).
1<y<(1—eo)L j<k<L

W pozostalych przypadkach, odpowiadajacych sytuacji j > (1 — &¢) L, uzywamy po

prostu
Z e27rikra

j<k<L

= O(gol),

aby uzyskac
1 -2 . 2 2mikra 1 3
¥ oo P-G-10) Y e = 50 = Of).
(1—e0)L<j<L j<k<L

Ostatecznie mamy (dla s = 0,7 # 0)

F(w,)

<N

1
= ZO(l/go) + O(ep),

Ly

co pokazuje, ze ciag (w,) jest generujacy dla miary Leb ® Leb.

Zastosujmy teraz lemat 4.7.4 do automorfizmu T : T> — T? T(z,y) = (z,x +y)
(rozpatrywanego z miara Lebr:) i funkeji f(z,y) = €™ oraz do ciggu (4.12), aby
uzyskaé, ze ciag

]_7 17 6271'1204’ 62#14(17 627rz6o¢7 o

o], e2rika 6271'7;(]{271)]6& o (414)

jest ortogonalny do wszystkich uktadéw monoergodycznych.
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Uwaga 4.7.7. Zauwazmy, ze w powyzszym przyktadzie mogliby$my oczywiscie ,rzu-
towa¢” ciag (w,) na pierwsza wspolrzedna, otrzymujac ciag generujacy dla miary
Lebr (przypadek s = 0). Jednakze nietrudno spostrzec, ze tak otrzymany ciag be-
dzie funkcjg arytmetyczng wolno zmieniajaca sie w $redniej (a wiec w sposob oczy-
wisty ortogonalna do wszystkich uktadow monoergodycznych) w przeciwienstwie do
ciagu (4.14).

Uwaga 4.7.8. Zauwazmy, ze L := {u € [®(N);u L UE} jest podprzestrzenia’
przestrzeni [*(N) i ponadto L jest domkni¢ta w pseudonormie Besicovitcha || - | 5.

Rozwazmy automorfizm T'(z,y, 2) = (z,y+ z, z + x + ) przestrzeni (T?, Lebrs),
gdzie « jest liczba niewymierng. Przypomnijmy, ze ten automorfizm jest samopota-
czeniem rzedu 2 odwzorowania (x,y) — (z,y + x) (na przestrzeni (T2, Lebr2)) oraz,
ze automorfizm T nie nalezy do klasy Erg’ (patrz: przyktad 3.3.1).

Niech

Fi(x,y,z) = e?™, Fy(z,y,z) = e2miz,

Zauwazmy, ze funkcje te sa ortogonalne do wszystkich ergodycznych obrazéw Mar-
kowa, gdyz sa elementami przestrzeni L? odpowiadajacych faktorom, ktore naleza
do klasy Erg’. Polozmy

F(Z’,y,Z) = Fl(x7y72) + FQ(;E?yu Z)'

Wowezas tak okreslona funkcja F' jest ortogonalna do wszystkich ergodycznych obra-
z6w Markowa. Pokazemy jednak, ze najmniejszym faktorem automorfizmu 7', wzgle-
dem ktérego funkcja F' jest mierzalna, jest cala o-algebra i stad otrzymamy, iz funk-
cja F' nie jest mierzalna wzgledem jakiegokolwiek faktora, ktory nalezy do klasy
Ergt.

Pokazemy, ze proces stacjonarny (F o T™),cz rozdziela punkty przestrzeni T2.
Rzeczywidcie, przypusémy, ze

) ) . . ., . ) .,
627rznw(627rzy + 627rzna627rzz) — 627r7,nac (627rzy + eZmnaesz )
dla dowolnej liczby n € Z. Stad
. o . . . .y . .
e27r2n(z x )(627sz + eQTrma62mz) _ eQTrzy + e27rzna62mz (415)

dla dowolnej liczby n € Z. Biorgc modut po obu stronach, otrzymujemy

‘1 + 62mna€2m(z—y)

_ ‘627rzy + 627rzna627rzz _

) oy
_ ‘1 + e?mna627r7,(z y')

2Zauwazmy, ze jezeli ciagi u i v sa wyznaczone przez uktady dynamiczne z ErgL, tou+velL,
ale cigg u + v niekoniecznie jest wyznaczony przez uklad z Erg™.
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dla dowolnej liczby n € Z. Zatozmy, ze e>™—¥) = ¢2mi(<'=v) Wybierzmy liczby ¢, w

taki sposob, aby gyrav — —(z —y) mod 1, gdy k — c0. Wowcezas

2 = lim |1 + 2™ e2mi(z'—y)
k—o0

_ ‘1 + 627ri(z’—y’)6—27ri(z—y) :

co nie jest mozliwe. Zatem mamy

e271'1'(z—y) _ 627ri(z'—y’)‘ (416)
Z (4.15) otrzymujemy, ze
627rin(:n—$')627r7,y (1 + 627r'm,a€27rz(z y)) 627r1,y (1 + 627rzna 2mi(2’ y))

wiec z (4.16) mamy®
p2rin(e—a’) _ 2mi(y —y) (4.17)

dla dowolnej liczby n € Z (byé moze z wyjatkiem jednej wartosci n). Stad wynika, ze
x =2’ mod 11 wobwczas y = ' mod 1. Z (4.16) natomiast wynika, ze z = 2z’ mod 1.
Zatem pokazalismy, iz algebra funkcji ciggltych generowana przez proces F'oT™, n € Z
rozdziela punkty, wiec z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa jest ona gesta w C(T?), a
stad gesta rowniez w L?(T?, Leb®?), co z kolei jest réwnowazne temu, ze o-algebra
generowana przez rozwazany proces jest rowna B(T?).

Twierdzimy, ze cigg

((ﬂ707 0)7 (2ﬂ707 0)7T(2/B7 07 0)7T2(2/87 07 0)7T3(2/87 07 0)7

(n) 2= (16,0,0), T(k5,0,0), ..., T*~1(k5,0,0), ..

= (4.18)

((8,0,0),(25,0,0), (25,206,206 + ), (26, 45,40 + 2a), (26,665, 66 + 3a),
- (kB,0,0), (kB, kB, kB + a), ..., (kB, (k* — 1)kB, (k* — 1)kB + (k* — 1)),

gdzie liczby 1, a, 8 sa wymiernie niezalezne, jest generujacy dla miary Lebrs. Istotnie,
musimy pokazacé, ze dla dowolnych liczb r, s,t € Z (r?+s?+t? > 0) i dowolnej funkcji
G(2,y,2) = Gros(m,y,2) := 2mra+sy+t2) mamy

—Z (w,) = 0, gdy N — c0.

n<N

Tak jak w poprzednim przykladzie (patrz: akapit pod (4.12)), wystarczy rozwaza¢
N =12 +22 + ...+ L2 Zalézmy najpierw, ze s + t> # 0. Wowczas, powtarzajac
rozumowanie z ostatniego przyktadu, otrzymujemy

k2—1
—Z = ZZ (T7(k3,0,0)) =
n<N k<L =0

3Zauwazmy, ze 1 + €27 2m(2=¥) — () dla co najwyzej jednej wartosci n.
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k2-1
_ Z 2mirk3 Z 2mi(jskB+t(jkB+ja)) _
k‘<L
2mik?(skB+t(kB+a)) _ 1

_ Z 2mwirk3 €
2mi(skB+t(kB+ _
k<L e (s ( ) 1

Poniewaz liczby 1, o, § sa wymiernie niezalezne, wiec dla ¢y > 0 oraz wystarczajaco
duzej liczby L mamy

‘{k < L: |€27rik2(sk,8+t(k,3+a)) 1=} = (1-3=)L

i dalej postepujemy jak w poprzednim przykladzie. Jezeli s =t = 0, to otrzymujemy
dokladnie sytuacje z przykladu (4.12). Zatem (4.18) zachodzi. Kladac u;(n) := F;(w,)
otrzymujemy, ze

u; L UE oraz uy, | UE,

gdyz obie funkcje sg mierzalne wzgledem odpowiednich faktoréow automorfizmu 7,
ktore nalezy do klasy Erg. Stad

u:=u; +uy L UE.

Ale ciag u powstaje z funkcji, ktora generuje uktad niebedacy elementem klasy Erg™.

4.8 Problem Boshernitzana a kombinatoryka punk-
tow quasi-generujacych

4.8.1 Jak rozpoznaé, ze samopolaczenie ukltadu Furstenberga
ma miare produktows jako rzut?

Mamy wiec uktad Furstenberga (X, &, S) dla ciagu u, ktory to uktad identyfikujemy
z nastepujaca roztaczng sumag mnogosciows

(Xus5) = | |Kum x {1, 0}, Bl g, @ n) U (Xuwo x Vi Flx, , @)

n

Niech p € J5(S, k).
Z (4.2) wynika, ze

plxuxx. = RO®F wtedy i tylko wtedy, gdy p|x,.x, = K @ F:

Ostatnia rownosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich ,,jednomian6éw”
P = ]_[] (T oS iQ = ]_[ﬁ:l 7’ 0 8%, mamy

P(z) B.[Q | Xu](2') dp(x, 2") =
Jooo
:LuPdKJJH B[O | X.](7) dr(7) zfuPdnJqu/q.
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W przestrzeni L?(X,, ) zachodzi nastepujaca zbiezno§é

E.[Q| X.] = lim — Z QoS"

N—w N

W tej rownosci mozemy zastapi¢ L?(k) przez L*(p) i stad

J P() EA[Q] Xul(@') dp(z, o) = T — 3 f P®QoS"dp
Xux Xy n<N Y XuxXy

N—>w

7 powyzszych uwag wynika, ze udowodniliSmy nastepujacy wynik:

Stwierdzenie 4.8.1. Zgodnie z powyzszym oznaczeniem, niech p € Jo(S, k). Wow-
czas plg,xx, = F QF wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich jednomiandw P, Q)
mamy
1
lim — Z f P®QoS”dp:j Pde | Qdr. (4.19)
XuxXay w

Xu

Zalozmy dodatkowo, ze zbidr A wartosci funkceji arytmetycznej u jest skoriczony.
Wowczas mozna rozpatrywaé alternatywna wersja warunku (4.19) poprzez uzycie
funkeji charakterystycznych 1ipy,, gdzie B € A*, gdzie k > 1 (tutaj [B], = {z €
Xu; u[s,s + k — 1] = B}) zamiast “jednomianéw”. Poniewaz przesuniecia takich
funkeji daja liniowo gesty podzbior w L?(k), wiec powtarzajac wszystkie argumenty
uzasadniajace stwierdzenie 4.8.1, otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Whiosek 4.8.2. Zgodnie z powyzszym zapisem niech p € Jo(S, k). Wiedy p|x, xx, =
R QR wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich blokéw B e A* C e A, gdzie k,0 > 1
mamy

tim < 3 p([Blo < [C]-0) = s([Bl)s([Co). (4.20)

N—
n<N

Uwaga 4.8.3. Wniosek ten mozemy sformulowaé w sposéb réwnowazny: jesli @,
oznacza operator Markowa odpowiadajacy samopolaczeniu p, to ®,|12(z) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy ®,0 % Yinen " — Ostabo w Li(k). Istotnie, na mocy twierdzenia
von Neumanna mamy + >,y S™ = E.[- | Zs] (w L*(x)).

Zauwazmy, ze lewa i prawa strona rownosci w (4.19) oraz w (4.20) beda obli-
czalne odpowiednio przez ciag generujacy (S™u, S?*Mu) wzdtuz (N,) (patrz: twier-
dzenie 4.8.5 w nastepnym podrozdziale) i punkt generujacy u wzdhuz (Ny).

4.8.2 Podsumowanie

Naszym celem jest opisanie tych funkcji arytmetycznych w, ktére sa ortogonalne do
wszystkich monoergodycznych uktadow topologicznych (zaktadamy, ze funkcja u ma
zerowa Srednia na typowym krotkim przedziale). W tym celu dla wszystkich ukta-
dow Furstenberga x € V(u) musimy sprawdzi¢ zalozenia wniosku 4.6.2. Zajmujemy
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sie pewnymi samopotaczeniami A € Jo(k). W rzeczywistosci, jak za chwile zoba-
czymy, wszystkie z nich sg opisane kombinatorycznie, przy uzyciu jedynie funkcji w
patrz: twierdzenie 4.8.5. Musimy sprawdzi¢ zatozenie wniosku 4.6.2, ktoére zgodnie
z uwaga 4.6.3 (patrz: (x)) jest postaci

2
lim = S (mo @) (S % S)“ X = 0,

L—o XuXXu‘ngL

To znaczy, biorac € > 0, dla L > Ly chcemy zobaczy¢ czy

L ) 2 D mo @ m)(S * S)f‘QdA <e,
u XAy <L

gdzie calka jest obliczalna wzdtuz podciggu (Ny), wiec (uzywajac twierdzenia 4.8.5),

potrzebujemy
2
lim sup — Z ‘— (o @ o) © (S x S)(S"u, S%(n)u)‘ =
k—o N’“ n< Ny, <L

hmsup— Z ‘ Z (n+0u (n)+€)‘2<6,
koo Yk N, <L
co jest, z punktu widzenia kombinatorycznego, pewnym warunkiem zachowania na
krotkich przedziatach. Jednakze jest jasne, ze jesli wezmiemy pod uwage wszystkie
samopolaczenia, to powyzszy warunek nie jest spelniony (wezmy samopotaczenie
diagonalne). Kluczem tutaj jest to, ze rozwazamy tylko te samopolaczenia A, ktore
spetniaja (4.20) (lub (4.19)).

4.8.3 Aproksymacje samopolaczen ukladéw Furstenberga mia-
rami empirycznymi

Rozwazajac funkcje arytmetyczng u : N — D, wiemy konkretnie, jak wyliczy¢ jej
uktady Furstenberga, gdyz sa one (z definicji) =-stabymi granicami miar empirycz-
nych, tj. sa one postaci

1
k= lim — Z s, (4.21)

gdzie S jest shiftem na DY, a (N,) jest dowolnym rosnacym ciagiem liczb naturalnych
takim, ze granica (4.21) istnieje.

Celem tego podrozdziatu jest uzyskanie podobnego opisu dowolnego samopo-
laczenia rzedu 2 uktadéw Furstenberga funkcji u. Nasze rozwazania przeprowa-
dzac¢ bedziemy w og6lnym kontekscie, tzn. zaktadamy, ze X jest zwarta przestrzenia
metryczna, zas S jest homeomorfizmem przestrzeni X, a u jest elementem prze-
strzeni X. Nadal odnosimy sie do dowolnej =-stabej granicy postaci (4.21) jako do
uktadu Furstenberga punktu w. Potrzebujemy nastepujacej definicji:
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Definicja 4.8.4 (Lokalnie orbitalny ciag permutacji). Niech (N)x=1 bedzie rosna-
cym ciggiem liczb naturalnych, a dla dowolnego k > 1 niech ¢, bedzie permutacja
zbioru {1,..., Ni}. Ciag (¢r)r>1 nazywamy lokalnie orbitalnym, jesli

Nik‘{ne{l,...,Nk—l}; ¢k(n+1)=¢k(n)+1} E’l'

Dla takiej sekwencji permutacji rozwazamy na kwadracie kartezjanskim X x X
cigg ,miar empirycznych” postaci

1

k 1<n<Nk

Gdy ciag (¢x) jest lokalnie orbitalny, to dla odpowiednio duzego k te miary empi-
ryczne w wiekszosci maja noénik zawarty w dlugich fragmentach orbit odwzorowania
S xS.

Zauwazmy, ze kazda miara empiryczna postaci (4.22) ma oba rozktady brze-
gowe réwne Nik D <ns N, Osnu- Dlatego tez warunkiem koniecznym, aby taki ciag byl
zbiezny jest to, aby elemeny u byl quasi-generujacy dla pewnej miary S-niezmienniczej
k wzdtuz ciggu (Ng). Co wiecej, jesli miara A jest =-slaba granica takiego ciggu, to
warunek lokalnej orbitalnosci implikuje S x S-niezmienniczo$¢ miary A. Stad miara
A jest samopotaczeniem rzedu 2 ukladu Furstenberga s elementu w. Naszym celem
jest teraz udowodnienie odwrotnego stwierdzenia.

Twierdzenie 4.8.5. Niech u bedzie punktem quasi-generujgcym wzdtuz ciggu (Ni)
dla pewnego uktadu Furstenberga k, a miara A niech bedzie samopotgczeniem rzedu 2
miary k. Wowcezas istnieje lokalnie orbitalny cigg (¢r), gdzie kazda funkcja ¢y jest
permutacjq zbioru {1,..., Ny}, taki, ze

) 1

k
7P IVE ey,

Bez dynamiki

Najpierw opiszemy strategie konstruowania odpowiednich permutacji bez uwzgled-
niania dynamiki. Uzywamy jedynie faktu, ze x jest miara probabilistyczng na prze-
strzeni X oraz A jest samopotaczeniem rzedu 2 miary s, czyli miarg probabilistyczna
na przestrzeni X x X z oboma rozktadami brzegowymi réwnymi mierze k. Ustalmy
skonczone rozbicie &2 przestrzeni X takie, ze kazdy atom P tego rozbicia spelia wa-
runek x(P) > 0. Rozwazmy skonczong liczbe punktéow xq,...,zy € X i dla kazdego
atomu P € & definiujemy liczbe ich wizyt w P jako

V(P):= > Ip(x). (4.24)

Zatozmy, ze miara empiryczna (1/N) >, 0z, jest dobrym przyblizeniem miary
Kk na & w nastepujacym sensie: dla pewnej (matej) liczby rzeczywistej € > 0 mamy

N

VPe 2, ‘% - K(p)‘ ew(P). (4.25)
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Lemat 4.8.6. Przy powyzszych zalozeniach otrzymujemy, ze dla wystarczajgco duzej
liczby N (zaleznie od P, €, k i \) mozemy zdefiniowaé rodzine nieujemnych liczb
catkowitych

(V(P P/))P,P'e@
takich, ze
¥P,P'e 2, Eﬁ%éﬁl—mpxp)<%MPxP% (C1)
VPe 2, > V(PxP)<V(P), (€2)
Pez
VP e, Y V(PxP)<V(P) (C3)

Pew

Co wiecej, liczby te sq takie, Ze zachodzi nastepujgca implikacja: dla wszystkich
atomdéw Py, P{, Py, Py rozbicia 2,

R(P1) = K(F),
V(Pr) = V(P),
K(P]) = K(Py), b = V(P x P) = V(P x P}) (C4)
V(Py) = V(R),

AP, x P) = MNPy x Py),
Dowdd. Dla atomow P, P &2 najpierw zdefiniujmy

vwnwxpw
K(P) '

VPP |

Zauwazmy, ze jesli A(P x P’) = 0, to warunek (C1) automatycznie zachodzi dla
Vi(P x P’). Natomiast uzywajac (4.25) dla atomow P, P’ € & takich, ze A\(P x P') >
0, otrzymujemy

Eg%iﬁ—xpxp)s
1 V(P)AP x P)| AP x P')|V(P)
Sy NP P) -1 WP) | N “@ﬂ<

1
< N + 5)\(P X P,).

Stad tez (C1) zachodzi dla V3 (P x P') pod warunkiem, ze (wybor N)

1

N = —_—
P,P'eﬁlg?lg(x?po eA(P x P")

=

(4.26)

Ale Vi(P x P') < %ﬁ;xp,), wiec wykorzystujac fakt, ze rzut na pierwsza
wspolrzedng miary A jest rowny k, oraz sumujac te nieré6wnosé¢ po P’ € &, otrzy-

mujemy warunek (C2) dla V;. Ale nie ma oczywistego powodu, dla ktérego warunek
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(C3) mialby obowiazywa¢ dla V;. Dlatego tez wprowadzamy dla atomoéw P, P’ € &
liczbe
V(P")A(P x P')

k(P")
Stosujac analogiczne argumenty jak poprzednio, otrzymujemy, ze (C1) obowiazuje
dla Vo(P x P'), jesli liczba N spelnia (4.26) i tym razem (C3) zachodzi dla V5. Na
koniec kladziemy

V(P )= |

VP,P'e &, V(P x P'):=min{Vi(P x P"),Vo(P x P")}.

Poniewaz teraz

V(P xP)< Y V(P xP)

Pe> Pe>
(z podobna nieréwnoscig dla V3), wiec nietrudno sprawdzi¢, ze V' spelnia wszystkie
wymagane warunki. 0O

Whiosek 4.8.7. Przy zatozeniach lematu 4.8.6 oraz zaktadajgc, ze liczba N jest
wystarczajgeo duza, aby spetnié (4.26), mozemy skonstruowaé permutacje ¢ zbioru
{1,..., N} takq, ze

1
VPP e P, | >, Lpxp(Tn, Tom) — AP x P)

1<n<N

< de. (4.27)

Dowdd. Uzyjemy rodziny liczb (V(P X P'))
atomu P € & rozwazamy

ppreyp 2 lematu 4.8.6. Dla ustalonego

A(P) = {ne {1,...,N};mneP}. (4.28)

Zauwazmy, ze |A(P)| = V(P) (patrz: (4.24)). Uzywajac (C2), mozemy znalezé roz-
taczne podzbiory
AP x P')c A(P), P'e 2,

takie, ze |[A(P x P')| = V(P x P') dla wszystkich atoméw P’ € &. Oznaczamy

A= || APxP).
P,Ple?

Podobnie, dla dowolnego ustalonego P’ € &, uzywajac (C3) mozemy znalezé

roztaczne podzbiory
A'(Px P"Yyc A(P"), Pe 2,

spetniajace |[A'(P x P')| = V(P x P') dla wszystkich P € Z.
Definiujemy teraz permutacje ¢ zbioru {1,..., N} w nastepujacy sposob:

e Dla wszystkich P, P’ € & definiujemy ¢|a(pxpy jako dowolng bijekcje z A(P x
P’y do A(P x P') (gdyz |A(P x P")| = |A'(P x P")]).
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e Nastepnie definiujemy ¢|{1 _____ ~pa Jjako dowolng bijekcje z dopetnienia zbioru
A do dopetnienia zbioru | |p pre 0 A'(P x P').

Zauwazamy, ze przy tym wyborze ¢ dla wszystkich ne Ai P, P’ € & mamy
(Tn, Tym)) € P x P <= ne A(P x P').
Dlatego dla wszystkich P, P’ w & mamy
D Lpspr (T, o)) = |A(P x P')| = V(P x P'). (4.29)

neA

Z warunku (C1), dla wszystkich P, P’ € & mamy nier6wnos¢
JA(P x P)| =V (P x P") = NA(P x P")(1—2e¢).
Sumujac po wszystkich atomach P, P’, otrzymujemy

Al = > V(P xP)=N(1-2e). (4.30)
P,P'e&

Uzywajac (4.29), (C1) i (4.30), otrzymujemy

1
AT ]]'PXP'(ITL7I¢("))_/\(PXP,) <
N
1<n<N
1 / N — |A|
< N;lpxpl($n7x¢(n))—A(PXP) +T:
V(P x P |A|
S R S V) 3% = | I R e
N (Px P +1-"%

< 2eA(P x P') + 2e < 4e,

co jest zadang nieréwno$cig. 0O

Kontekst dynamiczny

Teraz chcemy ulepszy¢ wniosek 4.8.7, biorac pod uwage dziatanie odwzorowania S na
przestrzeni (X, k). Zastosujemy te sama strategie i te sama notacje, co w poprzednim
podrozdziale, ale z kilkoma dodatkowymi elementami, ktére umozliwiaja uzyskanie
warunku ,lokalnie orbitalnego” dla permutacji.

Rozwazana miara A\ jest samopolaczeniem uktadu dynamicznego (X, k,S) (w
poréwnaniu do poprzednich zatozen zakladamy dodatkowo, ze miara A jest (S x S)-
niezmiennicza). Ustalamy skoriczone rozbicie 2 przestrzeni X, ktore na korcu po-
stuzy do oszacowania réznicy miedzy miara empiryczng a samopotaczeniem .
Najpierw jednak powtoérzymy argumenty z poczatku tego podrozdziatu, stosujac
inne rozbicie &, ktore uzyskujemy w nastepujacy sposob: zalézmy, ze dla pew-
nej (duzej) liczby catkowitej h mamy wiez¢ Rokhlina (B, SB,...,S"'B) w prze-
strzeni (X, k,S), co oznacza, ze podzbiory B,SB,...S" !B sa parami rozlaczne.
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Oznaczmy F' := |_|O<j<h71 STB i zatozmy, ze dla pewnej liczby rzeczywistej € > 0
mamy k(F) > 1 — e. Rozwazamy rozbicie & przestrzeni X, ktérego atomami sa
zbior X\ F' i wszystkie podzbiory postaci

SB[ S7Q.

—j<r<h—1—j

dla0<j<h—-1iQj,...,Qn1-;~dowolnych atoméw rozbicia £ (pod warunkiem,
ze taki podzbior jest dodatniej miary k). Innymi stowy, informacja dostarczana
przez rozbicie & jest dokladnie taka: na ktorym poziomie wiezy Rokhlina znaj-
duje sie punkt (lub czy miesci sie w X\F)) i, gdy punkt jest w zbiorze I, jaka jest
2-nazwa odczytana na fragmencie orbity odpowiadajacym poziomowi w wiezy Ro-
khlina. Zauwazmy, ze dla kazdego £2-atomu zawartego w zbiorze S’ B, dla pewnego
0 < j < h—2zbior SP jest Z-atomem zawartym w zbiorze S/ B.

Dla pewnej wystarczajaco duzej liczby N, spetniajacej (4.26) zatdézmy, ze mamy
N punktow x1,...,xy € X, ktore sa kolejnymi obrazami odwzorowania S: x,, =
S"=1z, dla dowolnego 2 < n < N. Dla kazdego atomu P € 2 definiujemy V(P) i
A(P) jak poprzednio (patrz (4.24) i (4.28)) oraz zakladamy, ze dla tej samej liczby
e > 0, warunek (4.25) jest spelniony. Ze wzgledoéw technicznych zaktadamy réwniez,
ze

h—1 h—2
¢ | | 9B, ian¢| | 9B, (4.31)
j=1 J=0
tak, ze dla kazdego Z-atomu P — |_|;:§ SIB,

V(SP) = V(P), (4.32)

A(SP) = A(P) + 1. (4.33)

Lemat 4.8.8. Przy powyzszych zalozZeniach mozemy skonstruowaé permutacje ¢
zbioru {1,..., N} spelniajgcq

/ ]' !
VQ,Q'e 2, |+ D Towq(@n, Tom) — M@ x Q)] < 8e, (4.34)
1<n<N
oraz
1 2 2
SHre N = o+ 1) £ o) + 1] < e+ S+ (4.35)

Dowaod. Poniewaz wszystkie zalozenia lematu 4.8.6 sa spetnione, wiec dysponujemy
liczbami V(P x P’) z tego lematu. Zastosujemy te sama strategie co w dowodzie
wniosku 4.8.7, aby uzyska¢ permutacje ¢, tj. skonstruujemy podzbiory A(P x P') i
A'(P x P') spelniajace wszystkie wyzej wymienione wlasnosci, i zdefiniujemy per-
mutacje ¢ okreslajac jej ograniczenie do kazdego zbioru A(P x P') jako bijekcje do
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Sh=1B |_|
u
]

an atom P x P’ |—|
SJB ile
SB
B
B SB SiB Sh—1p
SP x SP!

Rysunek 4.1: Podzial przestrzeni X x X na wieze Rokhlina. Przedstawiliémy atomy
P x & wewnatrz tylko jednej z tych wiez Rokhlina.

zbioru A’(P x P'). W niedynamicznym kontekscie wniosku 4.8.7 mamy znaczna ela-
styczno$¢ w wyborze podzbioréw i bijekcji. Tutaj rowniez wykorzystamy specyficzna
strukture rozbicia &2, aby narzuci¢ dodatkowe warunki prowadzgce do uzyskania
wlasnosci ,lokalnej orbitalnosci”. Aby to zrobi¢, zauwazmy, ze rozbicie przestrzeni
X zdefiniowane przez wieze Rokhlina (B, SB,..., Sh_lB) indukuje rozbicie prze-
strzeni X x X jako rodzine roztacznych wiez Rokhlina dla odwzorowania S x S.
Wieze te maja postac

(B « $B,SB x §7T1B, ... Sh1=iB x sh—lB) O0<j<h-1),

(SJ'B « B,S"*'B x SB,....S" B x sh—l—jB) (1<j<h—1).

(Zobacz rysunek 4.1.)

Uzywamy tej struktury do zdefiniowania podzbiorow A(P x P') i A'(P x P’)
(patrz: lemat 4.8.6) oraz obciecia szukanej permutacji ¢ do zbioru A(P x P') w
specjalnej kolejnodci, tak, aby speliony byl nastepujacy warunek: dla wszystkich
atomow P, P’ € &, jedli dla pewnych 7,5’ € {0,...,h — 2} mamy P < S’Bi P’ <
SV B (czyli: P x P’ jest zawarty na pictrze jednej z wiez Rokhlina dla odwzorowania
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S x S, ktore to pietro nie jest najwyzsze), wtedy

A(SP x SP') = A(P x P')+1,
A'(SP x SP") = A'(P x P")+1, (4.36)
iVne A(P x P'), ¢(n+1) = ¢(n)+1.

Nalezy zauwazy¢, ze przy powyzszych warunkach, pierwsze dwie roéwnosci praw-
dopodobnie mozemy spetni¢, poniewaz ze wzgledu na S-niezmienniczo$¢ miary k,
S x S-niezmienniczo$é¢ miary A oraz (4.32), warunek (C4) zapewnia rownosé¢ V (SP x
SP") = V(P x P'). Oto jak przebiega proces konstrukcji:

e Najpierw okreslamy podzbiory A(P x P') i A'(P x P') dla wszystkich atomow
P x P' zawartych w podstawie B x B najwyzszej wiezy Rokhlina i definiujemy
ograniczenie ¢ do dowolnego ze zbioréw A(Px P') jako dowolna bijekcje miedzy
AP x P)i A'(P x P').

e Nastepnie dla tych samych atomow P x P’ uzywamy warunku (4.36), aby
indukeyjnie zdefiniowaé podzbiory A(S7P x STP") i A/(S7P x S7P'), (1 <
j < h — 1) oraz ograniczenie odwzorowania ¢ do wszystkich tych zbiorow
A(S7P x S7P'). W tym momencie wykorzystaliémy wszystkie atomy rozbicia
P x & zawarte w wiezy Rokhlina, ktorej podstawa jest B x B.

e Postepujemy w ten sam sposob dla drugiej wiezy Rokhlina (tej, ktorej pod-
stawa jest B x SB): dla wszystkich Z-atomow P < B, P’ < SB, zaczynamy od
wybrania podzbioréw A(P x P') i A/(P x P'), upewniajac sie, ze A(P x P') jest
roztaczny ze wszystkimi zbiorami A(P x P[) i P ¢ B, wybranymi wczesnie]
(jest to zawsze mozliwe dzieki (C2)), 1 ze A'(P x P') jest rozlaczny ze wszyst-
kimi zbiorami A'(P; x P"), P, € SB, wybranymi wcze$niej (ponownie, jest to
zawsze mozliwe dzieki (C3)). Nastepnie uzywamy warunku (4.36), aby induk-
cyjnie zdefiniowa¢ podzbiory A(S7PxS/P')i A/(S7PxS'P"), (1< j < h-2),a
takze ograniczenia ¢ do wszystkich tych zbioréw A(S’ P x S7P"). Nalezy zauwa-
zy¢, ze roztaczno$é na poziomie podstawy implikuje roztacznosé na wyzszych
poziomach.

e W ten sposob traktujemy wszystkie wieze Rokhlina po kolei. Dla kazdej z
nich kolejno wybieramy najpierw podzbiory A(P x P') i A'(P x P') z pod-
stawy wiezy, dbajac o zapewnienie wszystkich niezbednych roztacznosci, ktore
sa mozliwe dzieki (C2) i (C3), a nastepnie wybieramy dowolna bijekcje mie-
dzy tymi dwoma podzbiorami. Po rozpatrzeniu podstawy rozszerzamy nasza
bijekcje na wszystkie wyzsze poziomy w wiezy dzieki (4.36).

Za pomoca tej procedury wybieramy wszystkie podzbiory A(P x P’) i A'(P x P’)
oraz wszystkie bijekcje

Plapxpy s A(P x P') — A'(P x P'),
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dla wszystkich Z-atomow P, P’ c F, zapewniajac, ze warunek (4.36) jest spelniony.
Oznaczmy
A= || A@xP).
P,Ple®?
PcF,P'cF
Zauwazmy, ze na podstawie (C1) i zatozenia x(F') = 1 — e (i faktu, ze A jest samo-
polaczeniem miary k) otrzymujemy, ze

4] _ 1 : ,
S D VPxP)=(1-2) > MPxP)=
PPez PPez
PcF,P'cF PcF,P'cF

= (1= 2)\F x F) > (4.37)

—(1=2)AN(X x F) n (F x X)) =
> (1—-26)?>1—4e.

Aby dopelnié¢ obraz, zdefiniujmy odwzorowanie ¢ dowolnie na {1,..., N}\A, aby
uzyska¢ permutacje catego zbioru {1,..., N}. Majac tak wybrane odwzorowanie ¢,
sprawdzmy zachodzenie (4.34). W tym celu musimy oszacowaé sume

Z Loxq (T, Tom)),

1<n<N

w ktorej rozrozniamy dwa typy liczb n: te, ktore sa w A i te, ktore sa w jego
dopelnieniu. Zgodnie z (4.37), wktad do sumy {1,..., N}\A jest ograniczony przez
4eN. Teraz dla n w A istnieja (jedyne) P-atomy P, P’ < F takie, ze n € A(P x P'),
a nastepnie z konstrukeji ¢ wiemy, ze (2, z4n)) € P x P'. Dlatego wklad tej liczby
n wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy P < Q i P’ < Q. Wynika z tego, ze calkowity
wktad n nalezacych do A do powyzszej sumy wynosi

> V(P xP)
PcQnF
PcQ'nF

Zatem, uzywajac (C1), otrzymujemy

<

1
N D Lowq (@ Tom) = AQ x Q)

1<n<N

1 1
<y D Louqr (Tn, Tom)) + N DI V(PxP)=XNQx Q)| <
n¢A PcQnF
P'cQ AF

<de + ) %} ] (W — P x P’)> +A((Q x @\(F x F)).
PcQ nF
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Zgodnie z (C1) drugi czton w powyzszej sumie jest ograniczony przez 2 i to samo
dotyczy ostatniego cztonu, poniewaz x(F) > 1 —e. Zatem (4.34) zachodzi i teraz
pozostaje udowodni¢ (4.35). Z (4.36) zbior

{ne (1,...,N—1};6(n+1) £ ¢(n) + 1}
jest zawarty w sumie mnogosciowej nastepujacych trzech podzbioréow zbioru {1,..., N}:
e {1,...,N}\A, ktorego moc jest ograniczona przez 4c N na mocy (4.37);

e {1 <n < N;z, € S""!B}, ale poniewaz x,, sa kolejnymi punktami pewnej
orbity odwzorowania S, wiec luka miedzy dwiema kolejnymi liczbami catkowi-
tymi w tym zbiorze wynosi zawsze co najmniej h. Dlatego tez moc tego zbioru
WYnosi ¢o najwyzej % +1;

o {1 <n<N;zypm € Sh1 B}, ktory ma takg sama moc jak poprzedni, poniewaz
¢ jest bijekcja.

Suma mnogosciowa tych trzech podzbioréw ma moc ograniczong przez 4 N + % +2,
co dowodzi (4.35). O

Dowodd twierdzenia 4.8.5

Zakladamy teraz, ze (4.21) jest prawdziwe i przypomnijmy zalozenia: u € X jest
punktem quasi-generujacym wzdluz pewnego rosnacego ciagu (Ni) dla pewnego
ukladu Furstenberga x, A\ jest samopotaczeniem rzedu 2 miary x. Wyjasnijmy stra-
tegie konstruowania lokalnie orbitalnego ciagu (¢r) w dowodzonym stwierdzeniu.
Po pierwsze, wskazujemy, ze bez utraty ogblnosci mozemy zawsze zatozy¢, ze nasz
uktad dynamiczny (X, k,S) jest aperiodyczny. Rzeczywiscie, w przeciwnym wy-
padku, ustalamy pewna liczbe niewymierng a taka, ze dla kazdego n € Z\{0}, e*™
nie jest wartosciag wlasng operatora Koopmana f +— f o S na L?*(X, k). Rozwa-
zamy pomocniczy (teorio-miarowy) uklad dynamiczny (T, v, T,), gdzie T := R/Z,
v = Lebr,a T, :y — y+ a mod 1. Poniewaz (T, T,) jest monoergodyczny, kazdy
punkt y € T jest generujacy dla v (bierzemy na przyklad y = 0). Ze wzgledu na
nasze zalozenie na « uktad (X, k,S) jest roztaczny z uktadem (T, v, T,). Stad wy-
nika, ze w uktadzie produktowym (X x T, S x T,), punkt (u, 0) jest quasi-generujacy
wzdtuz tego samego ciagu (Ny) dla miary produktowej k®v. Mozemy wiec rozwazy¢
(u,0) € X x T zamiast u € X, a wowczas uklad teorio-miarowy (X x T, k®u, S x 1)
jest aperiodyczny. W tym nowym uktadzie mozemy rozszerzy¢ samopotaczenie A do
miary v ®@ A@v na (X x T) x (X x T) (rozpatrywanej jako samopolaczenie miary
k®v). Teza twierdzenia 4.8.5 dla punktu (u,0) i samopotaczenia v@AQv implikuje
teze tego twierdzenia dla ciggu w i samopolaczenia .

Ustalmy teraz tzw. ,dobry ciag rozbi¢” (2,),=1 dla (X, k), ktory jest ciagiem
skoniczonych rozbi¢ spetniajacych nastepujace warunki:

e Dla dowolnego ¢ > 1, 2,1 rozdrabnia rozbicie 2,
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e maxgeo, diam(Q) . 0,

o V= 1,VQ e 2y, k(0Q) = 0.

W pracy [33] udowodniono, ze taki ciag zawsze istnieje i, co wiecej, spelnia on
dodatkowa wlasnosé: (2 x 2y) jest rowniez dobrym ciagiem rozbi¢ dla (X x X, \).
W szcezegolnosei staba*-zbieznosé ciagu (\,) miar probabilistycznych na X x X do
A jest rbwnowazna warunkowi

Vis1Vo.gea, M@ x Q") — MQ x Q). (4.38)

Ustalamy rowniez ciag (/) liczb dodatnich malejacych do 0 i ciag (hy) liczb catkowi-
tych taki, ze hig < gy dla wszystkich ¢. W [33] wyjasniono réwniez, ze dla dowolnego
¢ mozemy znalezé¢ wieze Rokhlina (By, SBy, ..., S™ 'B,) taka, ze

® K (U0<j<h2_1 SjBl) >1— Ev,
e dla wszystkich j mamy x(0(57B;)) = 0.

Nastepnie dla kazdego ¢ > 1 konstruujemy rozbicie &, z rozbicia 2, i powyzsze]
wiezy Rokhlina, w taki sam sposoéb w jaki konstruowaliSmy rozbicie &2 z rozbicia
2 i wiezy Rokhlina (B, ..., S" ! B) na poczatku czesci ,,Kontekst dynamiczny”. Po-
niewaz wszystkie atomy P rozbi¢ & spelniaja k(0P) = 0, wiec z (4.21) wynika,
7e . )

VLVPE Py o D1 1p(SMu) — K(P).

k k—o0
1<n<Nk

Dzieki temu mozemy zdefiniowac

ky = min{K > L;Vk > K,

(4.26) zachodzi dla N = Ny —2hy, e =11 P = A,

4h, 1

— + | 1p(S5"u) — k(P
I IPIRICURLT

iVPe @1,

i indukcyjnie, dla wszystkich ¢ = 2,

/{Zg = mIH{K = ]i?gfl + 1,Vk’ = K,

(426) zachodzi dla N = Nk — 2hg, E=E&y 1P = gzg,
. an, |1 .
ivPe 2, —4 F D1 1p(S™u) — k(P)

Ni k 1<n<Ng
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Rozwazmy liczbe catkowita k z ky < k < kyyq dla pewnego ¢ > 1. Chcemy uzy¢
lematu 4.8.8, aby skonstruowa¢ permutacje ¢y zbioru {1,..., Ny}, 1 w tym celu mu-
simy sprecyzowac, do ktérych punktow x, stosujemy lemat. Majac na celu spelnienie
whasnosci (4.31), ktadziemy

ry := S"u, gdzie i; := min {z >1:Su¢ |_| SjBe} :

1<j<hy—1

Mamy 7; < hy. Nastepnie bierzemy pod uwage

19 1= max {z < Ni; S'u ¢ |_| Sng} ,

0<j<hy—2

(z okreslenia liczby k; wynika, ze h; < %) Mamy réwniez Ny — is < hy — 1.

Tak wiec, ktadac N := iy —2; + 1, mamy Ny — 2hy < N < N,. I teraz punkty
x, = S" 1y, 1 < n < N, spelniajg dla kazdego atomu P € £,

1
N D Le(wa) = w(P)| <
1<n<N
1 1 .
<|% ]lp(xn)——k > 1p(SMu)| + N D1 1p(S"u) — k(P)| <
1<n<N 1<n< Ny 1<n<Ng
4h 1
<—t 4 |— 1p(S"u) — k(P)| < &
k k 1<n<Nk

W ten sposob sprawdzilismy warunek (4.25). Zatem wszystkie zatozenia lematu 4.8.8
sa spelnione, a wiec otrzymujemy permutacje ¢ zbioru {iy,...,is} taka, ze

L D1 Touq (8w, 5%Mu) — A(Q x Q)

i2—21+1

VQ7 Q, € .:957

< 8€g,

11<n<ia

1 2 9
N‘{ne (i1, .. s} d(n +1) # d(n) + 1}‘ Sdect ot 5 (4.39)

Nastepnie mozemy rozszerzy¢ ¢ do permutacji ¢ zbioru {1,..., Ni}, na przyklad

..........

sposob spetnia dla wszystkich ¢ > 1,

— 0.
k—w

1
vQ.Q' €2 |5 D1 Loee (8™, SMMu) — MQ x Q)

1<n<Nk

Dzieki (4.38) daje to (4.23). Ponadto (4.39) zapewnia, ze ciagg permutacji (¢y) jest
lokalnie orbitalny. To konczy dowod twierdzenia 4.8.5.
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Rozdzial 5

Klasy charakterystyczne 1
ortogonalnos¢ do ukladow
monoergodycznych

5.0.1 Klasy charakterystyczne i rozlacznosé

W tej czesci rozwazamy klase charakterystyczna F. Przypomnijmy, ze kazda nietry-
wialna klasa charakterystyczna zawiera klase ID wszystkich identycznosci [33].

Stwierdzenie 5.0.1. Niech T' € Aut(X, pu) i niech F bedzie klasq charakterystyczng.
Niech Ar bedzie najwickszym F-faktorem automorfizmu T. Wdowczas nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) T L FnErg,
(i) T|a, L F N Erg,

(111) T|a, L Erg.

Dowdd. (ii) = (i) Wezmy dowolny automorfizm ergodyczny R z klasy charaktery-
stycznej F. Wowcezas automorfizm T'| 4, jest rozlaczny z automorfizmem R zgodnie
z (ii). Jako, ze R € F, to zgodnie z wnioskiem 2.3.99 roztacznos$¢ ta podnosi sie do
automorfizmu 7. (ii) = (iii) Wezmy dowolny automorfizm R ergodyczny. Wtedy au-
tomorfizm T'| 4, jest roztaczny z najwiekszym F-faktorem automorfizmu R (z (ii)).
Poniewaz T'| 4, € F, to z wniosku 2.3.99 ta roztacznosé¢ podnosi sie do automorfizmu
R. Pozostale implikacje wynikaja w spos6b bezposredni. 0O

Pamietajac, ze Zr < Ar mod pu i uzywajac stwierdzenia 5.0.1 razem z twierdze-
niem 3.2.1, otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Whiosek 5.0.2. T' L F n Erg wtedy i tylko wtedy, gdy automorfizm T|a, jest
domknietym rozszerzeniem o-algebry zbiorow niezmienniczych.
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Przyktad 5.0.3. Niech F=DISP bedzie (charakterystyczna) klasa wszystkich au-
tomorfizméw o dyskretnym widmie. Niech 7' : T? — T2 T(z,y) = (z,y + x) (roz-
wazane z Lebrz). Latwo zauwazy¢, ze o-algebra Az jest rowna dokladnie o-algebrze
Zr (czyli sigma-algebrze na pierwszej wspoltrzednej). Rzeczywiscie, zauwazmy, Ze na
podprzestrzeni L?(T?)OL*(T®{ ¢, T}) widmo jest czysto Lebesgue’a. Mamy rowniez
T € Erg". Co wiecej, dla dowolnego automorfizmu z klasy Erg’ jego jedyna wartoscia
wlasng jest 1, wiec jego faktor Kroneckera jest zawsze sigma-algebra zbior6w nie-
zmienniczych, podczas gdy dla automorfizméw wloknowych mozemy mieé¢ widmo
dyskretne. Z drugiej strony, dla rozwazanego automorfizmu 7', na p.w. wtoknach
(sktadowych ergodycznych) widmo jest dyskretne, wiec na p.w. wtoknach najwiek-
szym JF-faktorem jest cala przestrzen. Innymi stowy, ograniczenie faktora Ax do
wlokien nie daje (najwiekszych) F-faktorow na wtoknach.

Uwaga 5.0.4. W przeciwienstwie do faktora Kroneckera, faktor Pinskera II(T)
automorfizmu T' (najwiekszy faktor o zerowe]j entropii) zachowuje sie ,dobrze” na
wloknach, tzn. dla f-p.w. T € X mamy II(T%) = I(T)z. W pracy [26] autorzy
pokazali, ze dla klasy F = ZE i faktora Pinskera zachodzi wniosek przypominajacy
twierdzenie 3.2.1. W szczegoblnosci dla automorfizmu 7' otrzymujemy, ze 7' | Erg n
ZE wtedy i tylko wtedy gdy dla i ® j-p.w. (Z,7') € X x X mamy II(Ty) L II(Ty).

Uwaga 5.0.5. Dwie kolejne klasy: ID i NIL; (jak udowodniono w [33], ta druga
klasa sklada sie z automorfizmow, ktorych p.w. sktadowe ergodyczne majg widmo
dyskretne) zachowuja sie podobnie do klasy ZE. Dla klasy ID §lad o-algebry zbio-
row niezmienniczych jest trywialng o-algebra na kazdym wtoknie. Dla klasy NIL;
najwiekszy JF-faktor jest tzw. faktorem relatywnie Kroneckera nad o-algebra zbio-
row niezmienniczych. W [33] udowodniono, ze ten faktor pochodzi doktadnie od
faktorow Kroneckera na wtoknach, a w przypadku ergodycznym, ten relatywny fak-
tor Kroneckera nad o-algebra zbioréw niezmienniczych (ktora jest trywialna w tym
przypadku) jest doktadnie faktorem Kroneckera.

Uwaga 5.0.6. Mimo watpliwosci zwiazanych ze zjawiskiem opisanym w przykla-
dzie 5.0.3 wydaje sie, ze stwierdzenia:

(A) dla i ® ji-p.w. (2,7') € X x X mamy Ax(T3) L Ax(Ty)

oraz

(B) dla i ® ji-p.w. (Z,7') € X x X mamy Az(T)z L Ax(T)x,

moga by¢ rownowazne dla kazdej klasy charakterystycznej F.

5.0.2 Ortogonalno$é do monoergodycznych ukladéw o zero-
wej entropii. Ogélny przypadek klasy charakterystycz-
nej

Laczymy teraz problem Boshernitzana z podejsciem [33] charakteryzujacym funkcje
arytmetyczne uw ortogonalne do uktadoéw, ktérych miary niezmiennicze determinuja
uktady nalezace do ustalonej klasy charakterystycznej.

Jak zauwazono w stwierdzeniu 2.3.101, nie musimy ucieka¢ sie do tak zwanych
ec-klas w kontekscie problemu Boshernitzana.
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Stwierdzenie 5.0.7. Niech u : N — . Niech F bedzie dowolng nietrywialng klasq
charakterystyczng. Wowezas uw L UE N F (tzn. u L UE N Cx) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego uktadu Furstenberga r € V(u) mamy

E.[mo | Ar(Xu, £, S)] L Fye(Xu, &, S). (5.1)

Dowdd. = Zalozmy, ze u 1 UE n F oraz, ze dla pewnej miary x € V(u) istnieje
uktad ergodyczny (Z', V', R'), polaczenie p' € J((R', V'), (S, k)) 1 funkcja g € LE(V),
dla ktorej

Fulmo | Ax (X, 5, 5)] £ ,(g).

Poniewaz funkcja po lewej stronie jest mierzalna wzgledem faktora z klasy charakte-

rystycznej F, mozemy zastapi¢ powyzej funkcje g przez funkcje E, g | A=(Z', V', R')].

Zatem, zastepujac w razie potrzeby uktad (Z',v/, R') przez jego najwiekszy F-faktor,
mozemy zaltozy¢ bez utraty ogolnosci, ze R € F. Ale wowczas mamy

0 # ]En[]En[ﬂ-O | -A]:(Xuv K, S)] (I)P'(g)] = EN[WO (I)P'(g)]'

Nastepnie postepujemy tak jak w dowodzie twierdzenia 4.5.1: korzystajac z twier-
dzenia Jewetta-Kriegera uzyskujemy, ze istnieje uklad monoergodyczny (nalezacy
do C) (Z,v, R) i polaczenie p € J((R,v), (S, k)) takie, ze mo £ Im(®,) (w L*(k)). Z
tego wynika, ze istnieje funkcja f € C(Z) taka, ze § ®,(f) mo dr # 0. Innymi stowy

f f®modp # 0.
Zx Xy

Niech cigg (N,,) spelnia

NLm Dnen,, Osnu — k. W Swietle twierdzenia 2.4.14 istnieje
ciag (z,) = Z i podciag (Npm,)

takie, ze

Nl Z 6(,2”,5”11,) — P

me ngN'm.e

a zbior {n > 1; z, # Rz, 1} jest zawarty w podzbiorze N postaci {b; < by <

...}, gdzie by, — by — oo. Dodajac w razie potrzeby wiecej elementow by, do tego

. . L .. e, . b P o
zbioru, mozemy réwniez zatozy¢, ze limy_, o % = 1. W ten sposob, definiujac Ky :=

max{k; by < N, }, otrzymujemy lim,_,q, ]Zﬂ = 1, z czego wynika, ze
myg

o;éjf@)ﬂodp:gi_{g Nl > flzau(n) =

<Ky bp<n<brii

Jednakze, z naszego zalozenia ortogonalnosci na w, ta ostatnia granica wynosi 0,
poniewaz ciag ( f(zn)) mozna zaobserwowa¢ w uktadzie orbitalnym opisanym w
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twierdzeniu 2.4.15, ktoéry jest monoergodycznym elementem klasy charakterystycz-
nej F.

< Niech uktad topologiczny (X, T) bedzie monoergodyczny, a odpowiadajacy
mu automorfizm miarowy niech bedzie elementem klasy F. Zaldézmy, ze dla pewnej
funkeji f € C(X), pewnego elementu x € X 1 pewnego rosnacego ciagu (Ni) mamy
istnienie granicy

Ewentualnie przechodzac do jeszcze jednego podciggu, mozemy rowniez zalozyé, ze
1

e Z 6(T”x,5”u) - p-.

Nk ngNk

Wtedy p jest potaczeniem, p € J((T,v), (S, k)), gdzie v jest jedyna miara niezmien-
niczg dla T, a k € V(u). Teraz, poniewaz (X,v,T) € F, wiec na podstawie twier-
dzenia 2.3.98 otrzymujemy

¢ = ff@ﬁodp = Jf@E,@[WO | Ar(Xy, &, S)] dp.
Wiec z zalozenia, ze
Exlmo [ Ar(Xu, £, 5)] L Fue(Xus £, 5),
otrzymujemy, ze c = 0. O

Zauwazmy, ze jesli jako F wezmiemy klase wszystkich uktadow zachowujacych
miare, to otrzymamy oryginalny problem Boshernitzana i uzyskamy wynik podany
w stwierdzeniu 4.5.1.

Stwierdzenie 5.0.7 pozwala nam na bezposrednie uzycie twierdzenie 4.2.1 i wnio-
sku 4.6.2 (gdzie T zastgpiono dowolnym uktadem Furstenberga funkcji arytmetycz-
nej u).

Whniosek 5.0.8. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) u Ll FnUE.

(b) Dla dowolnego uktadu Furstenberga k funkcji u zachodzi nastepujgea zaleznosé:

dla dowolnego samopotgczenia X € Jy"""8(Xy, k, S) (w szczegolnosci N .oz, =
klzs @ klzg), mamy

E, [EK[WO | Ax] ® E[ro | Ax] | Zs ® IS] = Eu[ro | Zs] @ Eufmo | Zs].  (5.2)

(¢) Dla dowolnego uktadu Furstenberga k funkcji u zachodzi nastepujgea zaleznosé:
dla dowolnego samopotgczenia N\ € Jo(Xy, kK, S) gdzie Nz.gzs = Klzg ® Klzg
mamy

Ex|Eulmo | A#] @ Bulmo | AF] | T | = Bulmo | TS| @ Bl | Zs]. (5.3)
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5.0.3 Przyklady
Klasa ID

Przyklad 5.0.9. Rozwazmy klase ID wszystkich identycznosci. Wtedy funkcja
E.[mo | Ax] jest Az-mierzalna, gdzie Ar = Zg, a funkcja E,[m | Ar] ® Ei[mo | Ax]
jest Zg ® Zg-mierzalna, wiec warunek (5.2) zachodzi. Wynika z tego, ze teza (a)
wniosku 5.0.8 zachodzi. Ale funkcja E,(my|Zs) jest niezmiennicza, wiec jest ona or-
togonalna do ergodycznych obrazéw markowowskich (patrz: (5.1)) dokladnie wtedy,
gdy ma catke zero. Stad jedynym ograniczeniem na mg (i k) jest warunek (2.24), tj.
$rednia funkeji u jest réwna 0. Zauwazmy, ze poniewaz jedyna ergodyczng identycz-
noscig jest uktad jednopunktowy, wiec pasuje to do oczywistego warunku zerowej
sredniej funkcji u, poniewaz te funkcje arytmetyczne sa ortogonalne do wszystkich
monoergodycznych identycznosci.

Przypadek widma dyskretnego

2mic

Bedziemy potrzebowaé nastepujacej obserwacji (R,(z) = ze oznacza obrot nie-

wymierny o a na S'):

Lemat 5.0.10. Zatézmy, ze T € Aut(X, B, ). Zatézmy réwniez, ze 0 # F € L*(X, u)
spetnia FoT = e2™*F (p.w.), gdzie o € [0,1) jest liczbg niewymierng. Wowczas
istnieje funkcja g € L*(S',Leb) taka, ze g o R, = e*™*g 1 polgczenie p € J(T, R,)
spetniajoce warunek §, o F(x)g(z)dp(x, z) # 0.

Dowdd. Poniewaz liczba « jest niewymierna, wiec F||—|neNX" = (0. Mozemy zatem
zalozy¢ bez straty ogolnosci, ze automorfizm T jest aperiodyczny, tj. 1" jest auto-
morfizmem przestrzeni (X x Y, i®v), gdzie T(Z,y) = (7, Tzy), przy czym T — Ty €
Aut(Y, v) jest rozktadem na sktadowe ergodyczne automorfizmu 7'

Niech A := { € X;F(z,-) # 0 v — p.w.}. Wtedy ji(4) > 0. Zauwazmy, 7e
dla T € A, funkcja F(Z,-) jest funkcja wlasng dla automorfizmu T; odpowiadajaca
wartosci wlasnej e*™@. 7 ergodycznoéci wynika, ze |F(z,-)| =: £(z) > 0 (dla p.w.
T € A; poza zbiorem A funkcja F' przyjmuje wartosé 0).

Niech G: AxY — S', G(z,y) = F(z,y)/£(Z). Wtedy G jest nadal funkcja wla-
sng dla automorfizmu T|4xy odpowiadajaca wartosci wlasnej e?™*. Wynika stad,
ze GoT|axy = Ry oG. Co wiecej, Gu(ji|la ® v) = Leb, poniewaz miara po lewej
stronie musi by¢ R,-niezmiennicza. Wynika z tego, ze GG jest odwzorowaniem fak-
toryzujacym pomiedzy T'|axy 1 Ra, a wiec mozemy rozwazy¢ odpowiadajace mu
polaczenie wykresowe p; := Ag. Laczymy rowniez automorfizm T'| gcxy z obrotem
R., przyjmujac jako polaczenie p, miare produktowa. Interesujace nas polaczenie p
jest kombinacja wypukla polaczen p; i py postaci fi(A)p1 + (1 — ji(A))po. Zatem dla
Bc X xY iC cS' mamy

p(B x C) = i(A)pr((B 0 (AxY)) x C) + (1 = i(A))p2((B n (A° x Y)) x O).

Potézmy x(z) = z, ktora jest funkcja wlasng obrotu R, (odpowiadajaca wartosci
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wlasnej e*™). Mamy zatem
| Pewxe dee -
XxY xSt
i) [ Pepx@dns )t 0-n) | FE e des.s) -
AxY xSt AcxY xSt

— i(A) f PGy dala @ v)(Ey) =

- f F(z,9)0(@,9) d(la © 1)@ y) = f £(@) dal®) > 0,
AXY A
co konczy dowod. O

Uwaga 5.0.11. Zauwazmy, ze teza lematu 5.0.10 nie zachodzi, jesli a = 0. Rze-
czywiscie, jak zauwazyliSmy wcze$niej, kazda funkcja niezmiennicza F' o Sredniej
zerowej jest ortogonalna do wszystkich ergodycznych obrazow Markowa (poniewaz
funkcja F jest mierzalna wzgledem o-algebry zbioréw niezmienniczych, a ten faktor
jest roztaczny ze wszystkimi automorfizmami ergodycznymi). W powyzszym dowo-
dzie wazne bylo, aby srednia funkcji y byta rowna zero, co w koncowym rachunku
spowodowato znikniecie czesci potaczenia p danej przez miare produktows ps.

Pomimo powyzszej uwagi pokazemy, ze teza lematu 5.0.10 jest prawdziwa dla
a # 0. Dla uproszczenia zatozmy, ze o = 1/2, tj. rozwazamy warto$¢ wlasng —1.
Zalozmy najpierw, ze automorfizm T jest nadal aperiodyczny. Zauwazmy, ze jesli
FoT = —F, to mamy te sama relacje na sktadowych ergodycznych. Wowczas
F? jest funkcja niezmienniczg, wiec widzimy, ze na kazdej sktadowej ergodycznej
{z} x Y funkcja F(Z,-) ma (jak poprzednio) staly modut £(z) i przyjmuje dwie
wartosci, albo ¢z albo —cz. Ponadto jesli F(Z,y) = ¢z to F oT(Z,y) = —cz. Jezeli
ustalimy yo € Y, to biorac F(Z,y), dokonujemy mierzalnego wyboru wartosci dz
(rownej albo ¢z albo —cz) na kazdym wtoknie {Z} x Y. Twierdzimy teraz, ze mozemy
znalezé podzbior A ¢ A dodatniej miary oraz mierzalny wybor A’ 3 & — d; takie, ze

| r@ardaen@) - | @i £0. 6a)

Rzeczywiscie, istnienie zbioru A’ wynika z faktu, ze funkcja podcatkowa jest rézna od
zera. Definiujemy funkcje G : A’ x Y — {—1,1} jako G(Z,y) = F(z,y)/dz i powta-
rzamy poprzedni dowod z okregiem zastapionym przez grupe {—1,1}, Ri2(j) = —Jj
i x(j) = J (ktorej srednia wynosi zero).

Aby poradzi¢ sobie z og6lnym przypadkiem, najpierw zal6zmy, ze czesé aperio-
dyczna jest nietrywialna, znajdzmy dobre potaczenie tej czesci z obrotem Ry, a
nastepnie uzupeinijmy to pofaczenie do pelnego polaczenia automorfizmow T'i Ry
poprzez wzigcie potaczenia produktowego czesci T'|x,, (n = 1) z Ryjs. Wreszcie, jesli
nie ma czesci aperiodycznej, to musi istnie¢ nietrywialna cze$é okresowa T'| X, dla



121

pewnego ng = 2. Nastepnie powtarzamy dowodd przypadku aperiodycznego, zaste-
pujac automorfizm T przez automorfizm T X+

Dla danej przeliczalnej podgrupy G oznaczmy przez DISPg < S! rodzine auto-
morfizmow o dyskretnym widmie, ktorych zbior wartosci wlasnych jest zawarty w
podgrupie G. Ta rodzina tworzy klase charakterystyczna.

Stwierdzenie 5.0.12. Niech G bedzie przeliczalng podgrupg okregu. Wowczas mamy
u | UE n DISPq wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnego uktadu Furstenberga
ke V(u) zachodzi o4, ({z}) = 0, gdzie z € G\{1}.

Dowdd. =>: (przez kontrapozycje) Zalozmy, ze dla pewnej miary x € V(u) mamy

K= hm— Z Ogny.-

Now N
n<Nk

Zalozmy, ze dla pewnego 1 # zp € G mamy o, .({20}) > 0, to znaczy, ze miara
spektralna funkcji 7y ma atom w zy. Z tego wynika, ze

Mo = Ty + 7TZO,

gdzie 7,, oznacza rzut ortogonalny funkcji my na podprzestrzen funkcji wlasnych
odpowiadajacych wartosci wlasnej zg = €™ (zakladamy, ze « jest niewymierne, w
przypadku wymiernym zy # 1 dowod przebiega podobnie). W swietle lematu 5.0.10
istnieje polaczenie p € J((Xy, K, S), R,) takie, ze

fﬂzO(w)X(z) dp(w, z) # 0. (5.5)

Z twierdzenia 2.4.14 (ewentualnie przechodzac do podciagu ciggu (NVy)), otrzymu-
jemy ciag generujacy ((S™u), (w,)) (wzdtuz (Ny)) dla potaczenia p:

N Z 5(5"uw )y ™ P

k n<N

gdzie zbior {n;w,+1 # Raw,} ma posta¢ by < by < ...z by — b — 0. Uzywa-
jac ciagu (w,), przechodzimy do odpowiadajacego modelu orbitalnego, aby uzyska¢
nowy, monoergodyczny uktad (Y, .5), ktory jest modelem obrotu niewymiernego R,

Z tego wynika, ze (w := (w,) 1 X((yn)) = x(v0))

- Z )ZS” :— Z 7T(_) wn)—>J\7T0®de

7L<Nk n<N;C

Poniewaz m; L x (w L?(p) miary spektralne Ori@l 1 O1gy 83 Wzajemnie osobliwe),
wiec
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= fﬂzo ®Ydﬂ i 07

a stad wynika teza (u koreluje z monoergodycznym uktadem majacym grupe war-
tosci wlasnych zawarta w G).

<= (przez kontrapozycje): Zatoézmy, ze u £ (X, T) dla pewnego monoergodycz-
nego uktadu topologicznego (X, T'), dla ktorego M(X,T) = {v}, a grupa wartosci
wlasnych automorfizmu (7, v) jest zawarta w G. Zatem dla pewnego ciagu (IVy),
pewnej funkeji f € C(X) i pewnego x € X mamy NLk Yinen, W) f(IT"z) — ¢ # 0.
Ewentualnie przechodzac do podciagu ciagu (Ny), otrzymujemy

C=J7T0®fdp=JWOEP[1®f|Xu]dI€.

Poniewaz automorfizm (T, v) jest ergodyczny z dyskretnym widmem zawartym w
G (mozemy rowniez zalozyé, ze § f = 0), wigc miara spektralna funkeji f ma tylko
atomy w G'\{1}. Miara spektralna funkcji E,[1® f | X, jest absolutnie ciagta wzgle-
dem miary oy, wiec jest rowniez czysto atomowa i ma atomy zawarte w G\{1}.
Poniewaz funkcja 7o nie jest ortogonalna do funkeji E,[1® f|X,], wiec jej miara
spektralna ma atom nalezacy do zbioru G\{1}. O

Uwaga 5.0.13. W rzeczywistosci udowodniliSmy nastepujacy fakt: Zatozmy, ze
T e Auw(X,B,p) i f e L3y(X,B,u). Wowezas f L L*(Im(®,)) dla dowolnego
potgczenia p € J(R,T) i wszystkich automorfizmow R ergodycznych z dyskretnym
widmem wtedy i tylko wtedy, gdy oy « 1+ 6gy dla pewnej miary ciggtej n (na St).

Poniewaz warunek w | UE n DISP jest rownowazny w 1 UE n DISPq dla
wszystkich przeliczalnych podgrup G < S!, wiec otrzymujemy nastepujacy wynik:

Stwierdzenie 5.0.14. Zalézmy, zew : N - D, M (u) = 0. Wowczasu L. UEn DISP
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej miary k € V(u), miara spektralng o, . < n+ dg1y
dla pewnej cigglej miary 7.

Wazna obserwacja jest zatem to, ze na mocy lematu Wienera (patrz: lemat 2.2.1)
oraz (2.4) mamy: dla dowolnej miary borelowskiej (skonczonej, nieujemnej) o na

okregu
2oz = Y lo({=zDF — o (1)) =
1 ~/N(2 1 ~ a2
= Jim, g 2 P - &ﬁ%oﬁh;“(h)\

Granice tego rodzaju zastosowane do funkcji 7o w dowolnym ukltadzie Furstenberga
(Xu, &, S) funkeji arytmetycznej u sa wyrazalne w terminach autokorelacji funkcji w.
Na przyktad mamy nastepujacy:
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Whniosek 5.0.15. Zatozmy, ze uw jest punktem generujgcym. Wtedy funkcja w jest
ortogonalna do wszystkich monoergodycznych modeli automorfizmow ergodycznych o
dyskretnym widmie wtedy 1 tylko wtedy, gdy

1 . 1 —
g7 2 dim [ 2 e hyu

h<H n<N

‘ 2

i =3 i L s |

h<H n<N

) 1 1 —
= | lim T th Z u(n + h)u(n)

% ns

‘ 2
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Rozdzial 6

Funkcje arytmetyczne

6.1 Pretensjonalna funkcja multyplikatywna orto-
gonalna do wszystkich ukladéw monoergodycz-
nych

Przypomnijmy, ze przez D oznaczamy dysk jednostkowy w C. Rozwazamy funkcje
arytmetyczne u : N — D, ktore sa multyplikatywne, tzn. u(mn) = u(m)u(n), gdy
m in sg liczbami wzglednie pierwszymi. Przypomnijmy, ze charaktery Archimedesa
n — n' (t € R) sa funkcjami wolno zmieniajacymi si¢ w $redniej i stad ich uktadami
Furstenberga sa tylko identycznosci (doktadny opis tych identycznosci znajduje sie
w pracy [25]). Pamietajac, ze charaktery Archimedesa nie maja $redniej, stosujac
np. stwierdzenie 4.5.1 wnioskujemy, ze charaktery Archimedesa sg funkcjami orto-
gonalnymi do wszystkich uktadéw monoergodycznych.
Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego wniosku:

Whiosek 6.1.1. Jedynymi pretensjonalnymi funkcjami multyplikatywnymiuw : N — D
ortogonalnymi do wszystkich uktadéw monoergodycznych sq charaktery Archimedesa
n—n' teR.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcja w nie jest charakterem Archimedesa. Wtedy mamy
D(u,x - n") < oo, gdzie x jest nietrywialnym pierwotnym charakterem Dirichleta.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Jesli ¢t = 0, to na mocy twierdzenia 2.8(i) w [17], wszystkie uklady Fursten-
berga funkcji w sg ergodyczne. Ponadto o ile w # 1, to kazdy z tych ukltadow
Furstenberga jest ukltadem nietrywialnym (czyli réznym od uktadu jednopunk-
towego). Stad 7y nie spelnia warunku ze stwierdzenia 4.5.1.

2. Jesli t # 0, to, poniewaz funkcja u nie jest (z zalozenia) charakterem Archime-
desa, wiec na mocy twierdzenia 2.8(ii) [17], jego widmo nie moze by¢ trywialne.
Z tego samego twierdzenia wynika, ze kazdy uklad Furstenberga ma postac
Id x T, gdzie T jest nietrywialnym automorfizmem ergodycznym. Teraz, po-
niewaz u L UE, to w $wietle stwierdzenia 4.5.1 mamy, ze my L Fye o(Xu, &, 5)
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dla dowolnej miary k € V(u). Ze stwierdzenia 4.1.5 wynika, ze dla dowolnego
k € V(u), funkcja 7y jest k-p.w. mierzalna wzgledem Zg. Jednak wowczas Zg
jest o-algebra generowang przez proces (mp © S™),ez, co 0znacza, ze dziala on
jako identycznoé¢. Jest to sprzeczne z faktem, ze w ukladach Furstenberga
funkcji v mamy nietrywialng czes¢ ergodyczna.

O

Uwaga 6.1.2. W §Swietle ostatnich postepow wokot hipotez Chowli i Sarnaka, roz-
sadne jest oczekiwanie, ze charaktery Archimedesa i funkcje multyplikatywne o ze-
rowej pseudo-normie Besicovitcha sa jedynymi (ograniczonymi przez 1) funkcjami
multyplikatywnymi, ktore sa ortogonalne do wszystkich uktadéw monoergodycz-
nych.

6.1.1 Zastosowanie: usredniona wlasnosé Chowli

Pokazemy teraz, ze usredniona hipoteza Chowli (patrz: przypis 14 lub uwaga 6.1.4)
dla funkcji arytmetycznej u jest rownowazna hipotezie ortogonalnosei (1.1) dla ukla-
dow topologicznych, ktorych wszystkie miary niezmiennicze daja uktady ze specjal-
nej klasy charakterystycznej. Ustalmy funkcje ograniczong u : N — C i zaczynamy
od rozszerzenia stwierdzenia 4.1.2 (réwnowazno$¢ warunkow (a) i (b)).

Stwierdzenie 6.1.3. Nastepujgce warunks sq rownowazne:

(a) Funkcja w ma Sredniq zerowq na typowym krétkim przedziale (jest to réwno-
wazne z faktem, zZe pierwsza norma GHK funkcji w znika).

(b) Eilmo|Zs| = 0 dla dowolnego uktadu Furstenberga k € V(u).

(¢) Miara spektralna o, . nie ma atomu w punkcie 1 dla dowolnego uktadu Fur-
stenberga k € V(u).

Dowdd. Fakt, ze (b) i (c) sa rownowazne pochodzi z teorii spektralnej. Istotnie, niech
k€ V(u). Wowcezas 7 (2.4), definicji miary spektralnej, ciagtosci iloczynu skalarnego
i twierdzenia von Neumanna otrzymujemy nastepujacy ciag rownosci:

Oron({1}) = lim — Z Oronln] = lim — Z<US7TO,7T0>,.i =

N—ow [V

(lim — Z Ugno, oy = (Bxlmo | Zs], mo)w =

NHOO

= [Ex[mo IIs]Hz-



6.1. Pretensjonalna funkcja multyplikatywna ortogonalna do wszystkich uktadow
monoergodycznych 127

Rozwazmy teraz funkcje u spelniajacg usredniong wtasnosé 2-Chowli rozpatry-
wana w [33] 1 oparta na pracy [40]:

I}%— Z I}l_{gjm‘m%ku(m + h)u(m)| =0 (6.1)
dla kazdego podciagu (My) definiujacego uktad Furstenberga funkcji .

Uwaga 6.1.4. Jak pokazano w [10], zobacz takze dodatek A w [33], usredniona
wilasnosé 2-Chowli jest rownowazna usrednionej wlasnosci Chowli:

1 . 1
hlrl—rgoﬁ Z 811_)123 7 Z u(n)u(n + hy)...un+h)| =0

hi,....hix<H n<Ms

dla dowolnego k > 1, 1 < hy < ... < hy (dla kazdego podciagu (M) definiuja-
cego uktad Furstenberga funkcji w). Z punktu widzenia teorii ergodycznej (patrz:
uwaga 2.3.16) rozpatrywana wlasno$¢ moze by¢ uwazana za jedno z mozliwych
sformutowan klasycznego zjawiska (po raz pierwszy rozpatrywanego przez Fursten-
berga), ze ,stabe mieszanie implikuje stabe mieszanie wszystkich rzedow”.

Przypomnijmy, ze w [14] i [33] pokazano, ze warunek (6.1) jest rownowazny fak-
towi, ze o, . jest miara ciagla dla dowolnego uktadu Furstenberga x € V(u). Wynika
7 tego (patrz: stwierdzenie 6.1.3 powyzej), ze usredniona whasnosé Chowli implikuje
zerowa Srednia na typowym krotkim przedziale, czyli (patrz: stwierdzenie 4.1.2)
mamy |u|, = 0. Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego wyniku:

Twierdzenie 6.1.5. Zaldzmy, ze ||ul, = 0. Nastepujgce warunki sq rdwnowazne:
(a) funkcja uw spetnia usredniong wtasno$é Chowli;

(b) funkcja w jest ortogonalna do wszystkich monoergodycznych modeli automorfi-
zmow o dyskretnym widmie;

(¢) funkcja w jest ortogonalna do wszystkich uktadéw topologicznych, ktdrych wszyst-
kie miary niezmiennicze dajg miarowe uktady dynamiczne o dyskretnym widmie.

Dowdd. (a)=(b) Pamietajac, ze usredniona hipoteza Chowli implikuje ciagtos¢ miary
spektralnej funkcji 7y, twierdzenie wynika bezposrednio ze stwierdzenia 5.0.7 i uwagi 5.0.13
(patrz takze: wniosek 5.0.15).

(b)=(a) Ponownie wynika to z uwagi 5.0.13 (pamietajac, ze zgodnie ze stwierdze-
niem 6.1.3, miara spektralna funkcji 7y nie ma atomu w 1). Poniewaz (¢)=-(b), wiec
wystarczy pokaza¢, ze (a)=>(c), co natomiast wynika z [14]| (patrz: dowod wniosku

3.20 w [14]). Dzieje si¢ tak, poniewaz warunek (a) implikuje, ze miara spektralna
funkeji o jest ciggla (dla dowolnej miary x € V(w)). 0O
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