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Rozdziaª 1

Wst¦p

1.1 Motywacja. Klasy charakterystyczne i problem

ortogonalno±ci ci¡gów. Ortogonalno±¢ a rozª¡cz-

no±¢ w sensie Furstenberga

W 2010 roku Sarnak sformuªowaª sªynn¡ hipotez¦ mówi¡c¡ o tym, »e je»eli mamy
zwart¡ przestrze« metryczn¡ i homeomor�zm T : X Ñ X taki, »e jego entropia to-
pologiczna wynosi zero, to wówczas funkcja Möbiusa µ jest ortogonalna do dowolnej
ci¡gªej obserwowalnej w tym ukªadzie, tzn.

lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

fpT nxqµpnq � 0 (1.1)

dla dowolnej funkcji f P CpXq i x P X (co zapisujemy µ K pX,T q). Zamiast funk-
cji Möbiusa µ mo»emy równowa»nie rozwa»a¢ funkcj¦ Liouville'a λ (patrz: pod-
rozdziaª 2.5 oraz artykuª przegl¡dowy [14]). Zauwa»my, »e hipoteza Sarnaka mówi o
ortogonalno±ci funkcji Möbiusa (lub Liouville'a) do rodziny CZE ukªadów topologicz-
nych o zerowej entropii, a wi¦c (na mocy zasady wariacyjnej) ukªadów, w których
ka»da miara niezmiennicza wyznacza miarowy ukªad o entropii zero. Rozszerza-
j¡c zagadnienie, w sposób analogiczny rozwa»a¢ mo»emy problem ortogonalno±ci
u K CF innych ci¡gów ograniczonych u : N Ñ D :� tz P C; |z| ¤ 1u takich, »e
Mpuq :� limNÑ8

1
N

°
n¤N upnq � 0 do ukªadów z rodziny CF , gdzie F jest pewn¡

klas¡ charakterystyczn¡ (patrz: podrozdziaª 2.3.15, ZE jest przykªadem klasy cha-
rakterystycznej) ukªadów miarowych, tzn.

lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

fpT nxqupnq � 0 (1.2)

dla dowolnego ukªadu pX,T q P CF , dowolnej funkcji f P CpXq i elementu x P X,
przy zaªo»eniu, »e pX, ν, T q P F dla dowolnej miary T -niezmienniczej ν P M pX,T q.
Podobnie de�niujemy u K C dla dowolnej klasy C ukªadów topologicznych.
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6 Rozdziaª 1. Wst¦p

Warto wspomnie¢, »e motywacj¡ do sformuªowania hipotezy Sarnaka byªa hipo-
teza Chowli z 1965 roku mówi¡ca o tym, i» wszystkie autokorelacje funkcji Liouville'a
zeruj¡ si¦, tzn.

lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

λpn� r1q � . . . � λpn� rsq � 0

dla dowolnego s ¥ 1 oraz 0 ¤ r1   . . .   rs, lub równowa»nie (w j¦zyku ukªadów
dynamicznych), »e funkcja Liouville'a jest punktem generuj¡cym dla miary Ber-
noulliego Bp1

2
, 1
2
q peªnego shiftu pt�1, 1uZ, Sq. Hipoteza Chowli implikuje hipotez¦

Sarnaka [43] (na odwrót wiadomo jedynie, »e hipoteza Sarnaka implikuje hipotez¦
Chowli wzdªu» podci¡gu [24]).

Kontynuuj¡c idee i rezultaty Tao [45], ±rednie Cesàro w (1.2) mo»emy zamie-
ni¢ na ±rednie logarytmiczne i wówczas rozwa»a¢ logarytmiczn¡ ortogonalno±¢, a co
za tym idzie, rozpatrywa¢ tzw. logarytmiczn¡ hipotez¦ Sarnaka oraz logarytmiczn¡
hipotez¦ Chowli. W rozprawie jednak nie b¦dziemy zajmowali si¦ tymi wersjami.
Niemniej warto wspomnie¢, »e logarytmiczna wersja hipotezy Chowli jest równo-
wa»na logarytmicznej hipotezie Sarnaka [45]. Ponadto z gªównego rezultatu pracy
Frantzikinasa-Hosta [15] wynika, »e wiele funkcji multyplikatywnych u (w tym rów-
nie» funkcja Liouville'a, czy Möbiusa) jest logarytmicznie ortogonalnych do ukªadów
monoergodycznych (klasa UE) o zerowej entropii, tzn. u Klog CZE X UE.

Wracaj¡c do ±redniowania w sensie Cesàro, w [7], Conze, Downarowicz i Se-
ra�n problem charakteryzacji wszystkich ci¡gów, które s¡ ortogonalne do rodziny
wszystkich homeomor�zmów ±ci±le ergodycznych (tzn. homeomor�zmów monoer-
godycznych i minimalnych), przypisuj¡ Boshernitzanowi. Stosuj¡c teori¦ rozª¡czno-
±ci Furstenberga, pokazuj¡ oni, »e rozwi¡zanie problemu Boshernitzana musi by¢
nietrywialne.1 Nieco mody�kuj¡c to zagadnienie, w rozprawie problem Boshernit-
zana oznacza dla nas scharakteryzowanie ci¡gów (ograniczonych) ortogonalnych do
klasy UE.2

Rozwi¡zania problemu Boshernitzana oczekujemy w terminach tzw. ukªadów
Furstenberga danego ci¡gu.3 Przez ukªad Furstenberga ci¡gu ograniczonego u rozu-
mie si¦ dowolny miarowy ukªad dynamiczny, w którym rozpatrywanym dziaªaniem
jest shift dwustronny S dziaªaj¡cy na przestrzeni otrzymanej przez domkni¦cie or-
bity punktu u P DZ dla S, za± miara κ jest quasi-generowana przez u (patrz: de�ni-
cja 2.4.16). Zbiór tak otrzymanych miar oznaczamy przez V puq. Dla przykªadu, hipo-

1W podej±ciu w pracy [7] rozpatruje si¦ punkty (quasi)-generuj¡ce dla miar niezmienniczych
i odpowiadaj¡ce problemy nieskorelowania. W szczególno±ci Conze, Downarowicz i Sera�n roz-
patruj¡ problem nieskorelowania miary ν niezmienniczej dla shiftu (a wi¦c mamy stowarzyszony
ukªad pX,B, ν, Sq) ze wszystkimi miarami ergodycznymi. Autorzy zauwa»aj¡, »e je±li pX,B, ν, Sq
jest rozª¡czny w sensie Furstenberga ze wszystkimi ukªadami ergodycznymi, to zachodzi nieskore-
lowanie odpowiadaj¡cych miar, a nast¦pnie podaj¡ wa»ny przykªad (Example 5.2 [7]), pokazuj¡cy,
»e problem nieskorelowania jest istotnie sªabszy od problemu rozª¡czno±ci.

2Jak zauwa»a si¦ w Theorem 2.3 [7] tak sformuªowany problem Boshernitzana jest równowa»ny
oryginalnemu problemowi Boshernitzana.

3Ponownie, nietrudno spostrzec (patrz np.: [14]), »e rozª¡czno±¢ ukªadów Furstenberga ze
wszystkim automor�zmami z klasy F implikuje ortogonalno±¢ u K CF . Jest to jednak warunek
jedynie wystarczaj¡cy.



1.2. Wyniki teorio-ergodyczne rozprawy 7

teza Chowli oznacza, »e istnieje tylko jeden ukªad Furstenberga funkcji Liouville'a λ
i jest on ukªadem Bernoulliego pt�1, 1uZ, Bp1

2
, 1
2
q, Sq, tzn. V pλq � tBp1

2
, 1
2
qu. Wspo-

mniana praca Frantzikinakisa-Hosta [15] wskazaªa, »e w przypadku ukªadów Fur-
stenberga aperiodycznych funkcji multyplikatywnych specjaln¡ rol¦ mog¡ odgrywa¢
ukªady dynamiczne generowane przez procesy ±ci±le stacjonarne.4 Z kolei dla tych
ostatnich ukªadów zachodz¡ nast¦puj¡ce fakty: je±li ukªad taki jest ergodyczny, to
jest on izomor�czny z ukªadem Bernoulliego, je±li za± ma zerow¡ entropi¦ (i wtedy
nie jest ergodyczny), to jest on rozª¡czny ze wszystkimi ukªadami ergodycznymi.
Jest jednak otwartym problemem odpowied¹ na pytanie, czy to dokªadnie ukªady
dane przez procesy ±ci±le stacjonarne generuj¡ wszystkie ukªady Furstenberga funk-
cji Möbiusa, czy Liouville'a. Wiemy jedynie, »e ±cisªa stacjonarno±¢ pojawia si¦,
gdy rozwa»amy logarytmiczne ukªady Furstenberga funkcji Liouville'a (patrz: [15],
[16], [17]). Pojawia si¦ wi¦c tu naturalne i interesuj¡ce z punktu widzenia teorii
ergodycznej pytanie dotycz¡ce charakteryzacji elementów rodziny ErgK wszystkich
automor�zmów rozª¡cznych (w sensie Furstenberga) ze wszystkimi automor�zmami
ergodycznymi.5 Jest rzecz¡ raczej zaskakuj¡c¡, »e pytanie to nie byªo dotychczas roz-
patrywane w teorii ergodycznej, a odpowied¹ na nie (patrz: twierdzenie A poni»ej)
jest jednym z gªównych wyników rozprawy.6 Pewnym wyja±nieniem tej sytuacji jest
to, »e w teorii rozª¡czno±ci Furstenberga zazwyczaj badano przypadek, w którym
oba automor�zmy s¡ ergodyczne i wówczas problem sprowadzaª si¦ do sprawdzania
jedynie poª¡cze« ergodycznych (w przypadku dwóch automor�zmów nieergodycz-
nych mamy brak rozª¡czno±ci, patrz: stwierdzenie 2.3.53). Zauwa»my, »e równie»
sam problem Boshernitzana motywuje do wcze±niejszego podania opisu klasy ErgK.

Przechodzimy teraz do przedstawienia gªównych rezultatów rozprawy.7

1.2 Wyniki teorio-ergodyczne rozprawy

Niech T b¦dzie automor�zmem standardowej przestrzeni probabilistycznej pX,BX , µq.
Jak wspomnieli±my w poprzednim podrozdziale, interesuje nas opisanie warunków,
które speªnia¢ musi automor�zm T , aby byª on rozª¡czny ze wszystkimi automor-
�zmami ergodycznymi (co oznaczamy T P ErgK lub T K Erg).8 Zatem rozwa»amy
przypadek, gdy automor�zm T jest nieergodyczny, tzn. posiada nietrywialny roz-
kªad na skªadowe ergodyczne. Przyjmuj¡c X � X{IT , gdzie IT oznacza σ-algebr¦

4Proces stacjonarny pEnqnPZ nazywamy ±ci±le stacjonarnym, gdy rozkªad wektora
pEn1

, . . . , Enk
q jest równy rozkªadowi wektora pErn1

, . . . , Ernk
q dla dowolnych n1   . . .   nk,

k ¥ 1 i r ¥ 1.
5Oczywi±cie od czasu fundamentalnej pracy Furstenberga [19] z 1967 roku wiadomo byªo, »e

Id P ErgK.
6Po uzyskaniu informacji o wyniku w pracy [26], E. Glasner i B. Weiss w artykule �On the class

of systems which are disjoint from every ergodic system�, arXiv:2405.00463, podali inny dowód
twierdzenia A rozprawy, a tak»e rozpatrzyli przypadek dziaªania grup przeliczalnych.

7Zaprezentowane wyniki pochodz¡ z prac [6] i [26].
8Je±li T 1 jest innym automor�zmem, rozª¡cznym z T , to piszemy T K T 1.
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zbiorów T -niezmienniczych, rozkªad ten mo»emy zapisa¢ jako

µ �

»
X̄

µx̄ dµ̄px̄q, (1.3)

gdzie x � rxs�IT , miary µx̄ s¡ T -niezmiennicze oraz µ � µ|IT (patrz: podroz-
dziaª 2.3.4).

Kluczowym wynikiem pracy jest charakteryzacja elementów klasy ErgK (patrz:
twierdzenie 3.2.1), zawarta w poni»szym twierdzeniu:

Twierdzenie A. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. T P ErgK.

2. Rozszerzenie T Ñ IdX̄ jest domkni¦te9.

3. Dla µ̄b µ̄-prawie wszystkich px̄, x̄1q P X̄ � X̄, mamy pT, µx̄q K pT, µx̄1q.

Dla zadanej klasy charakterystycznej F miarowych ukªadów dynamicznych (tzn.
klasy zamkni¦tej na branie poª¡cze« i faktorów) niech AFpX,µ, T q oznacza najwi¦k-
szy F -faktor ukªadu pX,µ, T q (patrz: podrozdziaª 2.3.15). (W przypadku klasy ZE
ukªadów o zerowej entropii wspomnianym faktorem AZEpX,µ, T q jest faktor Pin-
skera ΠpT q.) Kolejny rezultat (patrz: wniosek 5.0.2, uwaga 5.0.4 i uwaga 5.0.6) jest
uogólnieniem twierdzenia A na klasy charakterystyczne.

Twierdzenie B. Niech T P AutpX,µq i niech F b¦dzie klas¡ charakterystyczn¡.
Niech AF b¦dzie najwi¦kszym F-faktorem automor�zmu T . Wówczas nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(i) T K F X Erg,

(ii) rozszerzenie T |AF Ñ IdX̄ jest domkni¦te.

Je»eli F � ZE, to warunki (i) oraz (ii) s¡ równowa»ne stwierdzeniu: dla µ̄b µ̄-p.w.
px̄, x̄1q P X̄ � X̄ mamy ΠppT, µx̄qq K ΠppT, µx̄1qq.

Kolejnym otwartym problemem dotycz¡cym klasy ErgK byªa kwestia opisu klasy
M pErgKq jej mno»ników,10 czyli automor�zmów, których dowolne poª¡czenie z ukªa-
dem z ErgK nadal jest elementem klasy ErgK. Klasycznym faktem jest, »e klasa ID

9Domkni¦to±¢ rozszerzenia oznacza, »e jedynym samopoª¡czeniem rz¦du 2 automor�zmu rzu-
tuj¡cym si¦ na miar¦ produktow¡ faktora jest miara produktowa.

10Problem mno»ników jest jednym z klasycznych problemów teorii ergodycznej, np. cz¦±ciowo
rozwi¡zano problem mno»ników klasy WMK (WM oznacza klas¦ ukªadów sªabo mieszaj¡cych): [3],
[9], [22], [23], [38].
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wszystkich identyczno±ci jest podzbiorem klasy M pErgKq. Udaªo nam si¦ pokaza¢,
»e prawdziwa jest równie» relacja w drug¡ stron¦ (patrz: twierdzenie 3.3.2), tzn.
zachodzi nast¦puj¡ce:

Twierdzenie C. M pErgKq � ID.

Okazuje si¦ jednak, »e je»eli ukªady z klasy ErgK ª¡czymy w sposób trywialny
(patrz: twierdzenie 3.4.1), czyli bior¡c ich produkt kartezja«ski, to otrzymujemy
kolejny element tej klasy, a zatem zachodzi:

Twierdzenie D. Zaªó»my, »e pX,B, µ, T q, pY, C, ν, Sq P ErgK. Wówczas

pX � Y,B b C, µb ν, T � Sq P ErgK.

W ±wietle powy»szego twierdzenia, w szczególno±ci mamy pT � T, µ b µq P ErgK.
Z drugiej jednak strony, klasyczny przykªad 3.3.1 pokazuje, »e nietrywialne samopo-
ª¡czenia ukªadów z klasy ErgK mog¡ nas z niej wyprowadza¢. Pozostaje zatem pyta-
nie o istnienie warunków, które speªnia¢ musi automor�zm z ErgK, aby jego dowolne
(niesko«czone) samopoª¡czenie byªo elementem tej klasy. Kluczowymi w tej kwestii
okazuj¡ si¦ by¢ dwie wªasno±ci: MSJ i PID (patrz odpowiednio: de�nicja 2.3.56
i de�nicja 2.3.58) oraz �odpowiednio� du»o rozª¡czno±ci mi¦dzy skªadowymi ergo-
dycznymi. W rezultacie otrzymali±my nast¦puj¡ce (patrz: twierdzenie 3.5.3):

Twierdzenie E. Niech T : X Ñ X b¦dzie homeomor�zmem zwartej przestrzeni
metrycznej X, zachowuj¡cym miar¦ µ. Niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne dla pT, µq i niech Tx̄ oznacza ergodyczne
dziaªanie automor�zmu T na wªóknie odpowiadaj¡cym punktowi x̄ P X, tzn. Tx̄ od-
powiada pT, µx̄q. Zaªó»my, »e µ jest ci¡gª¡ miar¡ probabilistyczn¡ oraz, »e speªnione
s¡ nast¦puj¡ce warunki:

� dla dowolnego punktu x̄ P X istnieje zbiór X
1
� X, którego dopeªnienie jest

przeliczalne oraz dla dowolnego ȳ P X
1
mamy Tx̄ K Tȳ;

� dla dowolnych x̄, ȳ P X je±li Tx̄ M Tȳ, to automor�zmy Tx̄ i Tȳ s¡ izomor�czne;

� dla ka»dego x̄ P X automor�zm Tx̄ ma wªasno±¢ MSJ (w szczególno±ci ma
wªasno±¢ PID).

Wtedy pT�8, ηq P ErgK dla ka»dego η P J8pT, µq.

Ponadto ze stwierdzenia 3.5.4 i lematu 3.5.5 wynika, »e istnieje automor�zm
zbudowany z pewnej rodziny automor�zmów rangi 1, który speªnia zaªo»enia twier-
dzenia E. Zatem istniej¡ nietrywialne automor�zmy speªniaj¡ce tez¦ twierdzenia E.
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Poniewa» M pErgKq � ID, wi¦c powstaje pytanie o istnienie nietrywialnych klas
charakterystycznych zawartych w ErgK.11 Konsekwencj¡ twierdzenia E jest nast¦-
puj¡cy (patrz: wniosek 3.5.6):

Wniosek F. Je±li T speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.5.3, to najmniejsza klasa cha-
rakterystyczna FpT q, do której nale»y T , jest klas¡ charakterystyczn¡ zawart¡ w ErgK.

1.3 Problem Boshernitzana i jego uogólnienia

Niech u : N Ñ D. Przez FwepT q oznaczamy sªabo ergodyczn¡ cz¦±¢ przestrzeni
L2pX,BX , µq dla automor�zmu T (patrz: de�nicja 2.3.9) i niech

Fwe,0pT q :� FwepT q X L2
0pX,BX , µq.

Ponadto przez JRelErg
2 pT q oznaczamy zbiór wszystkich 2 -samopoª¡cze« λ automor�-

zmu T takich, »e λ|X̄�X̄ � µ̄bµ̄ oraz λx̄,x̄1 P JepTx̄, Tx̄1q dla µ̄bµ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄�X̄.
W celu rozwi¡zania problemu Boshernitzana potrzebujemy nast¦puj¡cych rezul-

tatów (patrz: twierdzenie 4.2.1 i wniosek 4.6.2):

Twierdzenie G. Zaªó»my, »e f P L2
0pX,µq speªnia Eµrf |IT s � 0. Wtedy nast¦pu-

j¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) f K FwepT q.

(ii) Dla wszystkich miar λ P JRelErg
2 pT q mamy Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q � 0 dla

µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄.

(iii) Dla wszystkich samopoª¡cze« λ P J2pT q speªniaj¡cych λ|X̄�X̄ � µ̄ b µ̄, mamy
Eλrf b f | IT�T s � 0.

Stwierdzenie H. Niech u : N Ñ D. Wtedy u K UE wtedy i tylko wtedy, gdy
dla ka»dego ukªadu Furstenberga κ P V puq mamy π0 K Fwe,0pXu, κ, Sq, przy czym
funkcja π0 jest obci¦ciem rzutowania DZ Q pynq Ñ y0 P D do podshiftu Xu (patrz:
stwierdzenie 4.5.1).

W twierdzeniu L (poni»ej) w sposób kombinatoryczny opisane zostaªy wszystkie
2-samopoª¡czenia ukªadów Furstenberga funkcji u. Zatem stwierdzenie H i twier-
dzenie G razem z twierdzeniem von Neumanna daj¡ peªne rozwi¡zanie problemu
Boshernitzana w terminach ukªadów Furstenberga funkcji u (patrz: uwaga 4.6.3

11Zauwa»my, »e dla dowolnej rodziny R automor�zmów, klasa M pRKq jest naturaln¡ klas¡
charakterystyczn¡ zawart¡ w RK (patrz: przykªad 2.3.97 (7)).
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oraz podrozdziaª 4.8.2).12

Mamy ponadto wersj¦ stwierdzenia H dla klas charakterystycznych (patrz: wnio-
sek 5.0.8):

Wniosek I. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) u K F X UE (tzn. u K CF X UE).

(b) Dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ funkcji u zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:
dla dowolnego samopoª¡czenia λ P JRelErg

2 pXu, κ, Sq (w szczególno±ci λ|ISbIS �
κ|IS b κ|IS), mamy

Eλ

�
Eκrπ0 |AF s bEκrπ0 |AF s | IS b IS

�
� Eκrπ0 | ISs bEκrπ0 | ISs.

(c) Dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ funkcji u zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:
dla dowolnego samopoª¡czenia λ P J2pXu, κ, Sq, gdzie λ|ISbIS � κ|IS b κ|IS ,
mamy

Eλ

�
Eκrπ0 |AF s bEκrπ0 |AF s | IS�S

�
� Eκrπ0 | ISs bEκrπ0 | ISs.

1.4 Zastosowania teorio-liczbowe i kombinatoryczne

Niech u : N Ñ D. Wówczas dla funkcji u jej pierwsz¡ norm¦ Gowersa-Hosta-Kry
(u1 - norm¦) okre±lamy, przy zadanym jej ukªadzie Furstenberga pXu, κ, Sq, w na-
st¦puj¡cy sposób:13

}u}2u1 :� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

»
π0 � S

h � π0 dκ.

Przez DISP oznaczamy klas¦ (charakterystyczn¡) automor�zmów o dyskretnym wid-
mie. Naszym gªównym zastosowaniem otrzymanych wyników jest poni»szy rezultat
(patrz: wniosek 6.1.5) dotycz¡cy u±rednionej hipotezy Chowli:14

12Zauwa»my, »e w pracy [7] rozpatruje si¦ nieskorelowania ci¡gów z klas¡ ERG ci¡gów generu-
j¡cych dla miar ergodycznych w ukªadach topologicznych. W [7] wyja±nia si¦, »e nieskorelowanie
ci¡gu z klas¡ UE (monoergodycznych ukªadów dynamicznych) i tak rozumian¡ klas¡ ERG s¡ wªa-
sno±ciami równowa»nymi.

13Wi¦cej informacji o pierwszej normie GHK znajduje si¦ w podrozdziale 4.1.
14 Mówimy, »e funkcja u speªnia u±rednion¡ hipotez¦ Chowli, gdy

lim
HÑ8

1

Hk

¸
h1,...,hk¤H

lim
sÑ8

1

Ms

���
¸

n¤Ms

upnqupn� h1q . . .upn� hkq
��� � 0
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Wniosek J. Zaªó»my, »e }u}u1 � 0 (tzn. dla wszystkich κ otrzymujemy zero). Na-
st¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) Funkcja u speªnia u±rednion¡ wªasno±¢ Chowli.

(b) u K DISPX UE (tzn. u K CDISP X UE).

(c) Funkcja u jest ortogonalna do wszystkich ukªadów topologicznych, których wszyst-
kie miary niezmiennicze daj¡ miarowe ukªady dynamiczne o dyskretnym widmie
(tzn. u K CDISP).

Kolejny rezultat dotyczy opisu funkcji pretensjonalnych (patrz: de�nicja 2.5.7), które
s¡ ortogonalne do klasy UE (patrz: wniosek 6.1.1).

Wniosek K. Jedynymi pretensjonalnymi funkcjami multyplikatywnymi u : N Ñ D
ortogonalnymi do wszystkich ukªadów monoergodycznych s¡ charaktery Archimedesa
n ÞÑ nit, t P R.

Jako ostatni, podajemy wynik dotycz¡cy zwi¡zku pomi¦dzy samopoª¡czeniami
a kombinatoryk¡ punktów quasi-generuj¡cych (patrz: twierdzenie 4.8.5).

Twierdzenie L. Niech u b¦dzie punktem quasi-generuj¡cym wzdªu» ci¡gu pNkq dla
pewnego ukªadu Furstenberga κ, a miara λ niech b¦dzie 2-samopoª¡czeniem miary
κ P V puq. Wówczas istnieje lokalnie orbitalny ci¡g pϕkq, gdzie ka»da funkcja ϕk jest
pewn¡ permutacj¡ zbioru t1, . . . , Nku,

15 taki, »e

λ � lim
kÑ8

1

Nk

¸
1¤n¤Nk

δpSnu,Sϕkpnquq.

dla dowolnego k ¥ 1, 1 ¤ h1   . . .   hk (dla dowolnego ci¡gu pMsq de�niuj¡cego ukªad Fursten-
berga funkcji u). Zostaªa ona udowodniona dla funkcji Liouville'a (i wielu innych funkcji multypli-
katywnych) przez Matomäki, Radziwiªªa i Tao [40].

15A dokªadniej wymagamy, aby

1

Nk

���
!
n P t1, . . . , Nk � 1u; ϕkpn� 1q � ϕkpnq � 1

)��� ÝÝÝÑ
kÑ8

1.



Rozdziaª 2

Wiadomo±ci wst¦pne

2.1 Teoria miary

Przypomnimy teraz podstawowe poj¦cia z teorii miary.

De�nicja 2.1.1. Niech pX,Bq b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡. Rozwa»my do-
datnie i sko«czone miary µ, ν okre±lone na tej przestrzeni.

� Mówimy, »e miara µ jest skupiona na zbiorze A P B, gdy µpXzAq � 0.

� Mówimy, »e miary µ i ν s¡ wzajemnie singularne (osobliwe), gdy istniej¡ zbiory
A1, A2 P B, A1 X A2 � H takie, »e miara µ jest skupiona na A1, za± miara ν
jest skupiona na A2. Wzajemn¡ singularno±¢ oznaczamy przez µ K ν.

� Mówimy, »e miara µ jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary ν, piszemy wtedy
µ ! ν, gdy dla dowolnego A P B mamy νpAq � 0 ñ µpAq � 0. Miary µ i ν
nazywamy równowa»nymi, gdy µ ! ν i ν ! µ. Piszemy wówczas µ � ν.

� Przez M pXq oznaczamy zbiór wszystkich miar probabilistycznych na pX,Bq.

Niech pX,B, µq oraz pY, C, νq b¦d¡ przestrzeniami z miar¡. Pisz¡c

π : pX,B, µq Ñ pY, C, νq (2.1)

b¦dziemy rozumieli, »e odwzorowanie π : X Ñ Y jest mierzalne oraz obraz π�µ
miary µ przez π jest równy ν, tj. pπ�µqpCq :� µpπ�1pCqq � νpCq dla dowolnego
zbioru C P C. Wszystkie odwzorowania mierzalne speªniaj¡ce drugi warunek na-
zywamy odwzorowaniami zachowuj¡cymi miary. Je±li dodatkowo odwzorowanie od-
wrotne π�1 jest p.w. okre±lone oraz π�1 : pY, C, νq Ñ pX,B, µq, to odwzorowanie π
nazywamy izomor�zmem (miarowym) przestrzeni pX,B, µq i pY, C, νq.

De�nicja 2.1.2. Trójk¦ pX,B, µq nazywamy probabilistyczn¡, standardow¡ prze-
strzeni¡ borelowsk¡, o ile jest ona izomor�czna z przestrzeni¡ pY, C, νq tak¡, »e Y

13
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jest przestrzeni¡ polsk¡, czyli o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryzowaln¡ w sposób zu-
peªny, za± C jest σ-algebr¡ zbiorów borelowskich na Y , a ν : C Ñ R� jest miar¡
probabilistyczn¡.

Uwaga 2.1.3. Wszystkie równo±ci mi¦dzy zbiorami, σ-algebrami i odwzorowaniami
rozumiemy jako zachodz¡ce prawie wsz¦dzie (p.w.) wzgl¦dem rozwa»anej miary.

Uwaga 2.1.4. W przypadku gdy X jest przestrzeni¡ polsk¡, to b¦dziemy równie»
pisali B � BX lub B � BpXq.

Dla probabilistycznej, standardowej przestrzeni borelowskiej pX,BX , µq, je»eli
rozwa»ymy cz¦±¢ ci¡gª¡ µ1 miary µ, to przestrze« pX,BX , µ1q jest izomor�czna
(patrz: (2.1) powy»ej) z pr0, 1s,Bpr0, 1sq,Lebq, o ile µ1 � 0, za± cz¦±¢ dyskretna
skªada si¦ z co najwy»ej przeliczalnej ilo±ci atomów.

Rozbiciem (mierzalnym) przestrzeni pX,B, µq nazywamy co najwy»ej przeliczaln¡
rodzin¦ P � tAi; i P Nu zbiorów mierzalnych tak¡, »e speªnione s¡ warunki:

1. Ai X Aj � H dla i � j,

2. µp
�8

i�1Aiq � 1.

Niech P i Q b¦d¡ rozbiciami przestrzeni pX,B, µq. Mówimy, »e rozbicie P rozdrabnia
rozbicie Q, co zapisujemy P © Q, gdy dla dowolnego zbioru p P P istnieje q P Q
takie, »e p � q ([12]).
Poª¡czeniem rozbi¢ P i Q nazywamy rozbicie

P _Q :� tpX q; p P P, q P Qu.

Mówimy, »e ci¡g rozbi¢ pQkqk¥1 generuje σ-algebr¦ B, gdy σ-algebra B jest najmniej-
sz¡ σ-algebr¡ zawieraj¡c¡ wszystkie elementy rozbicia Qk dla dowolnego k ¥ 1 ([12]).

Uwaga 2.1.5. ([12]) Ka»da probabilistyczna, standardowa przestrze« borelowska
pX,B, µq posiada generuj¡cy ci¡g sko«czonych rozbi¢ pQkq taki, »e

B �
8ª

k�1

Qk.

Twierdzenie 2.1.6. Niech pX,B, µq b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡ oraz niech
C b¦dzie pod-σ-algebr¡ σ-algebry B. Wówczas istnieje odwzorowanie Ep�|Cq : L1pX,B, µq Ñ
L1pX,B, µq takie, »e dla f P L1pX,B, µq funkcja Epf |Cq (okre±lona µ-prawie wsz¦-
dzie) jest wyznaczona jednoznacznie przez nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. funkcja Epf |Cq jest C-mierzalna;

2. dla dowolnego C P C mamy»
C

Epf |Cq dµ �
»
C

f dµ.
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Odwzorowanie Ep�|Cq nazywamy ±redni¡ warunkow¡ (wzgl¦dem C).

Uwaga 2.1.7. �rednia warunkowa jest dobrze okre±lona na LppX,B, µq dla dowol-
nego p ¥ 1, tzn. je±li f P LppX,B, µq, toEpf |Cq P LppX, C, µ|Cq, gdzie µ|CpCq � µpCq
dla C P C. Ponadto nietrudno spostrzec, »e dla p � 2 ±rednia warunkowa Ep�|Cq :
L2pX,B, µq Ñ L2pX,B, µq jest projekcj¡ ortogonaln¡ na podprzestrze« L2pX, C, µ|Cq.

Twierdzenie 2.1.8 (Dezintegracja miary, [37], [19]). Niech pX,B, µq b¦dzie stan-
dardow¡, probabilistyczn¡ przestrzeni¡ borelowsk¡ oraz niech pY, C, νq b¦dzie prze-
strzeni¡ z miar¡ probabilistyczn¡. Rozwa»my odwzorowanie π : pX,B, µq Ñ pY, C, νq.
Wówczas istnieje odwzorowanie

Y Q y ÞÑ µy P M pXq, (2.2)

które speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(1) miary warunkowe µy skupione s¡ na wªóknach π�1ptyuq,

(2) dla dowolnej funkcji f P L1pX,B, µq odwzorowanie

Y Q y ÞÑ

»
X

f dµy (2.3)

jest mierzalne, dla ν-p.w. y P Y mamy f P L1pX,µyq oraz

Epf |Y qpyq �

»
X

f dµy

(przez Epf |Y qq rozumiemy Epf |π�1pCqq � π�1),

(3) dla dowolnej funkcji f P L1pX,B, µq zachodzi»
X

f dµ �

»
Y

�»
X

f dµy



dνpyq.

Odwzorowanie (2.2) nazywamy dezintegracj¡ miary µ nad miar¡ ν (wzgl¦dem π) i
wówczas piszemy

µ �

»
Y

µy dνpyq.

Sformuªujemy teraz twierdzenia o mierzalnych selektorach, które peªni¢ b¦d¡
istotn¡ rol¦ w dowodzie kluczowych rezultatów rozprawy, tj. twierdzenia 3.2.1 oraz
twierdzenia 3.3.2.

Twierdzenie 2.1.9 (Kallman, [32]). Niech pX,BXq b¦dzie standardow¡ przestrzeni¡
borelowsk¡, za± Y niech b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡. Zaªó»my, »e zbiór A � X�Y jest
borelowski oraz, »e dla ka»dego x P X zbiór Ax :� ty P Y ; px, yq P Au jest σ-zwarty,
tzn. jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów zwartych. Niech π : X � Y Ñ X b¦dzie rzutem
na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Wówczas zbiór πpAq jest borelowski oraz istnieje selektor
borelowski odwzorowania π|A : AÑ πpAq.
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Uwaga 2.1.10. Istnienie selektora borelowskiego odwzorowania π|A : A Ñ πpAq
oznacza, »e w sposób mierzalny przyporz¡dkowa¢ mo»emy elementom x P πpAq
reprezentanta z odpowiadaj¡cego im wªókna Ax.

Twierdzenie 2.1.11 ([44]). Niech X,Y b¦d¡ przestrzeniami polskimi oraz niech
A � X b¦dzie zbiorem borelowskim. Niech f : AÑ Y . Wówczas f jest odwzorowa-
niem borelowskim wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór

graphpfq :� tpx, fpxqq P X � Y ; x P Au

jest borelowskim podzbiorem zbioru A� Y .

Twierdzenie 2.1.12 (Kuratowski-Ryll-Nardzewski, [36]). Niech pX,Bq b¦dzie prze-
strzeni¡ polsk¡ z σ-algebr¡ zbiorów borelowskich oraz niech pΩ, Cq b¦dzie przestrzeni¡
mierzaln¡. Niech f : Ω Ñ 2X b¦dzie funkcj¡ wielowarto±ciow¡ na Ω o warto±ciach
w domkni¦tych podzbiorach zbioru X. Zaªó»my ponadto, »e f jest sªabo mierzalna,
tzn. dla ka»dego otwartego podzbioru A � X zbiór postaci

tω P Ω; fpωq X A � Hu

jest mierzalny. Wówczas istnieje mierzalny selektor F : Ω Ñ X funkcji f , tzn.
F pωq P fpωq dla dowolnego elementu ω P Ω.

Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Przez �M pXq oznaczmy zbiór
(borelowskich) miar dodatnich i sko«czonych na X. Zauwa»my, »e M pXq � �M pXq.
Niech CpXq oznacza przestrze« funkcji ci¡gªych naX. Na M pXq rozwa»amy �-sªab¡
topologi¦, tzn. najsªabsz¡ topologi¦, dla której odwzorowania

M pXq Q µ ÞÑ

»
X

f dµ

s¡ ci¡gªe dla dowolnej funkcji f P CpXq. Przestrze« M pXq z t¡ topologi¡ jest zwarta
i metryzowalna. Zauwa»my, »e w twierdzeniu 2.1.8, gdy X jest przestrzeni¡ zwart¡,
to mierzalno±¢ odwzorowania (2.3) jest równowa»na mierzalno±ci odwzorowania (2.2)
dziaªaj¡cego z pY, Cq do pM pXq,BM pXqq.

2.2 Teoria spektralna

Wiadomo±ci z tego podrozdziaªu pochodz¡ gªównie z [37].
Niech σ P �M pTq, gdzie T :� tz P C; |z| � 1u. Przypomnijmy, »e sko«czona miara
dodatnia mo»e mie¢ co najwy»ej przeliczalnie wiele atomów.
Dla n P Z, n-tym wspóªczynnikiem Fouriera miary σ nazywamy liczb¦

pσrns :� »
T
z�n dσpzq.

Zachodzi nast¦puj¡cy fakt:
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Lemat 2.2.1 (Wiener). Niech σ P �M pTq. Przez tz1, z2, . . . , zm, . . .u oznaczmy zbiór
wszystkich atomów miary σ. Wówczas

lim
nÑ8

1

n

n�1̧

k�0

|pσrks|2 � 8̧

m�1

σptzmuq
2.

Ponadto poniewa» dla z � 1 mamy

lim
nÑ8

1

n

zn � 1

z � 1
� 0,

wi¦c

lim
nÑ8

1

n

n�1̧

k�0

pσrks � σpt1uq. (2.4)

Rozwa»aj¡c dodatni¡ miar¦ borelowsk¡ σ na T, bezpo±rednio z lematu Wienera
otrzymujemy, »e

σ jest miar¡ ci¡gª¡ ðñ lim
nÑ8

1

n

n�1̧

k�0

|pσrks|2 � 0. (2.5)

Niech Hi, i � 1, 2, b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta. Przez x�, �y oznaczmy
iloczyn skalarny na Hi, i � 1, 2 (w zale»no±ci od kontekstu, na H1 lub H2). Roz-
wa»my przestrze« operatorów liniowych i ci¡gªych dziaªaj¡cych z H1 do H2, tzn.

LpH1, H2q :� tA : H1 Ñ H2; A jest operatorem liniowym i ci¡gªymu

oraz kul¦ jednostkow¡ w LpH1, H2q, tzn.

K :� tA P LpH1, H2q; }A} ¤ 1u. (2.6)

Je»eli H1 � H2 � H, to zamiast LpH,Hq piszemy LpHq. Na przestrzeni LpH1, H2q
rozpatrywa¢ mo»emy nast¦puj¡ce topologie:

� mocn¡ topologi¦ operatorow¡ - jest to najsªabsza topologia, dla której odwzo-
rowania

LpH1, H2q Q A ÞÑ Ax P H2, x P H1,

s¡ ci¡gªe,

� sªab¡ topologi¦ operatorow¡ - najsªabsz¡ topologi¦, w której odwzorowania

LpH1, H2q Q A ÞÑ xAx, yy P C, x P H1, y P H2,

s¡ ci¡gªe.
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Gdy powy»sze topologie ograniczymy do K, to wówczas s¡ one metryzowalne.
Przejd¹my zatem do wskazania odpowiadaj¡cych im metryk.

Niech txn P H1; }xn} � 1, n ¥ 1u b¦dzie podzbiorem liniowo g¦stym w H1.
Dla A,B P K kªadziemy

dpA,Bq :�
8̧

n�1

}Axn �Bxn}

2n

oraz

ρpA,Bq :�
8̧

n,m�1

|xAxn, xmy � xBxn, xmy|

2n�m
.

Tak okre±lone metryki d i ρ zadaj¡ odpowiednio mocn¡ i sªab¡ topologi¦. Zauwa»my,
»e topologie wyznaczone przez te metryki nie zale»¡ od wyboru podzbioru liniowo
g¦stego. Zatem dla mocnej topologii operatorowej mamy

An ÝÝÝÑ
nÑ8

A ðñ @x PH1 Anx ÝÝÝÑ
nÑ8

Ax.

Natomiast dla sªabej topologii operatorowej zachodzi

An ã A ðñ @xPH1, yPH2 xAnx, yy ÝÝÝÑ
nÑ8

xAx, yy.

Przestrze« K rozwa»ana ze sªab¡ topologi¡ operatorow¡ jest przestrzeni¡ zwart¡.
Operator liniowy i ci¡gªy U : H Ñ H nazywamy unitarnym, gdy

U � U� � U� � U � Id,

tzn., U� � U�1 lub, równowa»nie, U jest odwracaln¡ izometri¡.
Gdy przez UpHq � K � LpHq oznaczymy przestrze« operatorów unitarnych

oraz rozpatrzymy metryk¦ d1 tak¡, »e dla U, V P UpHq mamy

d1pU, V q :� dpU, V q � dpU�1, V �1q,

to okazuje si¦, »e sªaba i mocna topologia operatorowa na UpHq s¡ równowa»ne.
Ponadto przestrze« UpHq wyposa»ona w te topologie jest przestrzeni¡ polsk¡.

W mocnej topologii operatorowej skªadanie operatorów jest operacj¡ ci¡gª¡, w
szczególno±ci UpHq jest grup¡ topologiczn¡. Natomiast skªadanie operatorów w K
jest operacj¡ póªci¡gª¡ w sªabej topologii, tzn. je»eli K Q An ã A P K, to

BAn ã BA oraz AnB ã AB

dla dowolnego operatora B P K.
Dla operatorów U P UpHq zachodzi twierdzenie o zbie»no±ci ±rednich ergodycz-

nych sformuªowane przez von Neumanna:
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Twierdzenie 2.2.2 (von Neumann). Dla dowolnego elementu x P H mamy

lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

Unx � projFixpUqpxq,

gdzie projFixpUq : H Ñ FixpUq jest rzutem ortogonalnym przestrzeni H na do-
mkni¦t¡ podprzestrze« FixpUq :� tx P H; Ux � xu skªadaj¡c¡ si¦ z punktów staªych
operatora U .

De�nicja 2.2.3. Mówimy, »e λ P C jest warto±ci¡ wªasn¡ operatora unitarnego
U P UpHq, je»eli istnieje wektor x P H taki, »e x � 0 oraz Ux � λx. Taki element x
nazywamy wektorem wªasnym odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ.

Uwaga 2.2.4. Zauwa»my, »e skoro U P UpHq jest izometri¡, to |λ| � 1.

Niech x P H i poªó»my

Zpxq :� spantUnx; n P Zu.

Jest to najmniejsza domkni¦ta podprzestrze« U -niezmiennicza (UpZpxqq � Zpxq) za-
wieraj¡ca element x. Przestrze« Zpxq nazywamy przestrzeni¡ cykliczn¡ generowan¡
przez x.

Rozpatrzmy element x P H. Z twierdzenia Herglotza wynika, »e istnieje dokªad-
nie jedna miara σx P �M pTq, która wyznaczona jest przez równo±ci

pσxr�ns � xUnx, xy, n P Z.

Miar¦ t¦ nazywamy miar¡ spektraln¡ elementu x.
Zauwa»my, »e

σxpTq � pσxr0s � }x}2.

Miary spektralne posiadaj¡ szereg wªasno±ci. Przejd¹my do przedstawienia cz¦±ci
z nich.

Lemat 2.2.5. Je»eli σx K σy, to Zpxq K Zpyq i w szczególno±ci x K y.

Stwierdzenie 2.2.6. Element x P H jest wektorem wªasnym operatora U odpowia-
daj¡cym warto±ci wªasnej λ P C wtedy i tylko wtedy, gdy σx � }x}2δλ.

Przejdziemy teraz do klasy�kacji operatorów unitarnych.

Lemat 2.2.7. Niech U P UpHq. Wówczas istnieje rozkªad

H �
8à

n�1

Zpxnq oraz σx1 " σx2 " . . .
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Powy»szy rozkªad przestrzeni H nazywamy rozkªadem spektralnym, za± otrzy-
many ci¡g miar nazywamy ci¡giem spektralnym operatora U . Typ miary σx1 , czyli
klas¦ wszystkich miar jej równowa»nych, nazywamy maksymalnym typem spektral-
nym operatora U i oznaczamy przez σU .
Poni»sze twierdzenie jest kluczowe w teorii spektralnej operatorów unitarnych na
o±rodkowych przestrzeniach Hilberta i uzasadnia jedyno±¢ rozkªadu spektralnego z
dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci miar spektralnych i, w szczególno±ci, niezale»no±¢
σU od rozkªadu spektralnego.

Twierdzenie 2.2.8 (twierdzenie spektralne). Niech U P UpHq. Rozwa»my dwa
rozkªady spektralne:

H �
8à

n�1

Zpxnq oraz σx1 " σx2 " . . . ,

H �
8à

n�1

Zpynq oraz σy1 " σy2 " . . . .

Wówczas σxn � σyn dla n ¥ 1.

Mówimy, »e:

� U P UpHq ma proste widmo, je±li jego ci¡g spektralny jest postaci

σx1 " 0 � 0 � . . .

lub równowa»nie H � Zpx1q;

� U P UpHq ma jednorodne widmo krotno±ci n, je±li ci¡g spektralny tego opera-
tora ma posta¢

σx1 � . . . � σxn " 0 � . . . ;

� U P UpHq ma widmo Lebesgue`a (widmo absolutnie ci¡gªe/ widmo singularne,
widmo dyskretne), gdy σx1 jest miar¡ równowa»n¡ mierze Lebesgue`a (mierze
absolutnie ci¡gªej/singularnej wzgl¦dem miary Lebesgue`a, mierze dyskretnej).

2.3 Teoria ergodyczna

2.3.1 Ergodyczno±¢, sªabe mieszanie i mieszanie

Podstawowe informacje na temat teorii ergodycznej w tym podrozdziale zostaªy za-
czerpni¦te z [21], [37] i [46].
Rozwa»a¢ b¦dziemy probabilistyczne przestrzenie standardowe. Niech zatem pX,B, µq
b¦dzie tak¡ przestrzeni¡. Przypomnijmy, »e ze wzgl¦du na miar¦ µ, wszystkie rów-
no±ci mi¦dzy zbiorami, σ-algebrami i odwzorowaniami rozumiemy jako zachodz¡ce
µ-prawie wsz¦dzie (p.w.).
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De�nicja 2.3.1. Odwzorowanie T : X Ñ X nazywamy endomor�zmem prze-
strzeni pX,B, µq, je»eli jest ono B-mierzalne oraz zachowuje miar¦ µ, tzn. T�µ � µ
(patrz: (2.1)). Je»eli dodatkowo T : pX,B, µq Ñ pX,B, µq jest izomor�zmem, to
mówimy, »e T jest automor�zmem przestrzeni pX,B, µq. Przez AutpX,B, µq ozna-
czamy przestrze« automor�zmów przestrzeni pX,B, µq. Czwórk¦ pX,B, µ, T q nazy-
wamy miarowym ukªadem dynamicznym. B¦dziemy równie» pisali pT, µq lub nawet
T , gdy kontekst jest jasny.

Z automor�zmem T stowarzyszy¢ mo»emy operator unitarny UT : L2pX,B, µq Ñ
L2pX,B, µq, który dziaªa w nast¦puj¡cy sposób:

UTf � f � T dla dowolnej funkcji f P L2pX,B, µq.

Operator ten nazywamy operatorem Koopmana stowarzyszonym z T .
Przestrze« operatorów unitarnych UpL2pX,B, µqq jest o±rodkow¡ i zupeªn¡ grup¡ to-
pologiczn¡ (tzn. grup¡ polsk¡), za± operatory Koopmana tworz¡ jej domkni¦ty pod-
zbiór. Na AutpX,B, µq rozwa»a¢ b¦dziemy tzw. sªab¡ topologi¦, przez co rozumiemy
mocn¡ topologi¦ przeniesion¡ z przestrzeni operatorów Koopmana (ze wzgl¦du na
standardowo±¢ przestrzeni X odwzorowanie T ÞÑ UT jest ró»nowarto±ciowe).

De�nicja 2.3.2. Mówimy, »e λ P C jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu T , gdy
jest ona warto±ci¡ wªasn¡ operatora UT . Mówimy, »e funkcja f P L2pX,B, µq jest
funkcj¡ wªasn¡ automor�zmu T , gdy jest ona funkcj¡ wªasn¡ operatora UT .

De�nicja 2.3.3. Mówimy, »e automor�zm T P AutpX,B, µq ma dyskretne widmo,
gdy przestrze« L2pX,B, µq posiada baz¦ ortonormaln¡ zªo»on¡ z funkcji wªasnych
automor�zmu T .

Ogólna teoria spektralna operatorów unitarnych mówimy nam zatem, »e dla
automor�zmu T z dyskretnym widmem, maksymalny typ spektralny operatora UT

jest typem miary dyskretnej, której atomami s¡ warto±ci wªasne automor�zmu T .

De�nicja 2.3.4. Centralizatorem automor�zmu T P AutpX,B, µq nazywamy zbiór

CpT q :� tS P AutpX,B, µq; S � T � T � Su.

Uwaga 2.3.5. Zauwa»my, »e automor�zmy postaci S � T n, n P Z, s¡ oczywistymi
elementami grupy CpT q.

Centralizator CpT q mo»emy zanurzy¢ w przestrze« UpL2pX,B, µqq przez odwzo-
rowanie

CpT q Q S ÞÑ US P UpL
2pX,B, µqq.

Przenosz¡c na CpT q mocn¡ topologi¦ operatorow¡ otrzymamy, »e:

Wniosek 2.3.6. Dla dowolnego T P AutpX,B, µq jego centralizator CpT q jest grup¡
polsk¡ (z przeniesion¡ mocn¡ topologi¡ operatorow¡).

De�nicja 2.3.7. Niech T P AutpX,B, µq. Mówimy, »e automor�zm T jest:
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1. ergodyczny, gdy dla dowolnego zbioru B P B takiego, »e T�1B � B (zbiory
o tej wªasno±ci nazywamy T -niezmienniczymi) mamy µpBq P t0, 1u,

2. sªabo mieszaj¡cy, gdy dla dowolnych zbiorów A,B P B mamy

lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

|µpT�nAXBq � µpAqµpBq| � 0,

3. mieszaj¡cy, gdy dla dowolnych zbiorów A,B P B mamy

lim
nÑ8

µpT�nAXBq � µpAqµpBq.

Uwaga 2.3.8. Nietrudno spostrzec, »e mieszanie implikuje sªabe mieszanie, które
z kolei implikuje ergodyczno±¢.

Przez Erg oznaczmy klas¦ wszystkich automor�zmów ergodycznych probabilistycz-
nych standardowych przestrzeni borelowskich, za± przezWM � Erg oznaczamy klas¦
automor�zmów, które s¡ sªabo mieszaj¡ce.

Uwaga 2.3.9. Je»eli S jest semi-algebr¡ generuj¡c¡ σ-algebr¦ B, to warunki z de-
�nicji 2.3.7 wystarczy sprawdza¢ dla elementów semi-algebry S.

Do dyspozycji mamy szereg twierdze«, które mówi¡ nam o warunkach równo-
wa»nych dla wprowadzonych powy»ej de�nicji.

Stwierdzenie 2.3.10. Niech T P AutpX,B, µq. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

1. T jest odwzorowaniem ergodycznym.

2. Dla dowolnego zbioru A P B takiego, »e µpAq ¡ 0 mamy µp
�8

n�1 T
�nAq � 1.

3. Dla dowolnych zbiorów A,B P B takich, »e µpAq, µpBq ¡ 0 istnieje n ¡ 0
takie, »e µpT�nAXBq ¡ 0.

Stwierdzenie 2.3.11. Niech T P AutpX,B, µq. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

1. T jest odwzorowaniem ergodycznym.

2. Je»eli funkcja f : X Ñ C jest B-mierzalna oraz f � T � f , to wówczas f jest
funkcj¡ staª¡.

3. Je»eli f P L2pX,B, µq oraz f � T � f , to wówczas f jest funkcj¡ staª¡.

Poni»sze twierdzenie pokazuje nam zwi¡zek pomi¦dzy sªabym mieszaniem auto-
mor�zmu T oraz ergodyczno±ci¡ automor�zmu T �T rozwa»anego z miar¡ produk-
tow¡ µb µ (patrz: przykªad 2.3.27).
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Stwierdzenie 2.3.12. Niech T P AutpX,B, µq. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

1. T jest odwzorowaniem sªabo mieszaj¡cym.

2. T � T jest odwzorowaniem ergodycznym z miar¡ µb µ.

3. T � T jest odwzorowaniem sªabo mieszaj¡cym z miar¡ µb µ.

Przejdziemy teraz do zwi¡zku zachodz¡cego pomi¦dzy sªabym mieszaniem au-
tomor�zmu T a wªasno±ciami spektralnymi stowarzyszonego z nim operatora UT

(wªasno±ci spektralne operatora UT nazywamy cz¦sto wªasno±ciami spektralnymi
automor�zmu T ).

De�nicja 2.3.13. Mówimy, »e T P AutpX,B, µq ma ci¡gªe widmo, je»eli 1 jest
jedyn¡ warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu T oraz odpowiadaj¡ce jej funkcje wªasne
s¡ staªe.

Twierdzenie 2.3.14. Niech T P AutpX,B, µq. Wówczas T jest odwzorowaniem
sªabo mieszaj¡cym wtedy i tylko wtedy, gdy T ma ci¡gªe widmo.

Uwaga 2.3.15. Przypomnijmy, »e T P AutpX,B, µq nazywa si¦ mieszaj¡cym rz¦du
r ¥ 2, gdy dla dowolnych zbiorów A1, . . . , Ar P B mamy

µpA1 X T n2A2 X . . .X T nrArq Ñ
r¹

j�1

µpAjq,

gdy n2 Ñ 8 oraz nj�1 � nj Ñ 8 dla 2 ¤ j   r. Mieszanie rz¦du 2, to zwy-
kªe mieszanie. Nie wiadomo (problem Rokhlina), czy mieszanie automor�zmu im-
plikuje jego mieszanie dowolnego rz¦du. Nietrudno spostrzec, »e warunek miesza-
nia rz¦du r jest równowa»ny stwierdzeniu: dla dowolnej funkcji f P L2

0pX,µq oraz
g1, . . . , gr�1 P L8pX,µq mamy»

X

f � g1 � T
n2 � . . . � gr�1 � T

nr dµÑ 0,

dla nj-ów j.w.

Uwaga 2.3.16. Niech T P AutpX,B, µq oraz niech f P L2
0pX,µq. Przypu±¢my, »e

miara spektralna σf funkcji f jest ci¡gªa. Wówczas dla K ¥ 1 mamy

lim
HÑ8

1

HK

¸
h1,...,hk¤H

����» f � g1 � T h1 � . . . � gk � T
hk dµ

���� � 0,

dla dowolnych funkcji g1, . . . , gk P L8pX,µq (patrz: [33]). Rezultat ten mo»emy
wi¦c traktowa¢ jako stwierdzenie typu �sªabe mieszanie implikuje sªabe mieszanie
dowolnego rz¦du�.
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2.3.2 Entropia miarowego ukªadu dynamicznego

Niech P b¦dzie sko«czonym rozbiciem (mierzalnym) probabilistycznej, standardowej
przestrzeni pX,B, µq.

De�nicja 2.3.17. Entropi¡ (Shannona) rozbicia P wzgl¦dem miary µ nazywamy
liczb¦

HpP, µq :� �
¸
pPP

µppq log µppq.

Dla dowolnego n ¥ 1 wprowadzamy oznaczenie

P n :�
n�1ª
i�0

T�iP.

De�nicja 2.3.18. Niech P b¦dzie rozbiciem sko«czonym przestrzeni pX,B, µq oraz
T P AutpX,B, µq. Liczb¦

hpT, µ, P q :� lim
nÑ8

1

n
HpP nq

nazywamy entropi¡ ukªadu pX,B, µ, T q wzgl¦dem rozbicia P (granica ta istnieje na
mocy znanego twierdzenia o istnieniu granicy limnÑ8

1
n
an dla ci¡gu podaddytyw-

nego: an�m ¤ an � am, liczb nieujemnych).

De�nicja 2.3.19. Entropi¡ miarowego ukªadu dynamicznego pX,B, µ, T q nazywamy

hpT, µq :� sup
P� sko«czone rozbicie p. X

hpT, µ, P q.

Uwaga 2.3.20. Ponadto je»eli pPkq jest ci¡giem generuj¡cym σ-algebr¦ B takim,
»e rozbicie Pk�1 rozdrabnia rozbicie Pk, to

hpT, µq � lim
kÑ8

hpT, µ, Pkq.

2.3.3 Faktory

De�nicja 2.3.21. Rozwa»my T P AutpX,B, µq oraz S P AutpY, C, νq. Mówimy,
»e automor�zm S jest faktorem automor�zmu T (równowa»nie, T jest rozszerze-
niem S), je±li istnieje odwzorowanie π : pX,B, µq Ñ pY, C, νq takie, »e π � T �
S � π. Wówczas piszemy T Ñ S (czasami, gdy kontekst b¦dzie jasny, b¦dziemy pi-
sa¢ X Ñ Y ).
Je»eli dodatkowo odwzorowanie π jest odwracalne (w tym kontek±cie oznacza to
dodatkowo mierzalno±¢ i zachowywanie miar przez odwzorowanie odwrotne), to mó-
wimy, »e automor�zmy T i S s¡ izomor�czne.

Uwaga 2.3.22. Zauwa»my, »e π�1pCq jest T -niezmiennicz¡ pod-σ-algebr¡ σ-algebry B.
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Poj¦cie faktora mo»na wprowadzi¢ równowa»nie za pomoc¡ pod-σ-algebr (i dzia-
ªania ilorazowego), które s¡ T -niezmiennicze, co opiszemy dokªadniej za chwil¦ (patrz: (2.7)).

Twierdzenie 2.3.23. Istnieje wzajemna jednoznaczno±¢ pomi¦dzy faktorami odwzo-
rowania T P AutpX,B, µq oraz pod-σ-algebrami T -niezmienniczymi σ-algebry B.

Uwaga 2.3.24. Powy»sze twierdzenie mówi nam, »e w szczególno±ci σ-algebra IpT q
zbiorów T -niezmienniczych okre±la nam pewien faktor automor�zmu T . Jest to naj-
wi¦kszy faktor, dla którego odwzorowanie ilorazowe T (patrz: (2.7) poni»ej) dziaªa
jako identyczno±¢, tzn. ka»dy inny faktor o tej wªasno±ci jest jego faktorem.

Niech C b¦dzie pod-σ-algebr¡ T -niezmiennicz¡ σ-algebry B. Wybierzmy podzbiór
g¦sty tCn P C;n ¥ 1u w C, tzn. taki, »e dla dowolnego zbioru C P C oraz ε ¡ 0
istnieje n ¥ 1 takie, »e µpC△Cnq   ε.
Na przestrzeni X okre±lamy relacj¦ równowa»no±ci �C w nast¦puj¡cy sposób:

x1 �C x2 ðñ dla dowolnego n ¥ 1 mamy albo tx1, x2u � Cn, albo tx1, x2u � XzCn.

PrzezX{C oznaczmy przestrze« ilorazow¡ stowarzyszon¡ z relacj¡�C. Na przestrzeni
pX{C, C, µ|Cq rozwa»a¢ mo»emy odwzorowanie ilorazowe T zadane w nast¦puj¡cy
sposób:

T prxsq :� rTxs dla rxs P X{C. (2.7)

Uwaga 2.3.25. Automor�zm T b¦dziemy oznacza¢ równie» jako T |C.

Odwzorowanie to jest faktorem automor�zmu T stowarzyszonym z pod-σ-algebr¡ C,
gdy» odwzorowanie ilorazowe π jest jednocze±nie odwzorowaniem faktoryzuj¡cym.
W dalszej cz¦±ci pracy przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia:X :� X{C oraz x :� rxs,
przy czym oznaczenia te s¡ rozumiane w kontek±cie rozwa»anego faktora.

Zauwa»my, »e przyjmuj¡c Y � X oraz ν � µ|C, za± jako π rozwa»aj¡c odwzoro-
wanie ilorazowe π : pX,B, µq Ñ pX, C, µ|Cq, speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia 2.1.8,
a zatem mamy:

Twierdzenie 2.3.26 (Rozkªad miary nad faktorem). Niech T P AutpX,B, µq i niech
C � B b¦dzie pod-σ-algebr¡ T -niezmiennicz¡. Wówczas istnieje odwzorowanie mie-
rzalne (w sensie (2.3))

X Q x ÞÑ µx P M pXq

speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

(1) miary warunkowe µx skupione s¡ na wªóknach π�1pxq,

(2) zachodzi równo±¢

µ �

»
X

µx dµ|Cpxq,

(3) obrazem miary µx przez automor�zm T jest miara µTx, tzn. T�µx � µTx.

Rozwa»my teraz pewne przykªady faktorów.
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Przykªad 2.3.27 (Automor�zm produktowy). Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2
i rozpatrzmy ukªad produktowy pX1 �X2,B1 b B2, µ1 b µ2, T1 � T2q. Wówczas jego
naturalnymi faktorami s¡ automor�zmy T1 i T2 (jako odwzorowanie faktoryzuj¡ce
wystarczy rozpatrzy¢ naturalny rzut na odpowiadaj¡ce wspóªrz¦dne).

Przykªad 2.3.28 (Identyczno±¢ jako faktor automor�zmu nieergodycznego). Niech
T P AutpX,B, µq b¦dzie automor�zmem nieergodycznym. Wówczas istnieje zbiór
T -niezmienniczy B P B taki, »e 0   µpBq   1. Zde�niujmy miar¦ ν : 2t0,1u Ñ r0, 1s
w nast¦puj¡cy sposób

νpt0uq � µpBq oraz νpt1uq � µpXzBq. (2.8)

Wówczas Id P Autpt0, 1u, 2t0,1u, νq jest faktorem automor�zmu nieergodycznego
T P AutpX,B, µq.

Ponadto mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci faktorów:

Twierdzenie 2.3.29. Niech T P AutpX,B, µq oraz rozwa»my jego faktor S P AutpY, C, νq.
Wówczas:

1. Je»eli T jest automor�zmem ergodycznym, to S równie» jest automor�zmem
ergodycznym.

2. Je»eli T jest automor�zmem sªabo mieszaj¡cym, to S równie» jest automor�-
zmem sªabo mieszaj¡cym.

3. Je»eli T jest automor�zmem mieszaj¡cym, to S równie» jest automor�zmem
mieszaj¡cym.

De�nicja 2.3.30. Niech T P AutpX,B, µq. Je»eli istnieje ci¡g Ai � B, skªadaj¡cy
si¦ z σ-algebr T -niezmienniczych, taki, »e Ai � Ai�1 dla i ¥ 1 oraz B �

�
i¥1Ai, to

wówczas mówimy, »e automor�zm T jest granic¡ odwrotn¡ swoich faktorów pT |Ai
qi¥1.

2.3.4 Rozkªad na skªadowe ergodyczne

Niech T P AutpX,B, µq b¦dzie automor�zmem nieergodycznym. Oznacza to, »e
σ-algebra IpT q (równie» oznaczana jako IT ) zbiorów T -niezmienniczych zadaje nie-
trywialny (ró»ny od identyczno±ci na jednym punkcie) faktor. Wówczas miar¦ µ
da si¦ przedstawi¢ jako kombinacj¦ wypukª¡ miar µx (patrz: twierdzenie 2.3.26 dla
C � IpT q), które dodatkowo s¡ ergodyczne (odwzorowanie T jest identyczno±ci¡,
wi¦c z p3q w twierdzeniu 2.3.26 otrzymujemy T�µx � µx), tzn. zachodzi nast¦pu-
j¡ce twierdzenie (przez M pX,T q � M pXq oznaczamy zbiór wszystkich miar T -
niezmienniczych):

Twierdzenie 2.3.31 (Rozkªad na skªadowe ergodyczne). Dla dowolnego automor-
�zmu T P AutpX,B, µq istnieje odwzorowanie mierzalne (w sensie (2.3))

X{IpT q � X Q x ÞÑ µx P M pX,T q

takie, »e:
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1. miary warunkowe µx skupione s¡ na wªóknach π�1pxq,

2. automor�zmy T : pπ�1pxq,B|π�1pxq, µxq Ñ pπ�1pxq,B|π�1pxq, µxq s¡ ergodyczne,

3. zachodzi równo±¢

µ �

»
X

µx dpµ|IpT qqpxq.

Niech T b¦dzie automor�zmem probabilistycznej, standardowej przestrzeni bo-
relowskiej pX,BX , µq. Interesuje nas warunek rozª¡czno±ci automor�zmu T z klas¡
wszystkich automor�zmów ergodycznych (patrz: podrozdziaª 2.3.6), co zapisujemy
jako T P ErgK. Dlatego skupiamy si¦ na przypadku, gdy ukªad jest nieergodyczny.
Przedstawimy jego rozkªad na skªadowe ergodyczne nieco inaczej, a mianowicie:

µ �

»
X

µx dµpxq, (2.9)

gdzie odwzorowanie
X Q x ÞÑ µx P M epX,T q

(M epX,T q � M pX,T q jest zbiorem wszystkich miar ergodycznych na X) jest mie-
rzalne, a generowana przez nie σ-algebra pokrywa si¦ modulo µ z σ-algebr¡ IT (miary
µx i µx1 s¡ równe, gdy x �IT x1). Wtedy (z dokªadno±ci¡ do µ-zaniedbywalnego
zbioru) mo»emy zapisa¢ przestrze« X jako rozª¡czn¡ sum¦ mnogo±ciow¡

X �
§

nPNYt8u

Xn,

gdzie dla n P N, Xn jest podzbiorem takich x P X, »e µx jest miar¡ skupion¡ na n
punktach o równej masie 1

n
(tych n punktów jest cyklicznie permutowanych przez T ),

a X8 oznacza podzbiór tych x P X, »e µx jest miar¡ bezatomow¡. Kªadziemy

X̄ :� tµx; x P Xu � M epX,T q,

gdzie rozwa»amy miar¦ µ̄, która jest obrazem miary µ poprzez odwzorowanie x ÞÑ µx.
Zauwa»my, »e wówczas ukªad pX,µ, T q pojawia si¦ jako relatywnie ergodyczne roz-
szerzenie ukªadu pX̄, µ̄, IdX̄q, tzn. ka»da borelowska funkcja T -niezmiennicza jest
mierzalna wzgl¦dem σ-algebry IpT q. Dla n P NY t8u okre±lamy

X̄n :� tµx; x P Xnu � X̄

i wtedy
X̄ �

§
nPNYt8u

X̄n.

Dla n P N rozwa»amy sko«czony ukªad ergodyczny
�
t1, . . . , nu, νn, Rn

�
, gdzie νn jest

jednostajnym rozkªadem prawdopodobie«stwa na t1, . . . , nu i Rnj :� j � 1 mod n.
Wprowadzamy równie» abstrakcyjn¡ probabilistyczn¡, standardow¡ przestrze« bo-
relowsk¡ pY,BY , νq, gdzie ν jest miar¡ bezatomow¡. Wówczas ukªad pX,µ, T q mo»na
przedstawi¢, z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu miarowego, w sposób nast¦puj¡cy:
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� Dla n P N, Xn � X̄n � t1, . . . , nu, a dla x � px̄, jq P Xn, Tx � px̄, Rnjq.
Ponadto

µ|Xn � µ̄|X̄n
b νn.

� X8 � X̄8 � Y , a dla x � px̄, yq P X8, Tx � px̄, Tx̄yq, gdzie automor�zmy
Tx̄ P AutpY, νq, x̄ P X̄, s¡ ergodyczne. Tutaj odwzorowanie

X̄8 Q x̄ ÞÑ Tx̄ P AutpY, νq jest borelowskie. (2.10)

Ponadto
µ|X8 � µ̄|X̄8

b ν.

Aby ujednolici¢ nasz¡ notacj¦, oznaczmy równie» Tx̄ :� Rn dla x̄ P X̄n. Pozwala
nam to przepisa¢ rozkªad na skªadowe ergodyczne (2.9) jako

µ �

»
X̄

µx̄ dµ̄px̄q, (2.11)

gdzie miary warunkowe µ̄x̄ s¡ teraz albo δx̄bνn, je±li x̄ P X̄n, albo δx̄bν, o ile x̄ P X̄8.

2.3.5 Operatory Markowa

Rozwa»amy probabilistyczne przestrzenie standardowe pXi,Bi, µiq, i � 1, 2.

De�nicja 2.3.32. Operator liniowy i ci¡gªy Φ : L2pX1,B1, µ1q Ñ L2pX2,B2, µ2q
nazywamy operatorem Markowa, je»eli:

1. Φf ¥ 0 dla dowolnej funkcji f P L2pX1,B1, µ1q takiej, »e f ¥ 0,

2. Φ1X1 � 1X2 i Φ�1X2 � 1X1 .

Uwaga 2.3.33. Zauwa»my, »e je»eli Φ jest operatorem Markowa, to operator do
niego sprz¦»ony Φ� równie» jest operatorem Markowa. Ponadto zªo»enie dwóch ope-
ratorów Markowa (o ile mo»liwe) jest operatorem Markowa. Z liniowo±ci i wªasno±ci
2. w powy»szej de�nicji wynika, »e operator Markowa przeprowadza funkcje staªe na
funkcje staªe (Φpc1X1q � cΦp1X1q � c1X2). Nale»y równie» zauwa»y¢, »e operatory
Markowa przesyªaj¡ funkcje o warto±ciach rzeczywistych w funkcje o warto±ciach
rzeczywistych.

Zbiór wszystkich operatorówMarkowa dziaªaj¡cych z L2pX1,B1, µ1q do L2pX2,B2, µ2q
oznacza¢ b¦dziemy przez Opµ1, µ2q. Zauwa»my, »e Opµ1, µ2q � K, gdzie K jest kul¡
jednostkow¡ w LpH1, H2q dla Hi � L2pXi,Bi, µiq, i � 1, 2 (patrz: (2.6)). Zatem na
zbiorze operatorów Markowa rozwa»a¢ mo»emy sªab¡ topologi¦ operatorow¡.

Stwierdzenie 2.3.34. Zbiór Opµ1, µ2q jest domkni¦tym (w sªabej topologii operato-
rowej) podzbiorem kuli jednostkowej K.

Przejd¹my teraz do wskazania przykªadów operatorów Markowa.
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Przykªad 2.3.35.

1. Operator ΠX1,X2 : L
2pX1,B1, µ1q Ñ L2pX2,B2, µ2q okre±lony wzorem

ΠX1,X2pfq :�

»
X1

f dµ1

jest operatorem Markowa. Gdy X1 � X2 � X, to b¦dziemy pisali ΠX zamiast
ΠX,X .
Je»eli Φ P Opµ1, µ2q, to operator Markowa Φ jest równy ΠX1,X2 wtedy i tylko
wtedy, gdy Φ|L2

0pX1,B1,µ1q � 0.

2. Niech T P AutpX,B, µq. Operator Koopmana UT : L2pX,B, µq Ñ L2pX,B, µq
stowarzyszony z T jest operatorem Markowa.

3. Niech pX,B, µq b¦dzie standardow¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡ oraz niech C
b¦dzie pod-σ-algebr¡ σ-algebry B. �rednia warunkowa Ep�|Cq na L2pX,B, µq
jest operatorem Markowa.

2.3.6 Poª¡czenia automor�zmów i ich rozª¡czno±¢

De�nicja 2.3.36. Mówimy, »e miara probabilistyczna ρ na pX1�X2,B1bB2q jest
poª¡czeniem miar µ1 i µ2, gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

� ρp� �X2q � µ1,

� ρpX1 � �q � µ2.

Zbiór wszystkich poª¡cze« miar µ1 i µ2 oznaczamy przez Cpµ1, µ2q.

Sformuªujmy twierdzenia dotycz¡ce wygodnej charakteryzacji poª¡cze« miar.

Stwierdzenie 2.3.37. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy
zbiorami Cpµ1, µ2q oraz Opµ1, µ2q zadana przez nast¦puj¡ce warunki:

(1) Je»eli ρ P Cpµ1, µ2q, to odpowiadaj¡cy operator Φρ wyznaczony przez równo±¢»
X2

Φρpf1q � f2 dµ2 �

»
X1�X2

f1 b f2 dρ (2.12)

dla dowolnych funkcji fi P L
2pXi,Bi, µiq, i � 1, 2, jest operatorem Markowa.

(2) Je»eli Φ P Opµ1, µ2q, to odpowiadaj¡ce mu poª¡czenie miar ρΦ jest wyznaczone
przez równo±¢

ρΦpA1 � A2q �

»
A2

Φp1A1q dµ2 (2.13)

dla dowolnych zbiorów Ai P Bi, i � 1, 2.
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Zauwa»my, »e dzi¦ki powy»szej identy�kacji Opµ1, µ2q z Cpµ1, µ2q, zbie»no±¢
ρn Ñ ρ w przestrzeni Opµ1, µ2q jest równowa»na zbie»no±ci

ρnpA1 � A2q Ñ ρpA1 � A2q (2.14)

dla dowolnych zbiorów Ai P Bi, i � 1, 2.

De�nicja 2.3.38. Mówimy, »e miara ρ P Cpµ1, µ2q jest poª¡czeniem automor�zmów
T1 P AutpX1,B1, µ1q i T2 P AutpX2,B2, µ2q, gdy miara ρ jest T1 � T2-niezmiennicza,
tzn. pT1 � T2q�ρ � ρ. Otrzymany w ten sposób ukªad dynamiczny pX1 � X2,B1 b
B2, ρ, T1 � T2q czasami oznacza¢ b¦dziemy przez T1 _ T2.
Zbiór wszystkich poª¡cze« mi¦dzy T1 i T2 oznacza¢ b¦dziemy przez JpT1, T2q. Gdy
T1 � T2 � T , to mówimy o samopoª¡czeniach automor�zmu T i zamiast JpT, T q
piszemy J2pT q.

Zauwa»my, »e JpT1, T2q � H, bowiem miara produktowa µ1bµ2 speªnia warunki
z powy»szej de�nicji.

Uwaga 2.3.39. Je»eli ρ P JpT1, T2q, to wówczas automor�zm T1 � T2 okre±lony
na przestrzeni pX1 � X2,B1 b B2, ρq posiada dwa naturalne faktory, a mianowicie
automor�zmy T1 i T2. Istotnie, odwzorowaniem faktoryzuj¡cym dla Ti jest rzut na
i-t¡ wspóªrz¦dn¡, tzn. X1 �X2 Q px1, x2q ÞÑ xi, i � 1, 2.

Niech JepT1, T2q � JpT1, T2q oznacza zbiór poª¡cze« ergodycznych automor�-
zmów T1 i T2. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e JepT1, T2q jest zbiorem pustym. Wystarczy, aby
który± z automor�zmów T1 lub T2 nie byª ergodyczny (faktor automor�zmu ergo-
dycznego musi by¢ ergodyczny). Sytuacja ulegnie zmianie, gdy zaªo»ymy ergodycz-
no±¢ obu rozwa»anych automor�zmów. Wówczas mo»na ªatwo pokaza¢, korzystaj¡c
z wªasno±ci ekstremalno±ci miar ergodycznych, »e szukanymi poª¡czeniami s¡ miary
warunkowe z rozkªadu na skªadowe ergodyczne dowolnego poª¡czenia ρ P JpT1, T2q.

Przejd¹my do przedstawienia kilku przykªadów poª¡cze« pomi¦dzy automor�-
zmami T1 i T2.

Przykªad 2.3.40 (Poª¡czenie wykresowe). Niech automor�zm T2 b¦dzie (nietry-
wialnym) faktorem automor�zmu T1. Wówczas istnieje odwzorowanie faktoryzuj¡ce
π : pX1,B1, µ1q Ñ pX2,B2, µ2q speªniaj¡ce warunek ekwiwariantno±ci: T2�π � π�T1.
Wtedy równo±¢

∆πpA1 � A2q :� µ1pA1 X π�1A2q dla dowolnych Ai P Bi, i � 1, 2,

wyznacza miar¦ probabilistyczn¡ ∆π na przestrzeni produktowej pX1�X2,B1b B2q.
Jest to (nietrywialne, tj. ró»ne od miary produktowej) poª¡czenie automor�zmów
T1 i T2, które nazywamy poª¡czeniem wykresowym. Zauwa»my, »e miara ∆π sku-
piona jest na zbiorze postaci tpx1, πx1q; x1 P X1u. Oznacza to, »e automor�zm
T1�T2 P AutpX1� X2,∆πq jest izomor�czny z automor�zmem T1 przez odwzorowa-
nie px1, πx1q ÞÑ x1. Zatem, je±li automor�zm T1 jest ergodyczny, to ∆π P J

epT1, T2q.
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Uwaga 2.3.41. Zauwa»my, »e dla S P CpT q, gdzie T P AutpX,B, µq, otrzymujemy,
»e analogiczny do powy»szego warunek

∆SpA�Bq :� µpAX S�1Bq dla A,B P B,

wyznacza element zbioru J2pT q. W szczególno±ci, dla S � T n, n P Z, otrzymujemy
miary ∆Tn , które nazywamy poª¡czeniami poza-diagonalnymi.

Przykªad 2.3.42 (Relatywnie niezale»ne rozszerzenie poª¡czenia faktorów). Niech
automor�zm Si P AutpYi, Ci, νiq b¦dzie faktorem automor�zmu Ti P AutpXi,Bi, µiq,
tzn. istnieje odwzorowanie faktoryzuj¡ce πi : pXi,Bi, µiq Ñ pYi, Ci, νiq takie, »e
Si � πi � πi � Ti, i � 1, 2. Niech λ P JpS1, S2q b¦dzie nietrywialnym poª¡czeniem
tych faktorów. Rozwa»my rozkªad miary µi nad miar¡ νi, a wi¦c

µi �

»
Yi

µi
yi
dνipyiq, i � 1, 2.

Wówczas kªad¡c

pλpA1 � A2q :�

»
Y1�Y2

µ1
y1
pA1qµ

2
y2
pA2q dλpy1, y2q

dla Ai P Bi, otrzymujemy (nietrywialne) poª¡czenie pλ automor�zmów T1 i T2, które
nazywamy relatywnie niezale»nym rozszerzeniem poª¡czenia λ.

Przykªad 2.3.43 (Relatywnie niezale»ne rozszerzenie miary diagonalnej na wspól-
nym faktorze). Niech S P AutpY, C, νq b¦dzie wspólnym faktorem automor�zmów
T1 P AutpX1,B1, µ1q i T2 P AutpX2,B2, µ2q. Istniej¡ zatem odwzorowania faktoryzu-
j¡ce πi : pXi,Bi, µiq Ñ pY, C, νq takie, »e S �πi � πi �Ti, i � 1, 2. Rozwa»my rozkªad
miary µi, i � 1, 2, nad miar¡ ν, a wi¦c

µi �

»
Y

µi
y dνpyq.

Na pX1 �X2,B1 b B2q okre±lamy miar¦ ρC wyznaczon¡ przez warunek

ρCpA1 � A2q :�

»
Y

µ1
ypA1qµ

2
ypA2q dνpyq.

Wówczas miar¦ ρC P JpT1, T2q nazywamy relatywnie niezale»nym rozszerzeniem
miary diagonalnej na wspólnym faktorze.
Zauwa»my, »e rozwa»ane poª¡czenie ρC jest szczególnym przypadkiem przykªadu 2.3.42,
gdzie wspólny faktor ª¡czymy ze sob¡ w sposób diagonalny (tzn. ρC � z∆IdY ).

Z de�nicji 2.3.38 mamy, »e JpT1, T2q � Cpµ1, µ2q. Zatem, analogicznie do stwier-
dzenia 2.3.37, mo»emy poda¢ warunek dotycz¡cy zwi¡zku pomi¦dzy poª¡czeniami i
pewnym podzbiorem operatorów Markowa.
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Stwierdzenie 2.3.44. Operator Markowa Φ P Opµ1, µ2q odpowiada poª¡czeniu au-
tomor�zmów T1 i T2 wtedy i tylko wtedy, gdy

Φ � UT1 � UT2 � Φ.

Przez J pT1, T2q oznaczmy podzbiór Opµ1, µ2q odpowiadaj¡cy JpT1, T2q. Wówczas
zachodzi nast¦puj¡ce:

Stwierdzenie 2.3.45. Zbiór J pT1, T2q jest domkni¦tym podzbiorem zbioru Opµ1, µ2q
w sªabej topologii operatorowej. W szczególno±ci jest to zbiór zwarty (w sªabej topo-
logii operatorowej).

Zatem identy�kuj¡c J pT1, T2q z JpT1, T2q, na zbiór poª¡cze« JpT1, T2q przeno-
simy topologi¦ ze zbioru J pT1, T2q operatorów Markowa. Topologi¦ t¦ nazywamy
sªab¡ topologi¡ na zbiorze poª¡cze«. Wówczas zbie»no±¢ poª¡cze« w tej topologii jest
równowa»na warunkowi (2.14).

Uwaga 2.3.46. Je»eli miara ρ P JpT1, T2q oraz Φρ jest odpowiadaj¡cym jej ope-
ratorem Markowa, to przez ρ� P JpT2, T1q oznaczamy poª¡czenie wyznaczone przez
operator do niego sprz¦»ony Φ�

ρ .

Wska»emy teraz operatory Markowa odpowiadaj¡ce omówionym wcze±niej przy-
kªadom poª¡cze«:

Przykªad 2.3.47. (1) Mierze produktowej µ1 b µ2 odpowiada operator Markowa
ΠX1,X2 z przykªadu 2.3.35.

(2) (Przykªad 2.3.40) Poª¡czeniu wykresowemu ∆π odpowiada operator sprz¦»ony
do operatora L2pX2, µ2q Q g ÞÑ g � π P L2pX1, µ1q.

(3) (Przykªad 2.3.42) Poª¡czeniu pλ odpowiada operator Markowa

Φpλ � iL2pX2,B2,µ2q � Uπ2 � Φλ � U
�1
π1
� projL2pX1,π

�1
1 C1,µ1|π�1

1 C1
q,

gdzie iL2pX2,B2,µ2q jest zanurzeniem przestrzeni L2pX2, π
�1
2 C2, µ2|π�1

2 C2q w prze-
strze« L2pX2,B2, µ2q.

Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2 oraz niech λ P JpT1, T2q, ρ P JpT2, T3q.
Ze stwierdzenia 2.3.44 mamy odpowiadaj¡ce im operatory Markowa Φλ oraz Φρ.
Zauwa»my, »e wówczas rozwa»a¢ mo»emy ich zªo»enie Φρ �Φλ. Jest ono operatorem
Markowa speªniaj¡cym warunek ekwiwariantno±ci UT3 � pΦρ �Φλq � pΦρ �Φλq �UT1 .
Zatem, ponownie ze stwierdzenia 2.3.44, otrzymujemy, »e zªo»enie to odpowiada
pewnemu elementowi z JpT1, T3q.
Rozwa»my rozkªad miar λ P JpT1, T2q i ρ� P JpT3, T2q (patrz: uwaga 2.3.46) nad
wspólnym faktorem T2:

λ �

»
X2

λx2 dµ2px2q,

ρ� �

»
X2

ρ�x2
dµ2px2q.
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De�nicja 2.3.48 ([21]). Miar¦ ρ � λ na przestrzeni pX1�X3,B1bB3q wyznaczon¡
przez warunek

ρ � λ :�

»
X2

λx2 b ρ�x2
dµ2px2q �

�
projX1�X3

�
�
pp∆IdX2

q

nazywamy zªo»eniem miar λ i ρ. Powstaje ona poprzez najpierw wzi¦cie relatywnie
niezale»nego rozszerzenia miary diagonalnej nad wspólnym faktorem T2 automor�-
zmów pT1�T2, λq i pT2�T3, ρq, a nast¦pnie poprzez rzut tej miary na X1�X3. Jest
wi¦c ona elementem zbioru JpT1, T3q.

Zde�niowana powy»ej miara opowiada operatorowi Markowa Φρ � Φλ, a wi¦c:

Stwierdzenie 2.3.49 ([21]). Zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

Φρ�λ � Φρ � Φλ.

De�nicja 2.3.50. Je»eli JpT1, T2q � tµ1bµ2u, to mówimy, »e automor�zmy T1 i T2
s¡ rozª¡czne w sensie Furstenberga, co oznaczamy T1 K T2.

Rozª¡czno±¢ automor�zmów oznacza, »e s¡ one skrajnie nieizomor�czne. W szcze-
gólno±ci nie mog¡ one mie¢ wspólnych (nietrywialnych) faktorów, gdy» relatyw-
nie niezale»nie rozszerzenie miary diagonalnej nad tym wspólnym faktorem jest
ich nietrywialnym (tj. ró»nym od miary produktowej) poª¡czeniem (patrz: przy-
kªad 2.3.43).

Z uwagi 2.3.41 otrzymujemy, »e ukªady dynamiczne, które nie s¡ jednopunktowe,
nigdy nie s¡ rozª¡czne same ze sob¡. Istotnie, szukanym nietrywialnym poª¡czeniem
jest na przykªad miara diagonalna ∆Id.

Niech 0   a, b   1 oraz na przestrzeni pt0, 1u, 2t0,1uq okre±lmy miary νa oraz νb
w nast¦puj¡cy sposób:

νapt0uq : � a oraz νapt1uq :� 1� a,

νbpt0uq : � b oraz νbpt1uq :� 1� b.

Wówczas zachodzi nast¦puj¡ce:

Stwierdzenie 2.3.51. Identyczno±ci Idi P Autpt0, 1u, 2t0,1u, νiq, i P ta, bu nie s¡
rozª¡czne.

Dowód. Szukamy miary probabilistycznej λ na t0, 1u2, która jest rozwi¡zaniem ukªadu

p�q

����
1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1

����
����
p00
p01
p10
p11

���� �

����
a

1� a
b

1� b

���� .
Zauwa»my, »e wyznacznik macierzy tego ukªadu zeruje si¦ oraz istnieje rozwi¡zanie
tego ukªadu, w którym wszystkie elementy s¡ ró»ne od zera (miara produktowa
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zadana przez wektor probabilistyczny vp � rab, ap1� bq, bp1� aq, p1� aqp1� bqs).
Wystarczy zatem wzi¡¢ rozwi¡zanie v0 � rp00, p01, p10, p11s

T ukªadu jednorodnego
stowarzyszonego z ukªadem p�q takie, »e wektor

v :� vp � v0

jest dodatnim wektorem probabilistycznym i jest on rozwi¡zaniem ukªadu p�q (jest
to mo»liwe, gdy» wektor v0 mo»e by¢ dowolnie maªy). Zadaje on nietrywialne poª¡-
czenie automor�zmów Ida i Idb.

Uwaga 2.3.52. Zauwa»my, »e dla a � b i a � 1 � b powy»sze automor�zmy nie
maj¡ wspólnego faktora. Zatem posiadanie wspólnego nietrywialnego faktora impli-
kuje nierozª¡czno±¢, ale brak rozª¡czno±ci nie implikuje posiadania nietrywialnego
wspólnego faktora.

Rozwa»my automor�zmy Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2, które nie s¡ ergodyczne.
Na mocy stwierdzenia 2.3.28, kªad¡c odpowiednie wagi a i b (patrz: (2.8)), otrzy-
mujemy, »e Ida oraz Idb s¡ faktorami odpowiednio automor�zmów T1 i T2. Z po-
wy»szego stwierdzenia wiemy, »e Ida M Idb, co oznacza, »e istnieje nietrywialne
poª¡czenie λ P JpIda, Idbq. Z przykªadu 2.3.42 otrzymujemy nietrywialne poª¡czeniepλ P JpT1, T2q. Zachodzi zatem nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.3.53. Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2, b¦d¡ automor�zmami
nieergodycznymi. Wówczas nie s¡ one rozª¡czne.

Lemat 2.3.54. Niech S P AutpY, C, νq. Wówczas zbiór

SM :� tR P AutpZ,D, κq; R M Su

nie mo»e zawiera¢ nieprzeliczalnej rodziny automor�zmów parami rozª¡cznych.

Dowód. Niech I b¦dzie zbiorem nieprzeliczalnym. Przypu±¢my, »e odwzorowania
SM Q Ri P AutpZ,D, κq, gdzie i P I, tworz¡ rodzin¦ automor�zmów parami rozª¡cz-
nych. Zatem istnieje operator Markowa Φi : L

2pZ,D, κq Ñ L2pY, C, νq odpowiada-
j¡cy nietrywialnemu poª¡czeniu automor�zmówRi i S, i P I. Niech f, g P L2

0pZ,D, κq.
Wówczas, dla i � j, operator Markowa Φ�

jΦi odpowiada poª¡czeniu automor�zmów
Ri and Rj (patrz: rozwa»ania po przykªadzie 2.3.47), a wi¦c mierze produktowej.
Zatem Φ�

jΦi � 0 na L2
0pZ,D, κq i st¡d

xΦif,Φjgy � xΦ�
jΦif, gy � 0.

Oznacza to, i» ΦipL
2
0pZ,D, κqq K ΦjpL

2
0pZ,D, κqq dla i � j, co stoi w sprzeczno±ci

z o±rodkowo±ci¡ przestrzeni L2pZ,D, κq.

Rozwa»my rodzin¦ ukªadów dynamicznych pXi,Bi, µi, Tiq, i ¥ 1. Wówczas mo-
»emy mówi¢ o niesko«czonych poª¡czeniach λ P JpT1, T2, . . .q, tzn. o miarach nie-
zmienniczych na X1 � X2 � . . ., dla których pπiq�λ � µi, gdzie πi jest rzutem na
i-t¡ wspóªrz¦dn¡, i ¥ 1. Oczywi±cie JpT1, T2, . . .q � H, gdy» miara produktowa
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µ1bµ2b. . . P JpT1, T2, . . .q. W szczególno±ci mo»emy mówi¢ o poª¡czeniach rz¦du N ,
gdy rozwa»amy sko«czon¡ rodzin¦ automor�zmów pXi,Bi, µi, Tiq, 1 ¤ i ¤ N .

Je»eli automor�zmy Ti, i ¥ 1, s¡ ergodyczne, to, analogicznie do przypadku
dwóch automor�zmów, otrzymujemy, »e JepT1, T2, . . .q � H.
Gdy T1 � T2 � . . . � T , to mówimy o niesko«czonych samopoª¡czeniach automor�-
zmu T i ich zbiór oznaczamy przez J8pT q. Je»eli Si P CpT q, i ¥ 1, to (analogicznie
do uwagi 2.3.41) rozpatrywa¢ mo»emy poª¡czenia wykresowe ∆S1,S2,... wyznaczone
przez warunki

∆S1,S2,...pA0�A1�A2�. . .�Ak�X�X�. . .q :� µpA0XS
�1
1 A1XS

�1
2 A2X. . . S

�1
k Akq

dla k ¥ 1 oraz A0, . . . , Ak P B. Gdy Si � T ki , i ¥ 1, to mówimy o poª¡czeniach
poza-diagonalnych.

Rozwa»my rodzin¦ automor�zmów tpXi,Bi, µi, Tiqui¥1 oraz niech dane b¦d¡ od-
powiadaj¡ce im faktory tpYi, Ci, νi, Siqui¥1, tzn. Si jest faktorem automor�zmu Ti,
gdzie i ¥ 1. Niech λ P JpS1, S2, . . .q. Dla dowolnego i P N rozwa»my dezintegracj¦
miary µi nad faktorem Si, a wi¦c

µi �

»
Yi

µi,yi dνipyiq.

Odwzorowania Yi Q yi ÞÑ µi,yi P M pXiq s¡ mierzalne dla dowolnego i ¥ 1, wi¦c
równie» odwzorowania Y1 � Y2 � . . . Q py1, y2, . . .q ÞÑ µi,yi P M pXiq s¡ mierzalne
dla i ¥ 1. Sprawdzaj¡c warunek mierzalno±ci na cylindrach, z powy»szego ªatwo
otrzymujemy, »e odwzorowanie

Y1 � Y2 � . . . Q py1, y2, . . .q ÞÑ µ1,y1 b µ2,y2 b . . . P M pX1 �X2 � . . .q

jest mierzalne. Zatem miara

pλ :�

»
Y1�Y2�...

pµ1,y1 b µ2,y2 b . . .q dλpy1, y2. . . .q. (2.15)

na X1�X2� . . . jest poprawnie okre±lona oraz pλ P JpT1, T2, . . .q. Miar¦ pλ nazywamy
(niesko«czonym) relatywnie niezale»nym rozszerzeniem poª¡czenia λ.

Lemat 2.3.55. Niech tpXi,Bi, µi, Tiqui¥1 b¦dzie rodzin¡ automor�zmów. Niech pYi, Ci, νi, Siq
b¦dzie faktorem automor�zmu Ti, za± πi : pXi, µiq Ñ pYi, νiq niech b¦dzie odwzoro-
waniem faktoryzuj¡cym, i P N. Wówczas dla dowolnego poª¡czenia λ P JpS1, S2, . . .q
istnieje miara η P JpT1, T2, . . .q taka, »e ukªad pS1�S2� . . . , λq jest faktorem ukªadu
pT1 � T2 � . . . , ηq.

Dowód. Na X1 �X2 � . . . rozwa»my miar¦ η :� pλ zadan¡ wzorem (2.15). Jest ona
elementem zbioru JpT1, T2, . . .q i wówczas ukªad pS1 � S2 � . . . , λq jest faktorem
ukªadu pT1 � T2 � . . . , ηq, gdzie odwzorowanie faktoryzuj¡ce dane jest wzorem

px1, x2, . . .q ÞÑ pπ1px1q, π2px2q, . . .q.
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De�nicja 2.3.56 ([41]). Mówimy, »e automor�zm ergodyczny T P AutpX,B, µq ma
wªasno±¢ MSJ (ang. minimal self-joining property), gdy dla dowolnego samopoª¡-
czenia λ P Je

8pT q istnieje rozbicie

N �
¤
j¥1

Aj

takie, »e dla j P N miara
λ|±

nPAj
X

jest samopoª¡czeniem poza-diagonalnym automor�zmu T oraz (z dokªadno±ci¡ do
permutacji wspóªrz¦dnych)

λ � λ|±
nPA1

X b λ|±
nPA2

X b . . . . (2.16)

Dla automor�zmów z wªasno±ci¡ MSJ zachodzi nast¦puj¡ca dychotomia:

Uwaga 2.3.57. Obrót Tx � x � 1 na Z{mZ (m ¥ 1) ma wªasno±¢ MSJ, ale
je»eli automor�zm ergodyczny T jest aperiodyczny, to wªasno±¢MSJ implikuje sªabe
mieszanie ([41]).

De�nicja 2.3.58 ([31]). Mówimy, »e automor�zm T P AutpX,B, µq ma wªasno±¢
PID (ang. pairwise independence property), gdy dla dowolnej miary λ P J8pT q, je±li
rzut λ na dowolne dwie wspóªrz¦dne jest równy mierze produktowej µbµ, to λ jest
miar¡ produktow¡.

Uwaga 2.3.59. Zauwa»my, »e w przypadku automor�zmów sªabo mieszaj¡cych
wªasno±¢ PID wystarczy sprawdza¢ dla samopoª¡cze« ergodycznych (poniewa» skªa-
dowe ergodyczne samopoª¡czenia parami niezale»nego b¦d¡ parami niezale»ne). Je±li
wi¦c (ergodyczny) automor�zm aperiodyczny T ma wªasno±¢ MSJ, to ma te» wªa-
sno±¢ PID. Istotnie, je±li λ P Je

8pT q jest samopoª¡czeniem parami niezale»nym, to
ka»dy ze zbiorów Aj w rozbiciu N �

�
j¥1Aj musi by¢ zbiorem jednoelementowym,

zatem z (2.16) wynika, »e
λ � µb µb . . .

Uwaga 2.3.60. Jak udowodniª Host w [28], wszystkie automor�zmy sªabo miesza-
j¡ce o widmie osobliwym maj¡ wªasno±¢ PID.

Uwaga 2.3.61. Zauwa»my ponadto, »e ergodyczne i aperiodyczne automor�zmy z
dyskretnym widmem nie posiadaj¡ wªasno±ci PID (niemniej obrót na dwóch punk-
tach, a wi¦c automor�zm maj¡cy wªasno±¢ MSJ, posiada wªasno±¢ 3-PID).

2.3.7 Poª¡czenia automor�zmu nieergodycznego z ukªadem

ergodycznym

Wiemy ju», »e dwa (nietrywialne) automor�zmy nieergodyczne nie s¡ ze sob¡ roz-
ª¡czne (patrz: stwierdzenie 2.3.53). Zatem, aby bada¢ problem rozª¡czno±ci, nale»y
przyj¡¢, »e przynajmniej jeden z rozwa»anych automor�zmów jest ergodyczny.
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Zaªó»my, »e T P AutpX,BX , µq nie jest automor�zmem ergodycznym. W notacji
wprowadzonej na pocz¡tku podrozdziaªu 2.3.4, automor�zm T mo»emy rozwa»a¢ w
nowych �wspóªrz¦dnych�, tzn. T : px̄, uq ÞÑ

�
x̄, Tx̄puq

�
dziaªa na przestrzeni

X �
§
n¥1

X̄n � t1, . . . , nu \ X̄8 � Y,

gdzie µ|X̄n�t1,...,nu � µ̄|X̄n
bνn i µ|X̄8�Y � µ̄|X̄8

bν. Ustalmy automor�zm ergodyczny
R przestrzeni pZ,D, κq. Niech ρ P JpT,Rq. Wówczas otrzymujemy nast¦puj¡cy ci¡g
faktorów:

pX � Z, ρq Ñ pX,µq Ñ pX̄, µ̄q,

Zatem mo»emy rozªo»y¢ miar¦ ρ nad faktorem pX̄, µ̄q:

ρ �

»
X̄

ρx̄ dµ̄px̄q. (2.17)

Poniewa» automor�zm T dziaªa na X̄ jako identyczno±¢, wi¦c

miary ρx̄ s¡ T �R-niezmiennicze. (2.18)

Ponadto dla zbiorów A P BX i B P D, mamy

ρpA�Bq �

»
X̄

ρx̄pA�Bq dµ̄px̄q,

wi¦c

µpAq � ρpA� Zq �

»
X̄

ρx̄pA� Zq dµ̄px̄q

i

κpBq � ρpX �Bq �

»
X̄

ρx̄pX �Bq dµ̄px̄q.

Zauwa»my, »e jednoznaczno±¢ rozkªadu miary µ (nad miar¡ µ̄) i ergodyczno±¢ κ w
zestawieniu z powy»szymi równo±ciami oraz (2.18), implikuj¡, »e

ρx̄ P JppTx̄, νq, pR, κqq, (2.19)

gdzie ν � νn, gdy x̄ P X̄n, n P N oraz ν � ν, gdy x̄ P X̄8.

I odwrotnie: je±li (2.19) zachodzi i odwzorowanie x̄ ÞÑ ρx̄ jest mierzalne (w sen-
sie (2.3)), to wzór (2.17) de�niuje poª¡czenie ρ P JpT,Rq. Ta obserwacja jest caªkiem
znacz¡ca, gdy» pozwala na uzyskanie wielu poª¡cze« ρD P JpT,Rq, indeksowanych
mierzalnymi podzbiorami D � X̄, zde�niowanych nast¦puj¡co:

pρDqx̄: �

$'&'%
ρx̄, dla x̄ P D;

δx̄ b pν b κq, dla x̄ P X̄8zD;

δx̄ b pνn b κq, dla x̄ P X̄nzD.

(2.20)

W dalszej cz¦±ci pracy, w wi¦kszo±ci przypadków, b¦dziemy rozwa»a¢ tylko funkcje
o warto±ciach rzeczywistych.
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Lemat 2.3.62. Niech T P AutpX,B, µq i niech R P AutpZ,D, κq b¦dzie automor-
�zmem ergodycznym. Zaªó»my, »e f P L2pX,µq i g P L2

0pZ,D, κq s¡ funkcjami
o warto±ciach rzeczywistych oraz niech f K ImpΦρ|L2

0pZ,κq
q dla dowolnego poª¡cze-

nia ρ P JpR, T q.1 Wówczas dla p.w. x̄ P X̄8 mamy»
Y

fpx̄, �qΦρx̄pgq dν � 0

i dla dowolnego n ¥ 1 oraz p.w. x̄ P X̄n zachodzi»
t1,...,nu

fpx̄, �qΦρx̄pgq dνn � 0.

Dowód. Dowód przeprowadzimy w przypadku X̄8 (przebiega on w analogiczny spo-
sób dla pozostaªych przypadków). Zaªó»my, »e dla pewnego ε0 ¡ 0, zbiór

D :�
!
x̄ P X̄8;

»
Y

fpx̄, �qΦρx̄pgq dν ¥ ε0

)
�

�
!
x̄ P X̄8;

»
Y�Z

fpx̄, �q b g dρx̄ ¥ ε0

)
ma dodatni¡ miar¦ µ̄. Zauwa»my, »e warunek

³
g dκ � 0, implikuje»

Φρx̄pgq dν �

»
g dκ � 0.

W szczególno±ci, je±li dla x̄ P X̄ mamy ρx̄ � δx̄bpνbκq, to Φρx̄pgq �
³
Φρx̄pgq dκ � 0.

Zgodnie z naszym zaªo»eniem, f K ΦρDpgq, poniewa» ρD P JpR, T q. Jednak wtedy
mamy»

fΦρDpgq dµ �

»
f b g dρD �

» � »
f b g dpρDqx̄

	
dµ̄px̄q �

�

»
D

� »
fpx̄, yqΦρx̄pgqpyq dνpyq

	
dµ̄px̄q ¥ ε0µ̄pDq ¡ 0,

co daje sprzeczno±¢.

Uwaga 2.3.63. Z powy»szego lematu wynika, i» badanie ortogonalno±ci do obra-
zów Markowa ukªadów ergodycznych sprowadza si¦ do badania obrazów operatorów
Markowa odpowiadaj¡cych poª¡czeniu (ergodycznych) ukªadów wªóknowych z ukªa-
dami ergodycznymi.

1Zaªo»enie to b¦dzie speªnione, gdy f K Fwe,0pT q, patrz: podrozdziaª 2.3.9.
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2.3.8 Rozkªad na skªadowe relatywnie ergodyczne

Przypomnijmy, »e pX,BXq jest standardow¡ przestrzeni¡ borelowsk¡ (tzn., z dokªad-
no±ci¡ do borelowskiego izomor�zmu, przestrzeni¡ mierzaln¡ przestrzeni polskiej)
oraz niech T : X Ñ X b¦dzie odwracalnym odwzorowaniem BX-mierzalnym takim,
»e odwzorowanie odwrotne T�1 równie» jest odwzorowaniem BX-mierzalnym. Przez
IpT q oznaczamy pod-σ-algebr¦ zbiorów T -niezmienniczych, tzn.

IpT q :� tB P BX ; T
�1B � Bu.

Zauwa»my, »e w przeciwie«stwie do poprzednich podrozdziaªów, rozwa»amy tutaj
niezmienniczo±¢ bez odniesienia do »adnej miary T -niezmienniczej, gdy» takiej miary
nie wyró»niamy, tzn. je±li µ P M pX,T q, to

IµpT q :� tB P BX ; µpB△T�1Bq � 0u,

i wówczas rozró»niamy te dwie σ-algebry mimo, i» IµpT q � IpT q mod µ.
Niech µ P M pX,T q. Rozwa»my mierzaln¡ (niekoniecznie standardow¡) prze-

strze« pY,Aq. Niech φ : X Ñ Y b¦dzie odwzorowaniem mierzalnym, które speªnia
wªasno±¢

φ�1pAq � IpT q. (2.21)

Stwierdzenie 2.3.64 ([26]). Istnieje odwzorowanie r0, 1s Q t ÞÑ νt P M pXq ta-
kie, »e:

(1) dla dowolnego elementu t P r0, 1s mamy νt P M pX,T q,

(2) mamy nast¦puj¡cy rozkªad

µ �

» 1

0

νt dt,

(3) dla dowolnego t P r0, 1s mamy φ�pνtq � φ�pµq oraz

IpT q � φ�1pAq mod νt.

Ponadto je»eli IpT q � φ�1pAq mod µ, to dla dowolnego rozbicia speªniaj¡cego wa-
runki (1), (2) i (3) mamy νt � µ dla dowolnego t P r0, 1s.

Uwaga 2.3.65. Argumenty niezb¦dne do dowodu powy»szego twierdzenia pochodz¡
od T. Austina (patrz: Section 9. w [26]).

Rozwa»my teraz tez¦ ze stwierdzenia 2.3.64 w kontek±cie samopoª¡cze« auto-
mor�zmu T dziaªaj¡cego na przestrzeni pX,B, µq w nast¦puj¡cy sposób:

T px̄, uq � px̄, Tx̄puqq,

gdzie Tx̄ s¡ ergodyczne (jak wyja±niono w podrozdziale 2.3.4). Niech λ P J2pT q,
λ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄. Wówczas dezintegracja miary λ wzgl¦dem X̄ � X̄ ma posta¢

λ �

»
X̄�X̄

λx̄,x̄1 dµ̄px̄qdµ̄px̄
1q, (2.22)
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gdzie λx̄,x̄1 P JpTx̄, Tx1q dla µ̄ b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄. Zauwa»my, »e X̄ � X̄
jest faktorem ukªadu pT � T, λq, na którym ten automor�zm jest identyczno±ci¡,
nie wiemy jednak, czy jest to najwi¦kszy faktor o tej wªasno±ci. Mo»emy jednak
zastosowa¢ stwierdzenie 2.3.64 do ukªadu pT � T, λq, gdy ϕ : X �X Ñ X̄ � X̄ jest
projekcj¡ na X̄ � X̄. Otrzymujemy, »e

λ �

» 1

0

λt dt,

gdzie, z (1), ka»da miara wªóknowa λt jest T � T -niezmiennicza, a z (3), jej rzut
na X̄ � X̄ jest równy µ̄ b µ̄. Ponadto ukªad

�
X � X,λt, T � T

�
jest relatywnie

ergodycznym rozszerzeniem ukªadu pX̄ � X̄, µ̄ b µ̄, Idq. Z tego wynika, »e rozkªad
miary λt na skªadowe ergodyczne przyjmuje posta¢

λt �

»
X̄�X̄

λt,x̄,x̄1 dµ̄px̄qdµ̄px̄
1q,

gdzie miary λt,x̄,x̄1 s¡ ergodyczne (dla automor�zmu Tx̄ � Tx̄1q. Caªkuj¡c wzgl¦dem t
i porównuj¡c z (2.22), otrzymujemy, »e dla µ̄b µ̄-prawie wszystkich px̄, x̄1q mamy

λx̄,x̄1 �

» 1

0

λt,x̄,x̄1 dt.

Rzutuj¡c powy»sz¡ relacj¦ na ka»d¡ wspóªrz¦dn¡ Y i pami¦taj¡c, »e automor�zmy
Tx̄ s¡ ergodyczne, otrzymujemy, »e dla p.w. (w sensie miary Lebesgue'a) t P r0, 1q
(w zale»no±ci od px̄, x̄1q), miara λt,x̄,x̄1 jest ergodycznym poª¡czeniem automor�zmów
Tx̄ i Tx̄1 . Zatem kªad¡c

JRelErg
2 pT q :� tλ P J2pT q; λ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄,

λx̄,x̄1 P J
epTx̄, Tx̄1q dla µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄u, (2.23)

i stosuj¡c stwierdzenie 2.3.64, otrzymujemy nast¦puj¡cy:

Wniosek 2.3.66. Ka»de samopoª¡czenie λ automor�zmu T , którego rzut (na X̄�X̄)

jest równy µ̄bµ̄, ma posta¢ λ �
³1
0
λt dt, gdzie λt P J

RelErg
2 pT q dla wszystkich t P r0, 1s.

Uwaga 2.3.67. Dowodzi to w szczególno±ci, »e JRelErg
2 pT q jest zbiorem niepustym,

poniewa» wniosek 2.3.66 stosuje si¦ równie» do λ � µb µ.

2.3.9 Sªabo ergodyczna cz¦±¢ ukªadu dynamicznego

De�nicja 2.3.68. Niech T P AutpX,BX , µq. Mówimy, »e funkcja f P L2pX,BX , µq
jest sªabo ergodyczna, gdy istnieje automor�zm ergodyczny T 1 P AutpX 1,BX 1 , µ1q
oraz poª¡czenie ρ P JpT 1, T q takie, »e f P ImpΦρq, gdzie Φρ : L2pX 1,BX 1 , µ1q Ñ
L2pX,BX , µq jest operatorem Markowa odpowiadaj¡cym ρ.
Przez FwepT q oznaczamy domkni¦t¡ podprzestrze« rozpinan¡ przez sªabo ergodyczne
elementy ukªadu pX,BX , µq. Podprzestrze« FwepT q nazywamy sªabo ergodyczn¡ cz¦-
±ci¡ przestrzeni L2pX,BX , µq dla automor�zmu T .
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Zauwa»my, »e
je±li f K FwepT q, to f P L2

0pX,BX , µq. (2.24)

Istotnie, poniewa» operator Markowa przeprowadza funkcje staªe na funkcje staªe
(patrz: uwaga 2.3.33), wi¦c dla c � 0 mamy

0 �

»
X

f � Φρpcq dµ �

»
X

f � c dµ � c �

»
X

f dµ.

Ponadto dla wszystkich automor�zmów ergodycznych T 1 i ρ1 P JpT, T 1q mamy

f K FwepT q wtedy i tylko wtedy, gdy Φρ1pfq � 0, (2.25)

gdy» xf,Φ�
ρ1pgqy � 0 dla dowolnej funkcji g P L2pX 1, µ1q. Zatem xΦρ1pfq, gy � 0, a

wi¦c Φρ1pfq � 0.
W dalszej cz¦±ci, gdy rozwa»a¢ b¦dziemy problem ortogonalno±ci, to, o ile nie za-

znaczono inaczej, b¦dziemy rozwa»a¢ tylko funkcje o zerowej ±redniej. Zatem zajmo-
wa¢ b¦dziemy si¦ przestrzeni¡ Fwe,0pT q generowan¡ przez ImpΦρ|L2

0pX
1,µ1qq dla wszyst-

kich automor�zmów ergodycznych T 1.

Uwaga 2.3.69. Zauwa»my, »e je±li ukªad pX,BX , µ, T q jest nieergodyczny, to (do-
mkni¦ta) podprzestrze« FwepT q jest zawsze podzbiorem wªa±ciwym przestrzeni L2pX,BX , µq.
Ponadto przestrze« FwepT q nigdy nie jest g¦stym podzbiorem przestrzeni L2pX,BX , µq.
Rzeczywi±cie, we¹my dowolny nietrywialny faktor A � BX automor�zmu T , który
nale»y do klasy ErgK (mo»emy wzi¡¢ za A σ-algebr¦ zbiorów niezmienniczych, patrz:
stwierdzenie 3.1.1). Je±li g P L2

0pAq, to»
Φρpf

1qg dµ �

»
f 1 b g dρ � 0,

gdzie druga równo±¢ wynika z rozª¡czno±ci automor�zmów T 1 i T |A.

2.3.10 Mierzalno±¢ relacji rozª¡czno±ci

Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ oraz niech µ P M pXq.

Uwaga 2.3.70. 1. Bez straty ogólno±ci mo»emy zakªada¢, »e X jest przestrzeni¡
zero-wymiarow¡, tzn. posiada baz¦ zªo»on¡ ze zbiorów domkni¦to-otwartych;

2. Zauwa»my, »e nawet, gdy o przestrzeni X zaªo»ymy jedynie, »e jest przestrze-
ni¡ polsk¡, to przestrze« C2pµq jest zwarta, gdy» tworzy ona rodzin¦ ciasn¡.
Rzeczywi±cie, z regularno±ci miary borelowskiej, dla dowolnego ε ¡ 0 istnieje
zbiór zwartyK � X taki, »e µpKq ¡ 1�ε i wtedy dla dowolnej miary ρ P C2pµq
mamy ρpK �Kq ¡ 1� 2ε, gdzie K �K � X �X jest podzbiorem zwartym.

Chcemy udowodni¢, »e zbiór par automor�zmów przestrzeni pX,BX , µq, które s¡
rozª¡czne, jest zbiorem mierzalnym. W tym celu wykorzystamy (nieco zmody�ko-
wane) rozumowanie autorstwa del Junco (patrz: Theorem 1 w [29]).



42 Rozdziaª 2. Wiadomo±ci wst¦pne

Niech P iQ b¦d¡ sko«czonymi, mierzalnymi rozbiciami zbioruX oraz niech δ, ε ¡ 0.
Na przestrzeniach AutpX,BX , µq i C2pµq rozwa»my odpowiednio pseudometryki

zadane przez rozbicie Q:

dpT, T 1;Qq :�
¸
qPQ

µpTq△T 1qq

oraz

dpρ, ρ1;Qq :�
¸

q1,q2PQ

|ρpq1 � q2q � ρ1pq1 � q2q|. (2.26)

Przez OpP, ε,Q, δq oznaczmy zbiór tych wszystkich par pS, T q automor�zmów prze-
strzeni pX,µq speªniaj¡cych warunek nast¦puj¡cy: je»eli ρ P C2pµq, to

dpρ, pS � T q�ρ;Qq   δ ùñ dpρ, µb µ;P q   ε. (2.27)

Zanim przejdziemy do sformuªowania kluczowego lematu, przypomnijmy podsta-
wowe wªasno±ci ró»nicy symetrycznej zbiorów. NiechA,B,A1, B1 P BX oraz ρ P C2pµq.
Wówczas mamy:

|ρpA�Bq � ρpA1 �B1q| ¤ ρppA�Bq△pA1 �B1qq, (2.28)

pA�Bq△pA1 �B1q � pA△A1q �X YX � pB△B1q. (2.29)

Lemat 2.3.71. OpP, ε,Q, δq � IntpOpP, ε,Q, δ
3
qq.

Dowód. Zaªó»my, »e pS, T q P OpP, ε,Q, δq. Przypu±¢my, »e

rdppS, T q, pS 1, T 1q;Qq   δ

3|Q|
,

przy czym powy»sza pseudometryka produktowa rd zadana jest przez maksimum z
dpS, T ;Qq i dpS1, T 1;Qq.
Chcemy pokaza¢, »e pS 1, T 1q P OpP, ε,Q, δ

3
q. We¹my zatem ρ P C2pµq i zaªó»my, »e

dpρ, pS1 � T 1q�ρ;Qq  
δ
3
. Musimy zatem sprawdzi¢, czy dpρ, µb µ;P q   ε.

Na pocz¡tku zauwa»my, »e

dpρ, pS � T q�ρ;Qq ¤ dpρ, pS 1 � T 1q�ρ;Qq � dppS 1 � T 1q�ρ, pS � T q�ρ;Qq.

Z naszego zaªo»enia wynika, »e pierwszy skªadnik po prawej stronie szacuje si¦
przez 1

3
δ. Z nierówno±ci trójk¡ta dla d oraz wªasno±ci (2.28) oraz (2.29) otrzymujemy,
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»e drugi z powy»szych skªadników szacuje si¦ w nast¦puj¡cy sposób:

dppS 1 � T 1q�ρ, pS � T q�ρ;Qq ¤ dppS 1 � T 1q�ρ, pS � T 1q�ρ;Qq�

�dppS � T 1q�ρ, pS � T 1q�ρ;Qq �

�
¸

q1,q2PQ

|ρpS 1q1 � T 1q2q � ρpSq1 � T 1q2q| �
¸

q1,q2PQ

|ρpSq1 � T 1q2q � ρpSq1 � Tq2q| ¤

¤
¸

q1,q2PQ

ρppS 1q1 � T 1q2qq△pSq1 � T 1q2qq �
¸

q1,q2PQ

ρppSq1 � T 1q2q△pSq1 � Tq2qq ¤

¤
¸

q1,q2PQ

ρppS 1q1△Sq1q �Xq �
¸

q1,q2PQ

ρpX � pT 1q2△Tq2qq �

�
¸

q1,q2PQ

µpS 1q1△Sq1q �
¸

q1,q2PQ

µpT 1q2△Tq2q �

� |Q|dpS 1, S;Qq � |Q|dpT 1, T ;Qq   |Q| � 2 �
δ

3|Q|
�

2

3
δ.

Zatem

dpρ, pS � T q�ρ;Qq  
1

3
δ �

2

3
δ � δ,

a skoro pS, T q P OpP, ε,Q, δq, wi¦c dpρ, µb µ;P q   ε.

Z powy»szego wynika, »e zbiór

OpP, ε,Qq :�
¤
δ¡0

OpP, ε,Q, δq

jest otwarty. Istotnie, we¹my pS, T q P OpP, ε,Qq. Wówczas istnieje δ ¡ 0 taka, »e
pS, T q P OpP, ε,Q, δq. Z lematu 2.3.71 otrzymujemy, »e pS, T q P IntpOpP, ε,Q, δ

3
qq,

a zatem istnieje otwarte otoczenie U punktu pS, T q takie, »e

U � IntpOpP, ε,Q, δ
3
qq � OpP, ε,Q, δ

3
q � OpP, ε,Qq.

Zatem zbiór

O :�
£

n,mPN

¤
lPN

O
�
Pm,

1

n
, Pl



jest typu Gδ, gdzie Pn jest (sko«czonym i mierzalnym) rozbiciem przestrzeni X
skªadaj¡cym si¦ ze zbiorów domkni¦to-otwartych i zmierzaj¡cym do rozbicia na
punkty, gdy nÑ 8.

Udowodnimy teraz nast¦puj¡ce:

Stwierdzenie 2.3.72 ([26]). Zbiór tpS, T q; S, T P AutpX,B, µq, S K T u jest Gδ, a
wi¦c jest on borelowskim podzbiorem przestrzeni AutpX,B,µq � AutpX,B, µq.

Dowód. Poka»emy, »e tpS, T q; S, T P AutpX,B, µq, S K T u � O.
Przypu±¢my, »e pS, T q R O. Wówczas z de�nicji zbioruO wynika, »e istniej¡m,n ¥ 1
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takie, »e dla dowolnego l ¥ 1mamy pS, T q R OpPm,
1
n
, Pl,

1
l
q. Zatem dla pewnej miary

ρl P C2pµq mamy

dpρl, pS � T q�ρl;Plq  
1

l
(2.30)

oraz
dpρl, µb µ;Pmq ¥

1

n
. (2.31)

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ρl Ñ ρ w metryce na przestrzeni C2pµq,
gdzie ρ P C2pµq

2. Poªó»my ρ1l � pS � T q�ρl i oznaczmy atomy rozbicia Pl przez p
plq
i .

Z (2.30) wynika wi¦c, »e¸
i,j

|ρlpp
plq
i � p

plq
j q � ρ1lpp

plq
i � p

plq
j q|  

1

l
. (2.32)

Ustalmy teraz ε1 ¡ 0 i niech A,B P B. Wówczas dla wszystkich dostatecznie du»ych
l mo»emy aproksymowa¢ zbiory A i B zbiorami Pl-mierzalnymi, a wi¦c

µ
�
A△

¤
iPI

p
plq
i

	
  ε1, µ

�
B△

¤
jPJ

p
plq
j

	
  ε1 (2.33)

dla pewnych podzbiorów I, J indeksów atomów rozbicia Pl. Zauwa»my, »e

pA�Bq△
� ¤

iPI,jPJ

p
plq
i � p

plq
j

	
�

�
�
A△

¤
iPI

p
plq
i

	
�X YX �

�
B△

¤
jPJ

p
plq
j

	
.

Zatem, stosuj¡c (2.33), otrzymujemy, »e jednostajnie wzgl¦dem η P C2pµq mamy

η
�
pA�Bq△

� ¤
iPI,jPJ

p
plq
i � p

plq
j

		
  2ε1, (2.34)

w szczególno±ci nierówno±¢ ta zachodzi dla ρl oraz ρ1l. Stosuj¡c teraz (2.34) dla ρl,
(2.32) oraz (2.34) dla ρ1l, otrzymujemy nast¦puj¡cy ci¡g przybli»onych równo±ci:

ρlpA�Bq �
¸

iPI,jPJ

ρlpp
plq
i � p

plq
j q �

¸
iPI,jPJ

ρ1lpp
plq
i � p

plq
j q � ρ1lpA�Bq.

Wynika st¡d, »e równie» pS � T q�ρl � ρ1l Ñ ρ, a wi¦c pS � T q�ρ � ρ. Zatem
ρ P JpS, T q. Natomiast z (2.31) otrzymujemy, »e ρ � µb µ, co oznacza, »e T M S.

Przejd¹my do dowodu przeciwnej inkluzji. Zaªó»my zatem, »e pS, T q P O. Wów-
czas, dla dowolnych m,n ¥ 1 istnieje l ¥ 1 i δ ¡ 0 takie, »e pS, T q P OpPm,

1
n
, Pl, δq.

Je»eli ρ P C2pµq jest dodatkowo poª¡czeniem automor�zmów T i S, tzn. miara ta
jest S � T -niezmiennicza, a zatem dpρ, pS � T q�ρ;Plq � 0   δ. Z naszego zaªo»enia
wynika, »e dpρ, µbµ;Pmq  

1
n
, co oznacza, »e ρ � µbµ i ko«czy dowód stwierdzenia.

2Zbiór C2pµq jest zwarty, wi¦c mo»emy wybra¢ podci¡g zbie»ny do pewnego ρ P C2pµq (patrz:
(2.14)).
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Uwaga 2.3.73. Oryginalne twierdzenie del Junco [29] stanowiªo, »e zbiór automor-
�zmów rozª¡cznych z ustalonym automor�zmem jest zbiorem borelowskim.

Uwaga 2.3.74. Mo»emy równie» bada¢ zagadnienie mierzalno±ci w kontek±cie roz-
ª¡czno±ci, gdy automor�zmy s¡ zde�niowane na ró»nych przestrzeniach. Na przy-
kªad, je±li pX 1,BX 1 , µ1q jest inn¡ probabilistyczn¡, standardow¡ przestrzeni¡ bore-
lowsk¡ (zakªadamy, »e X 1 jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡), to zbiór

tpT, T 1q P AutpX,µq � AutpX 1, µ1q;T K T 1u

jest podzbiorem borelowskim (jest to zbiór typu Gδ). Dowód tego faktu przebiega
w sposób analogiczny do dowodu stwierdzenia 2.3.72 z pseudometryk¡ d na C2pµq
w (2.26) zast¡pion¡ pseudometryk¡ d1 na przestrzeni Cpµ, µ1q dan¡ wzorem

d1pρ1, ρ2;Q,Q
1q �

¸
qPQ,q1PQ1

|ρ1pq � q1q � ρ2pq � q1q|,

gdzieQ iQ1 s¡ sko«czonymi (mierzalnymi) rozbiciami odpowiednio przestrzeniX iX 1.

2.3.11 Automor�zmy z dyskretnym widmem

Przedstawimy teraz twierdzenia dotycz¡ce automor�zmów ergodycznych z dyskret-
nym widmem. Przyjrzyjmy si¦ najpierw warunkom na izomor�czno±¢ i rozª¡czno±¢
takich automor�zmów w kategoriach wspólnych warto±ci wªasnych:

Twierdzenie 2.3.75. (Halmosa-von Neumanna) Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2,
b¦d¡ automor�zmami ergodycznymi z widmem dyskretnym. Wówczas automor�zmy
T1 i T2 s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy posiadaj¡ dokªadnie te same warto±ci
wªasne.

Twierdzenie 2.3.76. Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2, b¦d¡ automor�zmami
ergodycznymi. Zaªó»my, »e automor�zm T1 ma dyskretne widmo. Wówczas, je»eli
T1 M T2, to stowarzyszone operatory Koopmana posiadaj¡ wspóln¡ nietrywialn¡ war-
to±¢ wªasn¡.

Kolejne dwa twierdzenia pokazuj¡ zastosowanie centralizatora automor�zmu T
do sprawdzenia, czy automor�zm T posiada dyskretne widmo.

Twierdzenie 2.3.77. Niech T P AutpX,B, µq b¦dzie automor�zmem ergodycznym.
Wówczas automor�zm T ma dyskretne widmo wtedy i tylko wtedy, gdy CpT q jest
zbiorem zwartym w mocnej topologii operatorowej.

Twierdzenie 2.3.78. Niech T P AutpX,B, µq b¦dzie automor�zmem ergodycznym.
Wówczas automor�zm T ma dyskretne widmo wtedy i tylko wtedy, gdy

Je
2pT q � t∆S; S P CpT qu.

Uwaga 2.3.79. Dla dowolnego automor�zmu T P AutpX,B, µq istnieje jego mak-
symalny faktor o widmie dyskretnym. Faktor ten nazywamy faktorem Kroneckera
automor�zmu T i oznaczamy przez KpT q.
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2.3.12 Rozª¡czno±¢ w sensie Furstenberga a rozª¡czno±¢ spek-

tralna

De�nicja 2.3.80. Mówimy, »e automor�zmy Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2, s¡ spek-
tralnie rozª¡czne, je±li maksymalne typy spektralne operatorów UT1 |L2

0pX1,B1,µ1q oraz
UT2 |L2

0pX2,B2,µ2q s¡ miarami wzajemnie singularnymi. Wówczas piszemy T1 Ksp T2.

Okazuje si¦, »e istnieje zwi¡zek pomi¦dzy spektraln¡ rozª¡czno±ci¡, a rozª¡czno-
±ci¡ w sensie Furstenberga automor�zmów standardowych przestrzeni borelowskich.
Mianowicie, zachodzi nast¦puj¡cy fakt:

Twierdzenie 2.3.81. Niech Ti P AutpXi,Bi, µiq, i � 1, 2. Wówczas

T1 Ksp T2 ùñ T1 K T2.

2.3.13 Rozszerzenia domkni¦te

Niech rR P Autp rZ, rD, rκq b¦dzie rozszerzeniem automor�zmu R P AutpZ,D, κq. W
tej cz¦±ci rozwa»a¢ b¦dziemy tzw. rozszerzenia domkni¦te. Poj¦cie to oraz wªasno±ci
domkni¦tych rozszerze« zostaªy omówione w [4].

De�nicja 2.3.82 ([4]). Mówimy, »e rozszerzenie rZ Ñ Z jest domkni¦te, je»eli dla
dowolnego samopoª¡czenia rλ P J2p rRq mamy

rλ|Z�Z � κb κ ùñ rλ � rκb rκ.
Poka»emy, »e rozszerzenia domkni¦te zachowuj¡ rozª¡czno±¢. Jednak najpierw

potrzebujemy paru lematów.
Niech T P AutpX,B, µq oraz R P AutpZ,D, κq. Rozwa»my ρ P JpR, T q i stowarzy-
szony operator Markowa Φρ : L2pZ,D, κq Ñ L2pX,B, µq. Zauwa»my, »e wówczas
operator Markowa b¦d¡cy zªo»eniem Φρ � Φ

�
ρ odpowiada pewnemu samopoª¡czeniu

automor�zmu T .

Lemat 2.3.83 ([26]). Je»eli Φρ : L2pZ,D, κq Ñ L2pX,B, µq oraz π0 P L2pX,B, µq,
to

π0 K ImpΦρq ðñ π0 K ImpΦρ � Φ
�
ρq.

Dowód. Przypu±¢my, »e π0 K ImpΦρ � Φ
�
ρq. Wówczas, z twierdzenia o projekcji or-

togonalnej, dla dowolnej funkcji g P L2pZ, κq mamy g � g1 � g2, gdzie g1 P ImpΦ�
ρq

oraz g2 K ImpΦ�
ρq. Zatem»
X

π0Φρpgq dµ �

»
X

π0Φρpg1q dµ�

»
X

π0Φρpg2q dµ �

�

»
X

π0Φρpg1q dµ�

»
Z

Φ�
ρpπ0qg2 dκ �

»
X

π0Φρpg1q dµ,
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gdy»
³
Z
Φ�

ρpπ0qg2 dκ � 0 z zaªo»enia. Poniewa» g1 � limnÑ8Φ�
ρphnq, gdzie hn P

L2pX,µq dla n ¥ 1, oraz operator Φρ jest ci¡gªy, wi¦c otrzymujemy Φρpg1q �
limnÑ8ΦρpΦ

�
ρphnqq. St¡d »

X

π0Φρpg1q dµ � 0,

co ko«czy dowód pierwszej implikacji.
Przeciwna implikacja jest oczywista, gdy» ImpΦρ � Φ

�
ρq � ImpΦρq.

Uwaga 2.3.84. Przypomnijmy, »e

ΦρpL
2
0pZ,D, κqq � L2

0pX,B, µq.

Gdy w powy»szym lemacie 2.3.83 ograniczymy si¦ do podprzestrzeni L2
0, to wów-

czas otrzymujemy nast¦puj¡cy:

Lemat 2.3.85 (del Junco-Rudolph). Mamy Φρ|L2
0pZ,D,κq � 0 wtedy i tylko wtedy,

gdy Φρ � Φ
�
ρ |L2

0pX,B,µq � 0.

Powy»szy lemat mówi nam zatem, »e poª¡czenie ρ jest miar¡ produktow¡ wtedy i
tylko wtedy, gdy wyznaczone przez nie samopoª¡czenie ρ�ρ� jest miar¡ produktow¡.

Wró¢my do automor�zmu rR P Autp rZ, rD, rκq, który jest rozszerzeniem automor�-
zmu R, co zapisujemy jako rRÑ R. Je»eli rλ P J2p rR, rκq oraz λ :� rλ|Z�Z , to wówczas
operatorem Markowa odpowiadaj¡cym mierze λ P J2pR, κq jest operator

Φλ � projL2pZ,D,κq � Φrλ|L2pZ,D,κq. (2.35)

Lemat 2.3.86 ([26]). Niech rρ P Jp rR, T q oraz niech ρ :� rρ|Z�X . Wówczas

Φ�
ρ � Φρ � projL2pZ,D,κq � Φ

�
rρ � Φrρ|L2pZ,D,κq.

Dowód. Analogicznie do (2.35) otrzymujemy, »e Φρ � Φrρ|L2pZ,κq. Zatem dla funkcji
f, g P L2pZ,D, κq mamy

xΦ�
ρ � Φρf, gy � xΦρf,Φρgy �

� xΦrρf,Φrρgy � xΦ�
rρ � Φrρf, gy � xprojL2pZ,D,κq � Φ

�
rρ � Φrρf, gy.

Przejd¹my do sformuªowania gªównego stwierdzenia cz¦±ci dotycz¡cej rozszerze«
domkni¦tych.

Twierdzenie 2.3.87 ([4]). Niech R P AutpZ,D, κq oraz rozwa»my rozszerzenie do-

mkni¦te rR P Autp rZ, rD, rκq tego automor�zmu. Niech automor�zm T P AutpX,B, µq
speªnia R K T . Wówczas rR K T .
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Dowód. Niech rρ P Jp rR, T q i niech rλ P J2p rRq b¦dzie wyznaczone przez operator
Markowa Φrλ :� Φ�

rρ � Φrρ. Zatem z (2.35), operator Markowa dla λ :� rλ|Z�Z jest
postaci

Φλ � projL2pZ,D,κq � Φ
�
rρ � Φrρ|L2pZ,D,κq.

Na mocy lematu 2.3.86 otrzymujemy, »e Φλ � Φ�
ρ � Φρ, gdzie ρ :� rρ|Z�X P JpR, T q.

Jednak R K T , a wi¦c, ograniczaj¡c si¦ do podprzestrzeni L2
0, mamy Φρ � 0. To

jednak oznacza, »e Φλ � 0. Zaªo»yli±my, »e rozszerzenie rRÑ R jest domkni¦te, wi¦c
tak»e Φrλ � 0 na L2

0. Teraz wystarczy u»y¢ lematu 2.3.85, aby otrzyma¢, »e miara rρ
jest poª¡czeniem trywialnym pomi¦dzy rR i T .

Uwaga 2.3.88. Zauwa»my, »e dowód twierdzenia 2.3.87 w istocie rzeczy oznacza,
»e je»eli rR Ñ R jest domkni¦tym rozszerzeniem oraz rρ P Jp rR, T q jest poª¡czeniem
takim, »e rρ|Z�X � κb µ, to wówczas rρ � rκb µ.

Niech Autp rX, rB, rµq Q rT Ñ T P AutpX,B, µq oraz Autp rZ, rD, rκq Q rR Ñ R P

AutpZ,D, κq b¦d¡ domkni¦tymi rozszerzeniami. Przypu±¢my, »e poª¡czenie rρ P JprT , rRq
speªnia warunek rρ|X�Z � κbµ, to przez dwukrotne zastosowanie twierdzenia 2.3.87
(najpierw do rozszerzenia rT Ñ T i R, nast¦pnie do rR Ñ R i rT ) otrzymujemy, »erρ � rµb rκ. Udowodnili±my zatem nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 2.3.89. Niech rT Ñ T oraz rR Ñ R b¦d¡ domkni¦tymi rozszerzeniami.
Je»eli miara rρ P JprT , rRq speªnia warunek rρ|X�Z � κb µ, to rρ � rµb rκ.
2.3.14 Mno»niki klasy automor�zmów AK

Rozwa»my pewn¡ klas¦ automor�zmów A. Przez AK oznaczamy klas¦ wszystkich
automor�zmów rozª¡cznych z dowolnym elementem nale»¡cym do klasy A.

De�nicja 2.3.90. Mówimy, »e T P AK jestmno»nikiem klasy AK, gdy dla dowolnego
automor�zmu S P AK oraz dowolnej miary λ P JpT, Sq, automor�zm pT � S, λq
równie» jest elementem klasy AK. Klas¦ wszystkich mno»ników klasy AK oznaczamy
przez M pAKq.

Lemat 2.3.91. Ukªad dynamiczny pX,B, µ, T q P AK jest mno»nikiem klasy AK

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego η P J8pT q ukªad dynamiczny pX�8,Bb8, η, T�8q
jest mno»nikiem klasy AK.

Dowód. ðù: Zauwa»my, »e automor�zm T jest izomor�czny z ukªadem

pX�8,Bb8, pId� Id� . . .q�µ, T
�8q.

ùñ: Zaªó»my, »e pX,B, µ, T q P AK jest mno»nikiem klasy AK. Zauwa»my naj-
pierw, »e dla dowolnego n ¥ 2 oraz dla dowolnego samopoª¡czenia rλ P JnpT q ukªad
pXn,Bbn, rλ, T�nq jest mno»nikiem AK. Rzeczywi±cie, poniewa» T P M pAKq, wi¦c
dla n � 1 oraz pY, C, ν, Sq P AK mamy T _ S P AK. Ponownie, z faktu, »e T jest
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mno»nikiem klasy AK wynika, »e dla n � 2 mamy T _ pT _ Sq P AK. Teza wynika
z indukcji.

Niech pY, C, ν, Sq P AK oraz pZ,D, κ, Rq P A. Rozwa»my η P J8pT q oraz
ζ P JpT�8 _ S,Rq. Przez ζn :� πn,Y,Z

� ζ oznaczmy obraz miary ζ przez rzut prze-
strzeni X8� Y �Z na pierwsze n wspóªrz¦dnych przestrzeni X8 oraz wspóªrz¦dne
Y i Z. W szczególno±ci ζn P JpT�n _ S,Rq. Z poprzedniego akapitu wynika, »e
ζn � ζ|Xn�Y b κ. Poniewa» cylindry generuj¡ σ-algebr¦ produktow¡, wi¦c prze-
chodz¡c z n do niesko«czono±ci, otrzymujemy, »e ζ � pζ|X8�Y q b κ � pη _ νq b κ.

Poni»szy fakt zostaª udowodniony w [38] przy zaªo»eniu ergodyczno±ci. Poka-
»emy jednak, »e zaªo»enie o ergodyczno±ci w dowodzie Proposition 5.1 w [38] mo»na
pomin¡¢.

Stwierdzenie 2.3.92. Dla dowolnych automor�zmów T P AutpX,B, µq i R P
AutpZ,D, κq mamy T P M ptRuKq, o ile dla dowolnego samopoª¡czenia λ P J2pT q
mamy pT � T, λq K pR �R, κb κq.

Uwaga 2.3.93. Zauwa»my, »e powy»sze stwierdzenie ma nietrywialne zastosowanie
jedynie w przypadku, gdy automor�zm R jest sªabo mieszaj¡cy. Istotnie, je»eli R
nie jest automor�zmem sªabo mieszaj¡cym, to produkt R � R nie jest ergodyczny.
Dodatkowo rozwa»amy równie» poª¡czenia λ P J2pT q, które nie s¡ ergodyczne, wi¦c
korzystamy z faktu, »e dwa nietrywialne nieergodyczne automor�zmy nie s¡ roz-
ª¡czne.

Dowód. ([38]) Niech S P AutpY, C, νq b¦dzie automor�zmem rozª¡cznym z R i niech
ρ P JpT, Sq. Musimy pokaza¢, »e dla dowolnego poª¡czenia η P JpT, S,Rq mamy,
»e η � ρ b κ. Wystarczy sprawdzi¢, »e dla dowolnych funkcji f P L2pX,B, µq,
g P L2pY, C, νq i h P L2

0pZ,D, κq mamy»
X�Y�Z

f b g b h dη �

»
X�Y

f b g dρ

»
Z

h dκ � 0.

Miar¦ η b¦dziemy rozwa»a¢ jako poª¡czenie automor�zmów pT �R, µb κq i pS, νq.
Niech Φη : L2pX � Z,B b D, µ b κq Ñ L2pY, C, νq b¦dzie operatorem Markowa
odpowiadaj¡cym poª¡czeniu η. Poniewa» S K R, wi¦c»

Y

Φηp1X b hqg dν � 0 �

»
Z�Y

hb g dκ dν.

Z dowolno±ci g P L2pY, νq otrzymujemy, »e Φηp1X b hq � 0. Zatem

Φ�
η � Φηp1X b hq � 0. (2.36)

Niech rη P J2pT � R, µ b κq b¦dzie poª¡czeniem odpowiadaj¡cym operatorowi Mar-
kowa Φrη :� Φ�

η � Φη. Zatem dla dowolnych funkcji fi P L2pX,µq oraz hi P L2pZ, κq,
i � 1, 2 mamy»

pX�Zq�pX�Zq

f1 b h1 b f2 b h2 drη � »
X�Z

Φ�
η � Φηpf1 b h1qf2 b h2 dµ dκ.
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Przyjmuj¡c f1 � f2 � 1X oraz h1 P L2
0pZ, κq, z powy»szej równo±ci i (2.36), otrzy-

mujemy »
Z�Z

h1 b h2 drη|Z�Z �

»
Z

h1 dκ

»
Z

h2 dκ � 0,

a wi¦c rη|Z�Z � κ b κ. Niech λ :� rη|X�X P J2pT q. Z zaªo»enia otrzymujemy
pT � T, λq K pR�R, κbκq i st¡d rη � λbpκbκq. Zatem dla h P L2

0pZ,D, κq mamy

Φrηpf b hq � Φ�
η � Φηpf b hq � Φλpfq

»
Z

h dκ � 0. (2.37)

Istotnie, zauwa»my, »e»
X�Z

Φrηpf1 b h1qf2 b h2 dpµb κq �

»
pX�Zq�pX�Zq

f1 b h1 b f2 b h2 dλ dpκb κq �

�

»
X�X

f1 b f2 dλ

»
Z

h1 dκ

»
Z

h2 dκ �

�

»
X�Z

�
Φλpf1q

»
Z

h1 dκ



� f2 b h2 dµ dκ.

Zatem z lematu 2.3.85 i (2.37) otrzymujemy, »e Φηpf b hq � 0. St¡d»
X�Y�Z

f b g b h dη �

»
Y

Φηpf b hqg dν � 0,

co ko«czy dowód.

Wniosek 2.3.94 ([6]). Niech A b¦dzie klas¡ automor�zmów zamkni¦t¡ ze wzgl¦du
na branie produktu kartezja«skiego. Wówczas T P M pAKq wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego samopoª¡czenia λ P J2pT q i dowolnego automor�zmu R P A mamy
pT � T, λq K R.

Dowód. Konieczno±¢ powy»szego warunku wynika bezpo±rednio z faktu, »e T jest
mno»nikiem klasy AK. Do dowodu przeciwnej implikacji wystarczy skorzysta¢ ze
stwierdzenia 2.3.92 dla dowolnego automor�zmu R P AK.

Uwaga 2.3.95. Analogicznie do stwierdzenia 2.3.92, powy»szy wniosek ma nietry-
wialne zastosowanie jedynie, gdy A �WM.

2.3.15 Klasy charakterystyczne

De�nicja 2.3.96. (1) Klas¦ F automor�zmów (rozpatrywanych z dokªadno±ci¡ do
izomor�zmu) nazywamy klas¡ charakterystyczn¡, gdy jest ona zamkni¦ta ze
wzgl¦du na branie faktorów oraz przeliczalnych poª¡cze« (co implikuje, »e jest
ona równie» zamkni¦ta na branie granic odwrotnych). Rozumiemy przez to, »e
faktor elementu klasy F równie» nale»y do tej klasy oraz przeliczalne poª¡czenie
elementów klasy F jest elementem tej klasy.
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(2) F-faktorem ukªadu dynamicznego pZ,D, κ, Rq nazywamy R-niezmiennicz¡ pod-
σ-algebr¦ A σ-algebry D tak¡, »e dziaªanie automor�zmu R ograniczone do
A okre±la element z F , tzn. ukªad dynamiczny pZ{A,A, κ|A, R|Aq nale»y do
klasy F .

Omówimy teraz kilka wa»nych przykªadów klas charakterystycznych:

Przykªad 2.3.97. ([33])

(1) Klasa ALL wszystkich automor�zmów probabilistycznych, standardowych prze-
strzeni borelowskich.

(2) t�u - identyczno±¢ na jednym punkcie.

(3) Klasa ID skªadaj¡ca si¦ ze wszystkich identyczno±ci probabilistycznych, standar-
dowych przestrzeni borelowskich. Jest to najmniejsza nietrywialna klasa charak-
terystyczna (Proposition 2.3 w [33]).

(4) Klasa ZE wszystkich automor�zmów o zerowej entropii. Jest to najwi¦ksza nie-
trywialna klasa charakterystyczna, tzn. ka»da wªa±ciwa (ró»na od ALL) klasa
charakterystyczna jest zawarta w ZE (Proposition 2.8 w [33]).

(5) Klasa DISP wszystkich automor�zmów z dyskretnym widmem.

(6) klasa FpT q skªadaj¡ca si¦ ze wszystkich miarowych ukªadów dynamicznych,
które s¡ faktorami przeliczalnych samopoª¡cze« automor�zmu T , jest klas¡ cha-
rakterystyczn¡. Wynika to z lematu 2.3.55 oraz z faktu, »e faktor faktora danego
automor�zmu S jest równie» faktorem automor�zmu S. Jest ona najmniejsz¡
(w sensie inkluzji) klas¡ charakterystyczn¡ zawieraj¡c¡ automor�zm T .

(7) Klasa M pAKq mno»ników klasy AK. Istotnie, z lematu 2.3.91 wynika, »e jest ona
zamkni¦ta ze wzgl¦du na branie przeliczalnych poª¡cze«. Wystarczy sprawdzi¢
zatem zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na branie faktorów. Niech T P M pAKq i przypu-
±¢my, »e T |B1 R M pAKq dla pewnego faktora B1 � B. Zatem istnieje automor�zm
R P AK oraz poª¡czenie λ P JpT |B1 , Rq takie, »e ukªad pT |B1 � R, λq R AK. Bio-
r¡c relatywnie niezale»ne rozszerzenie pλ poª¡czenie λ otrzymujemy automor�zm
pT�R, pλq, którego faktorem jest automor�zm pT |B1�R, λq. St¡d pT�R, pλq R AK,
co jest sprzeczne z faktem, »e automor�zm T jest mno»nikiem klasy M pAKq.

Twierdzenie 2.3.98 ([42]). Je»eli F jest klas¡ charakterystyczn¡ oraz R P AutpZ,D, κq,
to istnieje najwi¦kszy (w sensie inkluzji) F-faktor AF � D ukªadu pZ,D, κ, Rq. Po-
nadto dowolne poª¡czenie ρ pomi¦dzy automor�zmem R a automor�zmem T P AutpX,B, µq,
który nale»y do F , jest relatywnie niezale»nym rozszerzeniem pewnego poª¡czenia z
JpR|AF , T q. Równowa»nie, dla dowolnych funkcji f P L2pZ, κq oraz g P L2pX,µq
mamy »

Z�X

fpzqgpxq dρpz, xq �

»
Z�X

Eρpf |AFqpzqgpxq dρpz, xq.
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Wniosek 2.3.99. Niech F b¦dzie klas¡ charakterystyczn¡ oraz zaªó»my, »e R P
AutpZ,D, κq. Niech S P F . Wówczas S K R wtedy i tylko wtedy, gdy S K R|AF .

Wró¢my do przypadku, gdy F � M pAKq, gdzie A jest pewn¡ klas¡ automor�-
zmów. Z wniosku 2.3.94 wynika nast¦puj¡cy rezultat:

Wniosek 2.3.100 ([6]). Niech A b¦dzie klas¡ automor�zmów zamkni¦t¡ ze wzgl¦du
na branie produktu kartezja«skiego. Wówczas M pAKq jest najwi¦ksz¡ klas¡ charak-
terystyczn¡ zawart¡ w AK. Rezultat zachodzi w szczególno±ci, gdy A �WM.

Z ka»d¡ klas¡ charakterystyczn¡ F , mo»emy stowarzyszy¢ klas¦ Fec skªadaj¡c¡
si¦ z automor�zmów, których p.k. skªadowa ergodyczna nale»y do F . Klasa Fec

jest równie» klas¡ charakterystyczn¡, któr¡ nazywamy tzw. ec-klas¡. Jak wykazano
w [33] ec-klasy to wªa±ciwe obiekty, gdy zajmujemy si¦ problemem ortogonalno±ci
(ograniczonych) funkcji arytmetycznych do klas ukªadów topologicznych, których
miary niezmiennicze wyznaczaj¡ automor�zmy nale»¡ce do ustalonej klasy charak-
terystycznej. Jednak»e w problemie Boshernitzana ta szczególna rola ec-klas znika,
a poni»szy fakt dostarcza pewnego wyja±nienia tego problemu.

Stwierdzenie 2.3.101. Niech F b¦dzie dowoln¡ klas¡ charakterystyczn¡. Wów-
czas dla dowolnego automor�zmu T przestrzeni pX,B, µq oraz dowolnej funkcji f P
L2pX,B, µq, mamy

Eµ

�
f |AFpT q

�
�Eµ

�
f |AFecpT q

�
P FwepT q

K.

Dowód. NiechR b¦dzie dowolnym automor�zmem ergodycznym przestrzeni pZ,D, κq
i niech g P L2pZ,D, κq. Zaªó»my, »e ρ P JpT,Rq. Stosujemy teraz kolejno: twierdze-
nie 2.3.98 dla F (dwa razy), ergodyczno±¢ automor�zmu R (najwi¦kszy F -faktor
oraz najwi¦kszy Fec-faktor automor�zmu R s¡ takie same), oraz twierdzenie 2.3.98
dla AFec (dwa razy), aby otrzyma¢ nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci:»

Eµ

�
f |AFpT q

�
b g dρ �

»
Eµ

�
f |AFpT q

�
bEκ

�
g |AFpRq

�
dρ �

�

»
f bEκ

�
g |AFpRq

�
dρ �

�

»
f bEκ

�
g |AFecpRq

�
dρ �

�

»
Eµ

�
f |AFecqpT q

�
bEκ

�
g |AFecpRq

�
dρ �

�

»
Eµ

�
f |AFecpT q

�
b g dρ.

Wynika st¡d, »e Eµ

�
f |AFecpT q

�
� Eµ

�
f |AFpT q

�
K ImpΦρq a poniewa» R jest do-

wolnym automor�zmem ergodycznym, wi¦c nasza teza zostaªa udowodniona.
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2.4 Dynamika topologiczna

Informacje pochodz¡ce z tego podrozdziaªu pochodz¡ gªównie z [46].

De�nicja 2.4.1. Par¦ pX,T q, gdzie X jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, za±
T : X Ñ X jest homeomor�zmem, nazywamy topologicznym ukªadem dynamicz-
nym.

Przykªad 2.4.2. Niech S : Y Z Ñ Y Z b¦dzie dwustronnym shiftem nad zwartym
alfabetem Y , tzn. SppxnqnPZq � pynqnPZ, gdzie yn � xn�1 dla dowolnego n P Z. Niech
B � Y Z b¦dzie domkni¦tym podzbiorem S-niezmienniczym (SB � B). Wówczas
para pB, Sq jest topologicznym ukªadem dynamicznym, który nazywamy podshiftem
shiftu pY Z, Sq.

Je»eli x � pxnqnPZ P Y Z, to wówczas rozwa»a¢ mo»emy podshift generowany
przez x, tzn. B � tSmpxq; m P Zu.

Niech pX,T q b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym. Przypomnijmy, »e
na zbiorze M pXq probabilistycznych miar borelowskich (tzn. okre±lonych na BX)
na przestrzeni X rozwa»amy �-sªab¡ topologi¦, która jest metryzowalna i w której

µn Ñ µ wtedy i tylko wtedy, gdy
³
X
f dµn Ñ

³
X
f dµ dla dowolnej funkcji

f P CpXq.

Topologia ta jest zwarta, gdy» na mocy twierdzenia Riesza, mo»emy identy�kowa¢
miary probabilistyczne z funkcjonaªami dodatnimi (tzn. przyjmuj¡cymi warto±ci nie-
ujemne dla argumentów nieujemnych), które przeprowadzaj¡ funkcj¦ staª¡ równ¡ 1
w siebie (funkcjonaªy te tworz¡ domkni¦ty podzbiór kuli jednostkowej w przestrzeni
CpXq�, a zatem zbiór zwarty w �-sªabej topologii).
Przez M pX,T q oznaczmy podzbiór przestrzeni M pXq wszystkich miar, które s¡
T -niezmiennicze. Na mocy twierdzenia Kryªowa-Bogoljubowa jest to zbiór niepusty.
Ponadto zbiór ten jest domkni¦ty w �-sªabej topologii, a wi¦c jest zwartym pod-
zbiorem przestrzeni M pXq. Zatem rozwa»a¢ mo»emy miarowy ukªad dynamiczny
pX,BX , µ, T q, gdzie µ P M pX,T q. Je»eli tak otrzymany ukªad jest ergodyczny, to
mówimy, »e miara µ jest miar¡ ergodyczn¡ na X i wówczas piszemy µ P M epX,T q.
Zbiór M pX,T q jest wypukªy, a podzbiór M epX,T q jest zbiorem jego punktów eks-
tremalnych. Zatem z twierdzenia Kreina-Milmana otrzymujemy, »e M epX,T q jest
zbiorem niepustym. Gdy |M epX,T q| � 1 (wtedy oczywi±cie |M pX,T q| � 1), to
mówimy, »e ukªad topologiczny pX,T q jest monoergodyczny. Przez UE oznaczamy
klas¦ wszystkich ukªadów monoergodycznych.

Twierdzenie 2.4.3 (Jewett-Krieger, [21]). Ka»dy ukªad ergodyczny pX,B, µ, T q po-
siada topologiczny model monoergodyczny, tzn. istnieje monoergodyczny ukªad topo-
logiczny pZ,Rq z jedyn¡ miar¡ niezmiennicz¡ ν P M epZ,Rq taki, »e miarowe ukªady
dynamiczne pX,B, µ, T q i pZ,BZ , ν, Rq s¡ izomor�czne.

Poka»emy teraz pewne rezultaty dotycz¡ce miar spektralnych (patrz: podroz-
dziaª 2.2).
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Lemat 2.4.4. Niech pX,T q b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym. Niech
f P CpXq b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡ o warto±ciach zespolonych tak¡, »e |f | � 1. Dla
dowolnej miary µ P M pX,T q niech σf,µ oznacza miar¦ spektraln¡ funkcji f dla au-
tomor�zmu pT, µq. Wtedy odwzorowanie F : M pX,T q ÞÑ M pTq zde�niowane jako

F pµq :� σf,µ

jest ci¡gªe.

Dowód. Zgodnie z de�nicj¡ �-sªabej zbie»no±ci w M pXq dla ka»dej funkcji g P CpXq
odwzorowanie µ ÞÑ

³
X
g dµ jest ci¡gªe. Zatem funkcja

M pX,T q Q µ ÞÑ pσf,µpmq � »
X

f � T�m � f dµ (2.38)

jest ci¡gªa dla dowolnegom P Z. Z tego wynika, »e odwzorowanie3F1 : M pX,T q Ñ DZ

zde�niowane przez

F1pµq :�

�»
X

f � T�m � f dµ



mPZ

jest ci¡gªe. Poniewa» przestrze« M pX,T q jest zwarta, wi¦c obrazΥ :� F1pM pX,T qq
jest równie» zwarty w DZ.

Teraz okre±lamy funkcj¦ F2 : ΥÑ M pTq w nast¦puj¡cy sposób:

F2ppamqmPZq � σ, gdzie pσpmq � am dla m P Z.

Jest ona dobrze zde�niowana na mocy twierdzenia Herglotza. Poniewa» rodzina
tzmumPZ jest liniowo g¦sta w CpTq, wi¦c odwzorowanie F2 jest równie» ci¡gªe. Rze-
czywi±cie, niech panmqmPZ, pbmqmPZ P Υ i σn :� F2ppa

n
mqmPZq, σ :� F2ppbmqmPZq.

Zaªó»my ponadto, »e dppanmqmPZ, pbmqmPZq Ñ 0, gdy n Ñ 8 w zbiorze Υ, tzn.
mamy zbie»no±¢ po wspóªrz¦dnych. Wynika st¡d, »e dla dowolnego m P Z mamy³
T z

m dσn Ñ
³
T z

m dσ. Poniewa» funkcje zm s¡ liniowo g¦ste, wi¦c otrzymujemy ci¡-
gªo±¢ funkcji F2. Poniewa» F � F2 � F1, wi¦c F jest funkcj¡ ci¡gª¡ jako zªo»enie
dwóch funkcji ci¡gªych, co ko«czy dowód.

Lemat 2.4.5. Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Zaªó»my, »e T : X Ñ X
jest homeomor�zmem i niech f P CpXq, |f | � 1. Wtedy dla dowolnego α P S1 od-
wzorowanie G : M pX,T q ÞÑ r0, 1s zde�niowane jako

Gpµq :� σf,µptαuq

jest mierzalne.

Dowód. Ustalmy α P S1. W ±wietle lematu 2.4.4 odwzorowanie F : M pX,T q Ñ M pTq
dane wzorem F pµq � σf,µ jest ci¡gªe. Wystarczy zatem pokaza¢, »e odwzorowanie
G1 : M pTq ÞÑ r0, 1s zde�niowane jako G1pσq :� σptαuq jest mierzalne.

3Przypomnijmy, »e D � tz P C; |z| ¤ 1u i na DZ rozwa»amy zwykª¡ metryk¦ produktow¡ d.
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Niech pgnqnPN � CpTq b¦dzie ci¡giem (ograniczonym przez 1) rzeczywistych funk-
cji ci¡gªych zbie»nych punktowo do funkcji charakterystycznej χtαu. Okre±lamy dla
dowolnego n P N odwzorowanie G1

n : M pTq Ñ R jako G1
npσq �

³
T gn dσ. Jest ono ci¡-

gªe, a ponadto limnÑ8G
1
n � G1 punktowo. Jako granica punktowa funkcji ci¡gªych

funkcja G1 jest mierzalna. Poniewa» G � G1 � F , wi¦c ko«czy to dowód.

Uwaga 2.4.6. Zauwa»my, »e je±li funkcje F i G s¡ zde�niowane jako

F pµq :� σf�
³
f dµ,µ i Gpµq :� σf�

³
f dµ,µptαuq,

to powtarzaj¡c dowody lematu 2.4.4 i lematu 2.4.5, otrzymujemy, »e funkcja F jest
ci¡gªa, a funkcja G jest mierzalna.

Wykorzystamy równie» nast¦puj¡cy fakt oparty na teorii spektralnej, która do-
starcza narz¦dzia do wykrywania warto±ci wªasnych nieergodycznych ukªadów dy-
namicznych.

Lemat 2.4.7. Niech pX,T q b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym oraz niech
miara µ P M pX,T q. Niech równie»

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne automor�zmu pT, µq i niech Tx̄ � T |π�1pxq

oznacza automor�zm wªóknowy odpowiadaj¡cy elementowi x̄ P X. Wówczas α P S1

jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu pTx̄, µx̄q dla elementów x̄ tworz¡cych zbiór o
dodatniej mierze µ wtedy i tylko wtedy, gdy α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�-
zmu pT, µq.

Dowód. Niech α P S1 b¦dzie jak w zaªo»eniu. Rozwa»my zbiór tfnunPN funkcji (o mo-
dule 1), które tworz¡ liniowo g¦sty podzbiór w przestrzeni zespolonych funkcji ci¡-
gªych okre±lonych na przestrzeni X. Zauwa»my, »e miara σfn,µ jest kombinacj¡ wy-
pukª¡ miar σfn,µx̄ , tzn. σfn,µ �

³
X
σfn,µx̄ dµpx̄q. Rzeczywi±cie, m-ty wspóªczynnik

transformaty Fouriera miary po prawej stronie jest równy»
X

»
S1
z�m dσfn,µx̄pzq dµpx̄q �

�

»
X

»
X

fn � pT |π�1pxqq
�mpxq � f̄npxq dµx̄pxq dµpx̄q �

�

»
X

fn � T
�mpxq � f̄npxq dµpxq � pσfn,µpmq.

Zatem nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

� α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu pT, µq;

� istnieje n P N takie, »e σfn,µptαuq ¡ 0;
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� istnieje n P N i zbiór dodatniej miary µ tych elementów x̄, »e σfn,µx̄ptαuq ¡ 0;

� istnieje zbiór dodatniej miary µ tych elementów x̄, dla których α jest warto±ci¡
wªasn¡ automor�zmu pTx̄, µx̄q.

Wniosek 2.4.8. Niech T P ErgK. Dla dowolnego α P S1zt1u zbiór tych skªadowych
ergodycznych automor�zmu T , które maj¡ α jako warto±¢ wªasn¡, jest µ-miary 0.
W szczególno±ci µpXnq � 0 dla ka»dego n ¥ 2.

Uwaga 2.4.9. Zauwa»my, »e z wniosku 2.4.8 wynika, »e 1 jest jedyn¡ warto±ci¡
wªasn¡ automor�zmu T P ErgK.

2.4.1 Generowanie i quasi-generowanie miary

Informacje z tego podrozdziaªu znale¹¢ mo»emy w [21]. Niech X b¦dzie zwart¡
przestrzeni¡ metryczn¡.

De�nicja 2.4.10. Mówimy, »e ci¡g pxnq P XN jest ci¡giem generuj¡cym dla miary
µ P M pXq, gdy

1

N

¸
n¤N

δxn Ñ µ (2.39)

w �-sªabej topologii.
Je»eli powy»sza zbie»no±¢ zachodzi jedynie wzdªu» (rosn¡cego) podci¡gu pNmq, to
wówczas mówimy, »e ci¡g pxnq jest ci¡giem quasi-generuj¡cym dla miary µ wzdªu»
podci¡gu pNmq.

Uwaga 2.4.11. Przypomnijmy, »e warunek (2.39) oznacza, i»

1

N

¸
n¤N

gpxnq Ñ

»
X

g dµ

dla dowolnej funkcji g P CpXq.

Rozwa»my topologiczny ukªad dynamiczny pY, Sq.

De�nicja 2.4.12. Mówimy, »e punkt u P Y jest punktem generuj¡cym dla miary
ν P M pY, Sq, gdy ci¡g pSnuq jest ci¡giem generuj¡cym dla miary ν.
Mówimy, »e punkt u P Y jest punktem quasi-generuj¡cym dla miary ν P M pY, Sq
wzdªu» podci¡gu pNmq, gdy ci¡g pSnuq jest ci¡giem quasi-generuj¡cym dla miary ν
wzdªu» podci¡gu pNmq.

Uwaga 2.4.13. Nie ka»da miara S-niezmiennicza na Y ma punkt generuj¡cy, a
nawet quasi-generuj¡cy. Z kolei ka»da miara ergodyczna ν P M pY, Sq posiada punkt
generuj¡cy. Ponadto punkty generuj¡ce dla tej miary ergodycznej tworz¡ borelowski
podzbiór zbioru Y o peªnej ν-mierze (Theorem 4.4, [21]).
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Twierdzenie 2.4.14 (Lifting Lemma, [33]). Niech pY, Sq i pX,T q b¦d¡ ukªadami
topologicznymi. Zaªó»my, »e µ P M pX,T q i niech u P Y b¦dzie punktem quasi-
generuj¡cym wzdªu» rosn¡cego ci¡gu pNmq dla pewnej miary ν P M pY, Sq. Niech
ρ P JppS, νq, pT, µqq. Wówczas istnieje ci¡g pxnq � X oraz podci¡g pNml

q takie,
»e ci¡g pSnu, xnq jest quasi-generuj¡cy wzdªu» podci¡gu pNml

q dla miary ρ, a zbiór
tn ¥ 0; xn�1 � Txnu jest postaci pbkq, gdzie bk�1 � bk Ñ 8, gdy k Ñ 8.

Twierdzenie 2.4.15 (Orbitalne modele monoergodyczne, [1]). Niech pX,T q b¦dzie
monoergodycznym ukªadem topologicznym z jedyn¡ miar¡ niezmiennicz¡ µ oraz niech
ci¡g pxnq � X b¦dzie taki, »e zbiór tn ¥ 0; xn�1 � Txnu jest postaci pbkq, gdzie
bk�1 � bk Ñ 8 przy k Ñ 8. Niech x :� pxnq P X

N. Rozwa»my Y :� tSmx; m P Nu,
gdzie S jest jednostronnym shiftem na XN. Wówczas podshift pY, Sq jest ukªadem
monoergodycznym miarowo izomor�cznym z ukªadem pX,µ, T q.

2.4.2 Ukªady Furstenberga ci¡gów ograniczonych

Dowolny ci¡g liczbowy u : NÑ C nazywamy funkcj¡ arytmetyczn¡. Interesowa¢ nas
b¦d¡ funkcje arytmetyczne o warto±ciach w D � tz P C; |z| ¤ 1u. W zale»no±ci od
potrzeb funkcj¦ u mo»emy traktowa¢ jako ci¡g dwustronny (np. kªad¡c up0q � 0
i up�nq � upnq dla n P N) o warto±ciach w D. Rozwa»my zatem

Xu :� tSmu; m P Zu,

czyli podshift generowany przez u. Przez V puq oznaczmy zbiór wszystkich miar z
M pXuq, które s¡ quasi-generowane przez u. Wi¦c je±li κ P V puq, to istnieje ci¡g pNkq
taki, »e

κ � lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

δSnu. (2.40)

Zauwa»my, »e V puq � M pXu, Sq, a zatem �-sªaba zwarto±¢ zbioru M pXuq impli-
kuje, i» V puq � H.

De�nicja 2.4.16. Ukªadem Furstenberga funkcji u nazywamy ka»dy miarowy ukªad
dynamiczny pXu,BXu , κ, Sq, dla którego κ P V puq.

Stwierdzenie 2.4.17 ([11]). Zbiór miar quasi-generowanych przez u posiada na-
st¦puj¡ce wªasno±ci:

� V puq jest podzbiorem domkni¦tym zbioru M pXu, Sq (w �-sªabej topologii),

� V puq jest zbiorem spójnym i st¡d, albo |V puq| � 1, albo V puq jest zbiorem
nieprzeliczalnym.

Uwaga 2.4.18. Niech n P Z. Przez πn : Xu Ñ C oznaczamy funkcj¦ dan¡ wzorem
πnpxq � xn dla dowolnego x P Xu. Zauwa»my, »e dla dowolnego n P Z mamy
zale»no±¢ πn :� π0 � S

n. Ponadto je»eli κ P V puq, to ci¡g zmiennych losowych
pπnqnPZ jest procesem stacjonarnym.
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2.4.3 Entropia topologiczna

Przejd¹my do przypomnienia poj¦cia entropii ukªadu topologicznego pX,T q.
Pokryciem przestrzeni X nazywamy dowoln¡ rodzin¦ U zbiorów otwartych, których
suma mnogo±ciowa równa jest X. Mówimy, »e pokrycie V rozdrabnia pokrycie U ,
gdy dla dowolnego V P V mamy V � U dla pewnego U P U . Poª¡czeniem pokry¢ U
i V nazywamy ich wspólne rozdrobnienie, tzn. pokrycie

U _ V :� tU X V ; U P U , V P Vu.

Pokrycie V nazywamy podpokryciem pokrycia U , gdy V � U . Poªó»my

NpUq :� min
V�U ,V�pokrycie X

|V |,

gdzie |V | � cardpVq oznacza moc pokrycia V .
Dla dowolnego n ¥ 1 wprowad¹my oznaczenie

Un :�
n�1ª
i�0

T�iU .

Poªó»my

HpUq :� logNpUq,

hpT,Uq :� lim
nÑ8

1

n
HpUnq.

De�nicja 2.4.19. Entropi¡ topologiczn¡ ukªadu pX,T q nazywamy wielko±¢

hpT q :� sup
U�pokrycie X

hpT,Uq.

Zachodzi nast¦puj¡cy zwi¡zek pomi¦dzy entropi¡ topologiczn¡, a entropi¡ ukªa-
dów miarowych pX,BX , µ, T q, gdzie µ P M pX,T q:

Twierdzenie 2.4.20 (Zasada wariacyjna). Niech pX,T q b¦dzie topologicznym ukªa-
dem dynamicznym. Wówczas

hpT q � sup
µPM pX,T q

hpT, µq � sup
µPM epX,T q

hpT, µq.

2.5 Funkcje multyplikatywne

De�nicja 2.5.1. Funkcj¦ arytmetyczn¡ u, dla której zachodzi równo±¢ upm� nq � upmq� upnq,
gdy pm,nq � 1 (tzn. m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze) nazywamy funkcj¡ multyplika-
tywn¡. Gdy warunek ten speªniony jest dla dowolnychm, n P N, to wówczas mówimy,
»e funkcja u jest caªkowicie multyplikatywna.
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Uwaga 2.5.2. Zauwa»my, »e ka»da funkcja multyplikatywna u jest jednoznacznie
wyznaczona przez swoje warto±ci na pot¦gach liczb pierwszych (zbiór liczb pierw-
szych oznaczamy przez P), gdy» wprost z de�nicji wynika, »e

uppr1i1 � . . . p
rk
ik
q � uppr1i1 q � . . . � upp

rk
ik
q,

gdzie pij P P, rij ¥ 1, pij � pil dla j � l i 1 ¤ j, l ¤ k. Analogicznie, ka»da funkcja
caªkowicie multyplikatywna u wyznaczona jest jednoznacznie przez swoje warto±ci
na liczbach pierwszych:

uppr1i1 � . . . p
rk
ik
q � uppi1q

r1 � . . . � uppikq
rk .

Przykªad 2.5.3. 1. Funkcja Möbiusa

Funkcj¦ µ : NÑ t�1, 0, 1u okre±lon¡ wzorem

µpnq :�

$'&'%
1, gdy n � 1,

p�1qk, gdy n � pi1 � . . . � pik , gdzie pij � pil dla i � j,

0, w pozostaªych przypadkach

nazywamy funkcj¡ Möbiusa. Jest to przykªad funkcji, która jest multyplika-
tywna, ale nie jest caªkowicie multyplikatywna.

2. Funkcja Liouville'a

Funkcj¦ λ : NÑ t�1, 1u dan¡ wzorem

λpnq :� p�1qr1�...�rk , gdy n � pr1i1 � . . . � p
rk
ik

nazywamy funkcj¡ Liouville'a. Jest to funkcja caªkowicie multyplikatywna.

3. Charaktery Dirichleta

Niech q P N. Charakterem Dirichleta o module q nazywamy dowoln¡ funkcj¦
χ : NÑ C, która dla wszystkich m,n P N speªnia nast¦puj¡ce warunki:

� χpm � nq � χpmq � χpnq, czyli funkcja χ jest caªkowicie multyplikatywna;

� χpmq � 0, gdy pm, qq � 1 oraz χpmq � 0, gdy pm, qq ¡ 1;

� χpm� qq � χpmq, tzn. χ jest funkcj¡ q - okresow¡.

Najprostszym przykªadem charakteru Dirichleta jest charakter gªówny (o mo-
dule q), który zadany jest przez wzór

χ0,qpmq :�

#
1, gdy pm, qq � 1,

0, gdy pm, qq ¡ 1.

Charakter Dirichleta χ mod q mo»e by¢ wyznaczony przez charakter χ1 o mo-
dule q1|q (±ci±le mniejszym ni» q) wzorem χ � χ1 � χ0,q. Mówimy wtedy, »e
χ jest indukowany przez χ1. Je±li χ nie mo»e by¢ indukowany z charakteru o
±ci±le mniejszym module, to mówimy, »e χ jest pierwotny.
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4. Charaktery Archimedesa

Niech t P R. Funkcj¦ caªkowicie multyplikatywn¡ n ÞÑ nit � eit logn, gdzie
n P N, nazywamy charakterem Archimedesa.

Dla dowolnej funkcji arytmetycznej u : NÑ D niech

}u}B :� lim sup
NÑ8

1

N

¸
n¤N

|upnq|

oznacza pseudo-norm¦ Besicovitcha funkcji u. W przypadku, gdy dodatkowo u jest
funkcj¡ multyplikatywn¡, zachodzi nast¦puj¡ca równowa»no±¢ (patrz: Lemma 2.9, [5]):

}u}B � 0ô
¸
pPP

1

p
p1� |uppq|q � 8. (2.41)

Przykªadem funkcji caªkowicie multyplikatywnej o zerowej pseudo-normie Besico-
vitcha jest funkcja upnq � n�r, gdzie r ¡ 0. Zauwa»my, »e prawa strona w (2.41)
daje wiele innych mo»liwo±ci tworzenia funkcji multyplikatywnych o zerowej pseudo-
normie Besicovitcha.

Wró¢my teraz do zaªo»enia, »e u jest ogóln¡ funkcj¡ arytmetyczn¡. Przypo-
mnijmy, »e funkcj¦ arytmetyczn¡ u nazywamy ortogonaln¡ do ukªadu topologicz-
nego pX,T q, gdy

lim
nÑ8

1

N

¸
n¤N

fpT nxqupnq � 0 (2.42)

dla dowolnej funkcji f P CpXq i dowolnego x P X. Piszemy wówczas u K pX,T q.
Je»eli dana jest klasa A ukªadów topologicznych, to mówimy, »e funkcja u jest
ortogonalna do klasy A, gdy u K pX,T q dla wszystkich pX,T q P A, co ozna-
czamy jako u K A. Zauwa»my, »e warunek u K pX,T q implikuje, »e ±rednia
Mpuq :� limNÑ8

1
N

°
n¤N upnq istnieje i równa si¦ zero. W przypadku, gdy Mpuq

nie istnieje, co np. ma miejsce dla charakterów Archimedesa dla t � 0 (lub istnieje,
lecz nie jest zerem), a pX,T q jest ukªadem monoergodycznym, naturalnym warun-
kiem ortogonalno±ci u K pX,T q jest wówczas wymaganie, aby (2.42) zachodziªo dla
wszystkich funkcji f P CpXq, których caªka (wzgl¦dem jedynej miary niezmienni-
czej) jest zerem.

Gdy }u}B � 0, to upnq Ñ 0 wzdªu» podci¡gu o peªnej g¦sto±ci w N. �atwo
wida¢, »e dla dowolnej miary κ P V puq (patrz: (2.40)) mamy»

Xu

|π0| dκ � lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

|upnq| � 0,

gdzie π0pyq � y0 dla y P Xu. Zatem π0 � 0 κ- p.w. i st¡d πn :� π0 � S
n � 0

κ-p.w. dla n P Z. Zatem κ � δ0 jest jedynym ukªadem Furstenberga dla u. Wynika
z tego, »e funkcje multyplikatywne o zerowej pseudo-normie Besicovitcha s¡ ortogo-
nalne do wszystkich ukªadów topologicznych (nie korzystamy z multyplikatywno±ci
funkcji u), w szczególno±ci do wszystkich ukªadów monoergodycznych. Innym przy-
kªadem jest funkcja upnq � nit (t P R), która jest charakterem Archimedesa. W tym
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przypadku, u jest tzw. funkcj¡ wolno zmieniaj¡c¡ si¦ w ±redniej, tzn. funkcja u
speªnia warunek

1

N

¸
n¤N

|upn� 1q � upnq| Ñ 0, gdy N Ñ 8. (2.43)

Zauwa»my, »e tak naprawd¦ mamy pn � 1qit � nit Ñ 0, gdy n Ñ 8. Ponadto
}nit}B � 1 � 0 dla wszystkich t P R. Z drugiej strony, ka»da funkcja u taka, »e
}u}B � 0 jest funkcj¡ wolno zmieniaj¡c¡ si¦ w ±redniej.

Ju» w pracy [25] zauwa»ono, »e funkcje wolno zmieniaj¡ce si¦ w ±redniej (bez za-
ªo»enia multyplikatywno±ci) to dokªadnie te, których wszystkie ukªady Furstenberga
s¡ identyczno±ciami. Otrzymujemy zatem klas¦ funkcji ortogonalnych do wszystkich
ukªadów monoergodycznych. Istotnie, je»eli u : N Ñ C jest ograniczon¡ funkcj¡
arytmetyczn¡ tak¡, »e dla dowolnej miary κ P V puq ukªad Furstenberga pXu, κ, Sq
jest identyczno±ci¡, to wówczas κ � limkÑ8

1
Nk

°
n¤Nk

δSnpuq i dla dowolnego mono-
ergodycznego ukªadu topologicznego pX,T q z jedyn¡ miar¡ ν mamy (zakªadamy, »e³
f dν � 0)

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

fpT nxqupnq � lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

fpT nxqπ0pS
nuq �

»
f b π0 dρ,

gdzie (ewentualnie przechodz¡c do podci¡gu ci¡gu pNkq)

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

δpT�Sqnpx,uq � ρ.

Nietrudno spostrzec, »e ρ P JppT, νq, pS, κqq, a poniewa» pT, νq K pS, κq � pId, κq
(patrz: stwierdzenie 3.1.1), wi¦c ρ � ν b κ i dlatego

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

fpT nxqupnq � 0.

Klurman w [35] udowodniª, »e je±li funkcja u jest multyplikatywna (|u| ¤ 1) i wolno
zmieniaj¡ca si¦ w ±redniej, to

albo }u}B � 0, albo u jest charakterem Archimedesa.

De�nicja 2.5.4. Multyplikatywn¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzy dwiema funkcjami multypli-
katywnymi u i v de�niujemy jako

Dpu,vq2 :�
¸
pPP

1

p
p1� Repuppqvppqqq.

Uwaga 2.5.5. Zauwa»my, »e funkcja D nie jest odlegªo±ci¡ w zwykªym sensie
(bo np. Dpu,uq mo»e by¢ dodatnia), ale speªnia nierówno±¢ trójk¡ta.
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Uwaga 2.5.6. Je±li Dpu,vq   �8, to mówimy, »e funkcja u udaje funkcj¦ v.
Z klasycznego twierdzenia Halásza (np. [27]) wynika, »e je±li u nie udaje »adnego
charakteru Archimedesa (tj. Dpu, nitq � �8 dla ka»dego t P R), to Mpuq � 0.

De�nicja 2.5.7. Funkcj¦ u nazywamy pretensjonaln¡, je±li dla pewnych t P R
i charakteru Dirichleta χ mamy

Dpu, χ � nitq2 �
¸
pPP

1

p
p1� Repuppqχppqp�itqq   8.

Uwaga 2.5.8. Równowa»nie, mo»emy w tej de�nicji zakªada¢, »e χ jest pierwotnym
charakterem Dirichleta.

Zauwa»my, »e w ±wietle (2.41), funkcja u nie jest pretensjonalna, o ile }u}B � 0.
Klasyczne twierdzenie Daboussiego-Delange'a [10] stanowi, »e funkcje, które nie s¡
pretensjonalne to dokªadnie funkcje aperiodyczne, tzn. takie funkcje (multyplika-
tywne), dla których ±rednia wzdªu» dowolnego post¦pu arytmetycznego równa jest
0. Przykªadami funkcji aperiodycznych s¡ funkcje µ i λ (patrz: przykªad 2.5.3),
a zatem nie s¡ one pretensjonalne. Z drugiej strony, funkcja µ2 jest pretensjonalna
(zauwa»my, »e Dpµ2, 1q   �8).



Rozdziaª 3

O klasie automor�zmów rozª¡cznych

z automor�zmami ergodycznymi

3.1 Przykªady elementów klasy ErgK

Przypomnijmy, »e przez Aut oznaczamy klas¦ wszystkich automor�zmów okre±lo-
nych na standardowych probabilistycznych przestrzeniach borelowskich. Interesuje
nas klasa ErgK automor�zmów rozª¡cznych ze wszystkimi automor�zmami ergo-
dycznymi, tzn.

ErgK :� tT P Aut; T K R dla dowolnego automor�zmu ergodycznego Ru.

Zauwa»my, »e powy»szy zbiór jest niepusty, gdy» wszystkie identyczno±ci standar-
dowych przestrzeni borelowskich s¡ (spektralnie) rozª¡czne z dowolnym automor�-
zmem ergodycznym. Poni»ej podajemy klasyczny dowód faktu, »e Id P ErgK.

Stwierdzenie 3.1.1. Identyczno±ci standardowych przestrzeni borelowskich s¡ roz-
ª¡czne ze wszystkimi automor�zmami ergodycznymi.

Dowód. Rozwa»my ukªad ergodyczny pZ,D, κ, Rq oraz ukªad pY, C, ν, Idq. Niech ρ P
JpId, Rq oraz h P L2

0pZ,D, κq, g P L2pY, C, νq. Musimy pokaza¢, »e»
Y�Z

g b h dρ � 0.

Z twierdzenia von Neumanna i ergodyczno±ci automor�zmu R otrzymujemy, »e

1

N

N�1̧

n�0

h �Rn L2pZ,κq
ÝÝÝÝÑ
NÑ8

0.

Poniewa» przestrze« L2pZ, κq traktowa¢ mo»emy jako podprzestrze« przestrzeni
L2pY �Z, ρq (rzut ρ na drug¡ wspóªrz¦dn¡ daje κ), wi¦c powy»sza zbie»no±¢ zachodzi
równie» w L2pY � Z, ρq, tzn.

1

N

N�1̧

n�0

1Y b ph �Rnq
L2pY�Z,ρq
ÝÝÝÝÝÝÑ

NÑ8
0.
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Zatem
1

N

N�1̧

n�0

»
Y�Z

g b ph �Rnq dρ ÝÝÝÑ
NÑ8

0, (3.1)

gdy» mocna zbie»no±¢ implikuje sªab¡ zbie»no±¢. Zauwa»my, »e dla dowolnego N ¥ 1
mamy

1

N

N�1̧

n�0

»
Y�Z

pg b hq � pId�Rqn dρ �

»
Y�Z

g b h dρ,

co razem z (3.1) ko«czy dowód.

Znanym nietrywialnym, tzn. ró»nym od identyczno±ci, przykªadem automor�zmu
nale»¡cego do klasy ErgK jest odwzorowanie T � T Q px, yq

T
ÝÑ px, x � yq P T � T

(przez T � r0, 1q oznaczamy okr¡g addytywny) rozwa»ane z miar¡ µ b LebT, gdzie
µ jest miar¡ ci¡gª¡ (bezatomow¡) na T. Istotnie, niech R P AutpZ,D, κq b¦dzie
automor�zmem ergodycznym oraz niech ρ P JpT,Rq. Niech

ρ �

»
X

ρx dµpxq (3.2)

b¦dzie dezintegracj¡ miary ρ nad pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Wówczas dla µ-p.w. x P T
(patrz: (2.19)) mamy ρx P JpTx, Rq, gdzie Txpyq � x � y s¡ automor�zmami ergo-
dycznymi z dyskretnym widmem z grup¡ warto±ci wªasnych równ¡ te2πinx; n P Zu
(wystarczy rozpatrywa¢ x niewymierne). Zauwa»my, »e zbiór tych x P T, »e auto-
mor�zmy Tx i R posiadaj¡ wspóln¡ nietrywialn¡ warto±¢ wªasn¡ jest przeliczalny
(automor�zm R ma przeliczalnie wiele warto±ci wªasnych), a wi¦c w szczególno±ci
µ-miary zero. Zatem, na mocy twierdzenia 2.3.76, Tx K R dla µ-p.w. x P T, co w
poª¡czeniu z (3.2) implikuje, »e T K R.

Uwaga 3.1.2. W lemacie 2.4.7 dowodzimy, »e α P S1 jest warto±ci¡ wªasn¡ auto-
mor�zmu T wtedy i tylko wtedy, gdy α jest warto±ci¡ wªasn¡ dla zbioru wªókien x
dodatniej miary µ. W szczególno±ci, je±li istnieje α P S1zt1u takie, »e α jest warto±ci¡
wªasn¡ dla zbioru wªókien x dodatniej miary µ, to

automor�zm T ma α jako warto±¢ wªasn¡
i st¡d automor�zm T nie jest elementem klasy ErgK,

(3.3)

patrz: wniosek 2.4.8 oraz uwaga 2.4.9. Wynika st¡d, »e automor�zm px, yq ÞÑ px, x� yq
(dla bezatomowej miary µ) nie ma nietrywialnych warto±ci wªasnych.

Poka»my jeszcze, »e identyczno±ci maj¡ silniejsz¡ wªasno±¢ rozª¡czno±ci ni» tylko
rozª¡czno±¢ z ukªadami ergodycznymi.

Stwierdzenie 3.1.3. Identyczno±ci (probabilistycznych) standardowych przestrzeni
borelowskich s¡ mno»nikami klasy ErgK.
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Dowód. Rozwa»my ukªad ergodyczny pZ,D, κ, Rq oraz ukªad pY, C, ν, Idq i niech
pX,B, µ, T q P ErgK. Niech η P JpT, Id, Rq i ustalmy funkcje rzeczywiste f P L2pX,µq,
g P L2pY, νq oraz h P L2

0pZ, κq. Chcemy pokaza¢, »e»
X�Y�Z

f b g b h dη � 0,

gdy» wówczas η � η|X�Y bκ. Niech f � f1� f2, gdzie f1 �T � f1 oraz f2 K L2pIT q.
Wówczas oczywi±cie η|Y�Z � ν b κ oraz (na mocy zaªo»enia T K R)

η|X�Z � µb κ. (3.4)

Mamy ponadto »
f b g b h dη �

»
f1 b g b h dη �

»
f2 b g b h dη. (3.5)

Zauwa»my, ze miara spektralna (w L2pX�Y �Z, ηq) funkcji f1bg jest równowa»na
mierze Diraca δ1 (bo ta funkcja jest niezmiennicza), natomiast miara σh nie mo»e
miec atomu w 1, gdy» automor�zm R jest ergodyczny. Zatem σf1bg K σh, co impli-
kuje f1 b g K h w L2pηq, a wi¦c pierwszy skªadnik po prawej stronie równo±ci (3.5)
znika. Z drugiej strony, ze wzgl¦du na (3.4),

³
f2 b h dη � 0, a co wi¦cej mamy

σf2bh � σf2 � σh.

Przypu±¢my, »e σf2bh ma atom w 1. Jest to mo»liwe jedynie, gdy miary σf2 i σh,
odpowiednio, maj¡ atomy w c i c (dla pewnej liczby c P C, |c| � 1), przy czym
c � 1, gdy» automor�zm R jest ergodyczny. Ale równie» c musi by¢ warto±ci¡
wªasn¡ automor�zmu R. To jednak oznacza, »e automor�zmy T i R nie mog¡ by¢
rozª¡czne (bo maj¡ nietrywialny wspólny faktor), sprzeczno±¢. Zatem miara σf2bh

nie ma atomu w 1 i wobec tego f2 b h K g, a zatem lewa strona równo±ci w (3.5)
równa si¦ zero, co ko«czy dowód.

3.2 Twierdzenie charakteryzacyjne

W caªym podrozdziale zakªadamy, »e T : px̄, uq ÞÑ
�
x̄, Tx̄puq

�
jest automor�zmem

dziaªaj¡cym na przestrzeni

X �
§
n¥1

X̄n � t1, . . . , nu \ X̄8 � Y,

gdzie

µ|X̄n�t1,...,nu � pµ̄|X̄n
q b νn,

µ|X̄8�Y � pµ̄|X̄8
q b ν,

a automor�zmy Tx̄ s¡ ergodyczne, porównaj z podrozdziaªem 2.3.4.
Naszym celem jest udowodnienie nast¦puj¡cego rezultatu:
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Twierdzenie 3.2.1. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. T P ErgK.

2. Rozszerzenie T Ñ IdX̄ jest domkni¦te.

3. Dla µ̄b µ̄-prawie wszystkich px̄, x̄1q P X̄ � X̄, mamy Tx̄ K Tx̄1.

Wniosek 3.2.2. Je±li T P ErgK, to hpT q � 0.

Dowód. Automor�zmy ergodyczne o dodatniej entropii nie s¡ rozª¡czne na mocy
twierdzenia Sinai'a (np. [12], Chapter 4.5) - uwag¦ t¦ stosujemy do automor�zmów
wªóknowych.

Wniosek 3.2.3. Je±li istnieje automor�zm S P Erg taki, »e tTx̄; x̄ P X̄u � SM,
to T M Erg.

Dowód. Je±li miara µ̄ ma atom, tzn. istnieje x0 P X takie, »e µ̄px̄0q ¡ 0, to równie»
µ̄b µ̄ptpx̄0, x̄0quq ¡ 0. Zatem z warunku 3. w twierdzeniu 3.2.1 wynika, »e T M Erg.
Je±li za± miara µ̄ nie ma atomów i T K Erg, to »adna podrodzina przeliczalna
tTx̄j

; j ¥ 1u parami rozª¡cznych automor�zmów nie jest maksymalna (z wnio-
sku 3.2.6 wynika, »e zbiór tpx̄, x̄1q;Tx̄ K Tx̄1u jest mierzalny, sk¡d na mocy twier-
dzenia Fubiniego, dla p.k. x̄, zbiór tych x̄1, dla których Tx̄ K Tx̄1 , ma równie» peªn¡
miar¦). Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika st¡d, »e istnieje podrodzina nieprze-
liczalna zawarta w tTx̄; x̄ P X̄u automor�zmów parami rozª¡cznych i wystarczy u»y¢
lematu 2.3.54.

3.2.1 Dowód 2. ñ 1.

Dowód wynika z twierdzenia 2.3.87, poniewa» klasycznie Id P ErgK.

3.2.2 Dowód 3. ñ 2.

Zaªó»my, »e ρ P J2pT q, ρ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄. Wówczas dezintegracja miary ρ nad X̄ � X̄
ma posta¢

ρ �

»
X̄�X̄

ρx̄,x̄1 dµ̄px̄qdµ̄px̄
1q,

gdzie dla px̄, x̄1q P X̄m � X̄n, miara ρx̄,x̄1 jest Tx̄ � Tx̄1-niezmiennicza i okre±lona na:

� tpx̄, x̄1qu � t1, . . . ,mu � t1, . . . , nu, je±li m,n P N;

� tpx̄, x̄1qu � t1, . . . ,mu � Y , gdy m P N, n � 8;

� tpx̄, x̄1qu � Y � Y , je±li m � n � 8.
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Ponadto ρ �
°

m,nPNY8 ρ|Xm�Xn , gdzie

ρ|Xm�Xn �

»
X̄m�X̄n

ρx̄,x̄1 dpµ̄|X̄m
qpx̄qdpµ̄|X̄n

qpx̄1q.

Rozwa»my przypadek m � n � 8 (w pozostaªych przypadkach dowód przebiega
analogicznie). Dla A P BX̄8

i B P BY mamy�
pµ̄|X̄8

q b ν
	
pA�Bq � pρ|X8�X8qpA�B � X̄8 � Y q �³

A�X̄8
ρx̄,x̄1pB � Y q dpµ̄|X̄8

qpx̄qdpµ̄|X̄8
qpx̄1q.

(3.6)

Podstawiaj¡c A � X̄8, najpierw otrzymujemy, »e miara

B ÞÑ

»
ρx̄,x̄1pB � Y q dpµ̄|X̄8

qpx̄qdpµ̄|X̄8
qpx̄1q

jest równa ν, przy czym miary podcaªkowe s¡ Tx̄-niezmiennicze. Poniewa» ukªad
pTx̄, νq jest ergodyczny, wi¦c otrzymujemy, »e ρx̄,x̄1 P JpTx̄, Tx̄1q. Ale Tx̄ K Tx̄1 dla
µ̄ b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄, wi¦c ρx̄,x̄1 � ν b ν i st¡d ρ|X8�X8 jest miar¡ produk-
tow¡.

Uwaga 3.2.4. Zauwa»my, »e przy zaªo»eniu 3., musimy mie¢ µ̄pX̄nq � 0, dla wszyst-
kich n P Nzt1u. Istotnie, dla 2 ¤ n   8, mamy Tx̄ � Rn dla wszystkich x̄ P X̄n.

Uwaga 3.2.5. Rozumowanie w powy»szym dowodzie mo»na odwróci¢. Istotnie,
wracaj¡c do (3.6), otrzymujemy, »e je±li

X̄8 � X̄8 Q px̄, x̄1q ÞÑ ρx̄,x̄1 P JpTx̄, Tx̄1q jest mierzalne,

to ρ P J2pT |X8q, gdy» »
A�X̄8

ρx̄,x̄1pB � Y q dpµ̄|X̄8
qpx̄qdpµ̄|X̄8

qpx̄1q �

�

»
A�X̄8

νpBq dpµ̄|X̄8
qpx̄qdpµ̄|X̄8

qpx̄1q �
�
pµ̄|X̄8

q b ν
	
pA�Bq.

Podobny argument dziaªa dla pozostaªych elementów JpT |Xm , T |Xnq.

3.2.3 Twierdzenie Kallmana i poª¡czenia

Z (2.10), stwierdzenia 2.3.72, uwagi 2.3.74 i uwagi 2.3.73 natychmiast otrzymujemy
nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 3.2.6. (i) Zbiór tpx̄, x̄1q P X̄ � X̄; Tx̄ K Tx̄1u jest borelowski.
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(ii) Je±li S0 P AutpY, νq (lub S0 P Autpt1, . . . ,mu, νmq, m ¥ 1), to zbiór

tx̄ P X̄; Tx̄ K S0u

jest borelowski.

Z twierdzenia Kallmana otrzymujemy poni»szy lemat.

Lemat 3.2.7. Ustalmy S0 P AutpY, νq (lub S0 P Autpt1, . . . ,mu, νmq, m ¥ 1) i
zaªó»my, »e µ̄ptx̄ P X̄; Tx̄ M S0uq ¡ 0. Wtedy T M S0.

Dowód. Poªó»my

C2pY, νq :� tJ : L2pY, νq ÞÑ L2pY, νq; J jest operatorem Markowau,

tzn. niech C2pνq b¦dzie przestrzeni¡ operatorów Markowa odpowiadaj¡cych samo-
poª¡czeniom miary ν. Przypomnijmy, »e wtedy C2pY, νq jest zwart¡ przestrzeni¡
metryczn¡ (ze sªab¡ topologi¡ operatorow¡).

Niech Π oznacza operator Markowa odpowiadaj¡cy mierze produktowej ν b ν
i rozwa»my zbiór

tpx̄, Tx̄, Jq; x̄ P X̄,Π � J P C2pY, νq, JTx̄ � S0Ju, (3.7)

który jest borelowskim podzbiorem przestrzeni
�
X̄�AutpY, νq

�
�C2pY, νq jako cz¦±¢

wspólna zbiorów
tpx̄, Tx̄q; x̄ P X̄u � pC2pY, νqztΠuq

i
X̄ � tpR, Jq P AutpY, νq � C2pY, νq; JR � S0Ju.

Niech f oznacza rzut zbioru (3.7) na pierwsze dwie wspóªrz¦dne. Zauwa»my, »e obraz
ten to dokªadnie zbiór tpx̄, Tx̄q; Tx̄ M S0u. Dla ka»dego takiego px̄, Tx̄q, wªókno skªada
si¦ ze wszystkich operatorów Markowa J P C2pY, νqztΠu takich, »e JTx̄ � S0J ,
wi¦c jest to zbiór zwarty z dokªadno±ci¡ do jednoelementowego zbioru tΠu, a zatem
jest on σ-zwarty. Mo»emy teraz u»y¢ twierdzenia 2.1.9, aby otrzyma¢ borelowskie
odwzorowanie

tx̄ P X̄; Tx̄ M S0u Q x̄Ñ Jx̄ P C2pY, νqztΠu

speªniaj¡ce Jx̄Tx̄ � S0Jx̄, co dokªadnie oznacza, »e operator Jx̄ wyznacza poª¡cze-
nie automor�zmów Tx̄ i S0. Zakªadamy jednak, »e µ̄ptx̄ P X̄; Tx̄ M S0uq ¡ 0, wi¦c
otrzymujemy nietrywialne poª¡czenie mi¦dzy automor�zmami T i S0 jak w podroz-
dziale 2.3.7, patrz: (2.20).

3.2.4 Dowód 1. ñ 3.

(Przez kontrapozycj¦.) Zakªadamy, »e µ̄ b µ̄ptpx̄, x̄1q; Tx̄ M Tx̄1uq ¡ 0.1 Na mocy
twierdzenia Fubiniego, istnieje x̄0 P X̄ taki, »e zbiórD tych punktów x̄1 speªniaj¡cych
Tx̄0 M Tx̄1 , jest dodatniej µ̄-miary. Z lematu 3.2.7 wynika, »e T M Tx̄0 , a zatem
T R ErgK.

1Zbiór, który rozwa»amy, jest mierzalny na mocy (i) we wniosku 3.2.6.
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3.2.5 Przykªady

Wiele naturalnych przykªadów automor�zmów nale»¡cych do klasy ErgK mo»na
otrzyma¢ rozpatruj¡c potoki (tzn. zachowuj¡ce miar¦ dziaªania grupy R). Miano-
wicie rozpatrzmy potok T � pTtqtPR okre±lony na probabilistycznej przestrzeni stan-
dardowej pY,BY , νq. Zakªadamy zatem, »e Tt P AutpY, νq, Tt�t1 � Tt �Tt1 dla t, t1 P R
oraz odwzorowanie pt, yq ÞÑ Tty jest mierzalne. Poªó»my

T pt, yq :� pt, Ttyq na przestrzeni pr0, 1q � Y,Lebr0,1q b νq. (3.8)

Na mocy twierdzenia 3.2.1, u»ywaj¡c Theorem 8.4 [18] oraz Theorem 1.1 z [34],
otrzymujemy nast¦puj¡cy:

Wniosek 3.2.8. Automor�zm (3.8) nale»y do klasy ErgK, o ile:

(i) potok T ma widmo singularne;

(ii) potok T jest nietrywialn¡, gªadk¡ zamian¡ czasu potoku horocykli (wszystkie
takie automor�zmy maj¡ przeliczalnie krotne widmo Lebesgue'a).

Zauwa»my, »e nasz klasyczny przykªad na T2, px, yq ÞÑ px, x�yq, jest szczególnym
przypadkiem sytuacji rozpatrywanej w (i) w powy»szym wniosku.

3.3 Mno»niki klasy ErgK

Przykªad 3.3.1. Zaªó»my, »e X jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Niech
T : X �TÑ X �T b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem T px, yq � px, y � βpxqq,
gdzie β : X Ñ T jest odwzorowaniem mierzalnym. Zaªó»my, »e µ P M pXq jest
miar¡ na przestrzeni X tak¡, »e dla dowolnego z P T mamy

µptx P X; βpxq � zuq � 0. (3.9)

W szczególno±ci miara µ jest ci¡gªa. Mamy T P AutpX � T, µ b LebTq. Zauwa»my,
»e skoro dla ka»dego α P T istnieje tylko przeliczalnie wiele nierozª¡cznych z nim
obrotów (niewymiernych), wi¦c zachodzi 3. z twierdzenia 3.2.1, a zatem T P ErgK.

Poka»emy »e ukªad pX � T, µb LebT, T q nie jest mno»nikiem klasy ErgK.
Niech α P RzQ i na przestrzeni X � T rozwa»my automor�zm

Rpx, zq � px, z � βpxq � αq,

który równie» zachowuje miar¦ µbLebT. Wówczas automor�zm R tak»e speªnia wa-
runek 3. z twierdzenia 3.2.1 i st¡d R P ErgK. Rozwa»my odwzorowanie P dziaªaj¡ce
na X � T2 okre±lone wzorem

P px, y, zq � px, y � βpxq, z � βpxq � αq.
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�atwo zauwa»y¢, »e P jest automor�zmem przestrzeni pX � T2, µ b LebT b LebTq.
Co wi¦cej, mo»emy traktowa¢ miar¦ µ b LebT b LebT jako miar¦ na przestrzeni
pX � Tq2 (z dokªadno±ci¡ do permutacji wspóªrz¦dnych), a mianowicie�

µb LebT b LebT

	
pA1 � A2 � A3 � A4q � µpA1 X A3qLebTpA2qLebTpA4q,

gdzie A1, A3 P BX oraz A2, A4 P BT. Innymi sªowy, rozwa»amy relatywnie niezale»ne
rozszerzenie nad wspólnym faktorem (automor�zmów T i R) na pierwszej wspóª-
rz¦dnej, który jest identyczno±ci¡ na przestrzeni X. Zauwa»my, »e wówczas mamy�

µb LebT b LebT

	
ptpx, y, x, zq; x P X, y, z P Tuq � 1,

a rozwa»ana przez nas miara jest T �R-niezmiennicza, wi¦c ªatwo zauwa»y¢, »e jest
to poª¡czenie automor�zmów T i R, tzn., automor�zm P jest poª¡czeniem automor-
�zmów T i R. Ponadto zauwa»my, »e ukªad pX�T�T, µbLebTbLebT, P qma obrót o
α jako faktor. Rzeczywi±cie, rozwa»my odwzorowanie π : pX�T2, µbLebTbLebTq Ñ
pT,LebTq dane wzorem πpx, y, zq � z � y. Wtedy mamy

πpP px, y, zqq � πpx, y � βpxq, z � βpxq � αq � z � y � α

i
Rαpπpx, y, zqq � Rαpz � yq � z � y � α,

gdzie Rα oznacza obrót ergodyczny o α na T. W szczególno±ci, bior¡c pod uwag¦
(3.3), automor�zm T �R z miar¡ µb LebT b LebT nie jest elementem ErgK.

Przechodzimy teraz do kolejnego, jednego z gªównych rezultatów rozprawy.

Twierdzenie 3.3.2. Mamy ID � M pErgKq.

Zatem chcemy pokaza¢, »e je±li skªadowe ergodyczne automor�zmu s¡ nietry-
wialne (nie s¡ jednopunktowe), to automor�zm ten nie mo»e by¢ mno»nikiem klasy
ErgK. Jednym z kluczowych kroków w dowodzie tego ogólnego faktu b¦dzie udowod-
nienie wa»nego przypadku szczególnego, a mianowicie sytuacji, w której wszystkie
skªadowe ergodyczne rozpatrywanego ukªadu s¡ sªabo mieszaj¡ce.

Dla ka»dej probabilistycznej przestrzeni standardowej pX,BX , µq rozwa»amy �ip
R � RX : X �X Ñ X �X dany przez

Rpx, yq :� py, xq.

Nale»y zauwa»y¢, »e R zachowuje miar¦ µbµ i dla ka»dego T P AutpX,B, µq mamy

R P CpT � T, µb µq. (3.10)

Automor�zm R posªu»y jako narz¦dzie do tworzenia faktorów ergodycznych od-
powiednio skonstruowanych samopoª¡cze« rozpatrywanych ukªadów. Dlatego naj-
pierw udowodnimy kilka pomocniczych lematów dotycz¡cych rozpatrywanego �ipuRX .
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Lemat 3.3.3. Niech pX,BX , µ, T q b¦dzie ukªadem sªabo mieszaj¡cym. Wówczas
ukªad pX �X, pT � T q �RX , µb µq równie» jest sªabo mieszaj¡cy.

Dowód. Poniewa» T jest automor�zmem sªabo mieszaj¡cym, wi¦c równie» automor-
�zm T 2 (z miar¡ µq jest sªabo mieszaj¡cy. St¡d ukªad pX �X,T 2 � T 2, µb µq jest
sªabo mieszaj¡cy. Teza wynika teraz z (3.10), gdy» mamy

ppT � T q �Rq2 � T 2 � T 2.

Lemat 3.3.4. Niech pX,BX , µ, T q i pY,BY , ν, Sq b¦d¡ dwoma ukªadami sªabo mie-
szaj¡cymi takimi, »e

pT � T, µb µq K pS � S, ν b νq.

Wtedy

ppT � T q �RX , µb µq K ppS � Sq �RY , ν b νq.

Dowód. Niech ρ P JppT �T q�RX , pS�Sq�RY q. Poka»emy, »e ρ � pµbµqbpνbνq.
Rzeczywi±cie, poniewa»

ρ P JpppT � T q �RXq
2, ppS � Sq �RY q

2q � JppT � T q2, pS � Sq2q,

wi¦c
1

2
ρ�

1

2
ppT � T q � pS � Sqq�ρ P JpT � T, S � Sq,

a zatem rozª¡czno±¢ T � T K S � S (z odpowiednimi miarami produktowymi)
implikuje, »e

1

2
ρ�

1

2
ppT � T q � pS � Sqq�ρ � pµb µq b pν b νq.

Zauwa»my jednak, »e wyst¦puj¡ce po obu stronach powy»szej równo±ci miary ρ,
ppT � T q � pS � Sqq�ρ oraz pµb µq b pν b νq s¡ pT � T q2 � pS � Sq2-niezmiennicze,
a dodatkowo automor�zm ppT � T q2 � pS � Sq2, pµb µq b pν b νqq jest ergodyczny.
Zatem

ρ � ppT � T q � pS � Sqq�ρ � pµb µq b pν b νq,

co ko«czy dowód.

Teraz mo»emy przej±¢ do dowodu przypadku, gdy wªókna s¡ sªabo mieszaj¡ce.

Lemat 3.3.5. Niech T P AutpX,BX , µq b¦dzie elementem klasy ErgK takim, »e
prawie ka»da skªadowa ergodyczna jest sªabo mieszaj¡ca i nie jest ukªadem jedno-
punktowym. Wtedy T R M pErgKq.
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Dowód. Rozwa»my automor�zm T P ErgK taki, »e prawie ka»da jego skªadowa
ergodyczna jest sªabo mieszaj¡ca i nie jest ukªadem jednopunktowym. Przypu±¢my,
»e T P M pErgKq. Niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne automor�zmu T . Niech miara µ̃ P J2pT, µq
b¦dzie dana przez

µ̃ �

»
X

µx̄ b µx̄ dµpx̄q. (3.11)

Poniewa» dla µ-p.w. x P X automor�zmy pTx, µxq s¡ sªabo mieszaj¡ce, wi¦c (3.11)
jest rozkªadem na skªadowe ergodyczne automor�zmu pT � T, µ̃q.

Zauwa»my, i» zaªo»enia naªo»one na skªadowe ergodyczne implikuj¡, »e

µ̃ptpx, xq; x P Xuq � 0. (3.12)

Rozwa»my �ip R � RX . Poniewa» automor�zm R zachowuje miar¦ µx̄ b µx̄ dla µ-
p.w. x̄ P X, wi¦c mamy, »e miara µ̃ jest równie» pT �T q �R-niezmiennicza. Ponadto
z lematu 3.3.3 wynika, »e µ-p.w. ukªady ppT�T q�R, µx̄bµx̄q s¡ ergodyczne, a zatem
(3.11) zadaje rozkªad na skªadowe ergodyczne automor�zmu ppT � T q �R, µ̃q. Jako
konsekwencj¦ lematu 2.3.91 otrzymujemy, »e

pT � T, µ̃q P M pErgKq � ErgK. (3.13)

W szczególno±ci, z twierdzenia 3.2.1, mamy

pT � T, µx̄ b µx̄q K pT � T, µȳ b µȳq

dla µ b µ-p.w. px̄, ȳq P X
2
. St¡d, na mocy lematu 3.3.4 (zastosowanego do T � S

oraz µ � µx̄, ν � µȳ), otrzymujemy

ppT � T q �R, µx̄ b µx̄q K ppT � T q �R, µȳ b µȳq

dla µ b µ-p.w. px̄, ȳq P X � X. Ponownie na mocy twierdzenia 3.2.1 mamy, »e
automor�zm ppT � T q �R, µ̃q P ErgK.

Zauwa»my, »e pod-σ-algebra IR (zbiorów R-niezmienniczych) jest faktorem za-
równo automor�zmu T �T , jak i automor�zmu pT �T q �R. St¡d mo»emy rozwa»y¢
odpowiadaj¡ce mu relatywnie niezale»ne rozszerzenie

ρIpRq P JppT � T, µ̃q, ppT � T q �R, µ̃qq.

Nale»y zauwa»y¢, »e dla ρIpRq-p.w. px1, x2, y1, y2q P X4, mamy px1, x2q � py1, y2q lub
px1, x2q � Rpy1, y2q � py2, y1q. Ponadto z (3.12), wynika, »e x1 � x2 i y1 � y2.

Rozwa»my, okre±lone ρIpRq-p.w. odwzorowanie φ : pX � Xq2 Ñ Z{2Z � Z2

zadane wzorem

φpx1, x2, y1, y2q �

#
0, gdy px1, x2q � py1, y2q,

1, gdy px1, x2q � py2, y1q.
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Niech odwzorowanie A b¦dzie dodawaniem 1modulo 2 na Z2. Wówczas φ jest od-
wzorowaniem faktoryzuj¡cym pomi¦dzy automor�zmami ppT�T q�pT�T q�R, ρIpRqq
i obrotem ergodycznym pZ2,

1
2
pδ0�δ1q, Aq. Rzeczywi±cie, dla ρIpRq-p.w. px1, x2, y1, y2q

zachodzi

φ � ppT � T q � pT � T q �Rqpx1, x2, y1, y2q

� φpTx1, Tx2, T y2, T y1q

�

#
0, gdy pTx1, Tx2q � pTy2, T y1q,

1, gdy pTx1, Tx2q � pTy1, T y2q,

�

#
0, gdy px1, x2q � py2, y1q,

1, gdy px1, x2q � py1, y2q,

� A � φpx1, x2, y1, y2q.

W zwi¡zku z tym znale¹li±my nietrywialne poª¡czenie automor�zmów pT�T, µ̃q P MpErgKq
(patrz: (3.13)) i ppT � T q �R, µ̃q P ErgK, które ma (nietrywialny) obrót ergodyczny
jako faktor. Jest to sprzeczne z faktem, i» poª¡czenie to jest elementem klasy ErgK.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 3.3.2, potrzebujemy jeszcze kilka fak-
tów. W dowodach b¦dziemy tylko wykorzystywali przestrze« X8. Spowodowane jest
to tym, »e interesuj¡ nas automor�zmy T P ErgK, dla których nie mamy podprze-
strzeni Xn dla 2 ¤ n   �8. Ponadto, na mocy lematu 3.2.7 zastosowanego do
automor�zmu S0 równemu obrotowi ergodycznemu Rz0 na S1 (lub na odpowiedniej
sko«czonej jego podgrupie), dla dowolnej ustalonej liczby z0 P S1, mamy

µ̄ptx̄ P X̄8; Tx̄ ma z0 jako swoj¡ warto±¢ wªasn¡uq � 0. (3.14)

Najpierw poka»emy, i» u»ywaj¡c twierdzenia 2.1.12, mo»emy w sposób mierzalny
skªadowym ergodycznym przypisa¢ warto±¢ wªasn¡.

Lemat 3.3.6. Niech T P AutpX,B, µq i niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie jego rozkªadem na skªadowe ergodyczne. Zaªó»my, »e µ-p.w. automor�zmy
wªóknowe nie s¡ sªabo mieszaj¡ce (tj. posiadaj¡ nietrywialn¡ warto±¢ wªasn¡). Wów-
czas istnieje mierzalne odwzorowanie F : X8 Ñ L2pY, C, νq (patrz: podrozdziaª 2.3.4)
takie, »e F px̄q P L2

0pY, νq jest funkcj¡ wªasn¡ o module 1 automor�zmu Tx̄ dla µ̄-
p.w. x̄ P X̄.

Dowód. Niech W � L2
0pY, C, νq b¦dzie podzbiorem funkcji o module 1 (zauwa»my,

»e wówczas W jest przestrzeni¡ polsk¡ z topologi¡ indukowan¡ z L2). Niech H b¦-
dzie multifunkcj¡, która ka»demu automor�zmowi Tx̄ :� pT, µx̄q (patrz: podroz-
dziaª 2.3.4) przypisuje zbiór HpTx̄q � W jego funkcji wªasnych. Zauwa»my, »e jest
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to zbiór domkni¦ty. Rzeczywi±cie, zaªó»my, »e fn Ñ f P L2
0pY, C, νq, gdzie pfnqnPN

jest ci¡giem funkcji w HpTx̄q. Wtedy funkcja f równie» ma moduª równy 1. Co wi¦-
cej, wykorzystuj¡c zwarto±¢ zbioru S1 i ewentualnie przechodz¡c do podci¡gu, mamy
równie», »e ci¡g pλnqnPN odpowiadaj¡cych warto±ci wªasnych zbiega do pewnej liczby
λ P S1. �atwo sprawdzi¢, »e f jest funkcj¡ wªasn¡ odpowiadaj¡c¡ warto±ci wªasnej λ.

Teraz udowodnimy, »e odwzorowanie H jest sªabo mierzalne (i wtedy mo»emy
zastosowa¢ twierdzenie 2.1.12). Niech podzbiór A � W b¦dzie otwarty. Bez straty
ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e X8 jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Rozwa»my
odwzorowanie φA : X8 � S1 � AÑ L2pY, C, νq, dane wzorem

φApx̄, λ, fq :� f � Tx̄ � λf.

Przypomnijmy, »e dla x P X8 mamy Tx̄ P AutpY, C, νq. St¡d prawa strona powy»-
szego wzoru jest elementem przestrzeni L2pY, C, νq. Niech

π1 : X8 � S1 � AÑ X, π1px̄, λ, fq :� x̄

b¦dzie rzutem na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Aby udowodni¢ sªab¡ mierzalno±¢ odwzo-
rowania H, musimy pokaza¢, »e zbiór

tx̄ P X8; HpTx̄q X A � Hu � π1pφ
�1
A p0qq

jest mierzalny. Poniewa» odwzorowanie x̄ ÞÑ Tx̄ jest borelowskie, wi¦c odwzorowa-
nie φA równie» jest mierzalne. Zatem zbiór π1pφ�1

A p0qq jest analityczny,2 a zatem
mierzalny wzgl¦dem σ-algebry D zbiorów µ-mierzalnych. Pozostaje u»y¢ twierdze-
nia 2.1.12 dla Ω � X8 i C � D.

Uwaga 3.3.7. Poni»szy wynik jest bezpo±rednio konsekwencj¡ faktu, »e klasa auto-
mor�zmów, których µ-p.w. skªadowe ergodyczne maj¡ dyskretne widmo, jest klas¡
charakterystyczn¡ (patrz: [33]). St¡d dla automor�zmu T istnieje najwi¦kszy faktor
nale»¡cy do tej charakterystycznej klasy. Ponadto faktor ten rozwa»any na ka»dym
wªóknie x̄ jest faktorem Kroneckera automor�zmu Tx̄ (patrz: [33], rozdziaª 2.3.1). Po-
trzebujemy jednak specjalnej postaci tego faktora, dlatego poni»ej podajemy peªny
dowód.

Lemat 3.3.8. Niech automor�zm T speªnia zaªo»enia lematu 3.3.6. Wówczas ist-
nieje nietrywialny faktor automor�zmu T , którego rozkªad na skªadowe ergodyczne
zªo»ony jest z ergodycznych obrotów na okr¦gu.

Dowód. Rozwa»my odwzorowanie F z lematu 3.3.6. Zauwa»my, »e dla ka»dego
x̄ P X8 odpowiadaj¡ca mu warto±¢ wªasna φpx̄q jest równa F px̄q�Tx̄

F px̄q
(mo»emy zakªa-

da¢, »e φpx̄q jest niewymierne, patrz: (3.14)), st¡d zale»y w sposób mierzalny od x̄.

2Podzbiór A przestrzeni polskiej X nazywamy zbiorem analitycznym, gdy istnieje przestrze«
polska Y oraz podzbiór borelowski B � X � Y takie, »e zbiór A jest rzutem zbioru B na prze-
strze« X ([44]). Równowa»nie, A jest obrazem poprzez odwzorowanie ci¡gle pewnego podzbioru
borelowskiego przestrzeni polskiej. Zbiór analityczny A jest uniwersalnie mierzalny, tzn. nale»y on
do uzupeªnienia σ-algebry BX wzgl¦dem dowolnej miary ζ P M pXq.
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Zatem, bior¡c pod uwag¦ fakt, »e odwzorowanie S1 Q α ÞÑ Rα P AutpS1,LebS1q jest
ci¡gªe, otrzymujemy, »e automor�zm S P AutpX � S1, µb LebS1q dany wzorem

Spx̄, rq :� px̄, φpx̄qrq (3.15)

jest szukanym faktorem, a odwzorowanie faktoryzuj¡ce π : X � Y Ñ X � S1 jest
dane przez

πpx̄, yq � px̄, F px̄qpyqq .

Przed przej±ciem do dowodu twierdzenia 3.3.2 potrzebujemy jeszcze lematu mó-
wi¡cego o mierzalno±ci zbioru sªabo mieszaj¡cych skªadowych ergodycznych.

Lemat 3.3.9. Niech pX,T q b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym oraz ustalmy
miar¦ µ P M pX,T q. Niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne automor�zmu pT, µq (patrz: podrozdziaª 2.3.4).
Wówczas zbiór

WM :� tx̄ P X; automor�zm pTx̄, µx̄q jest sªabo mieszaj¡cyu

jest mierzalny.

Dowód. Niech tfnunPN b¦dzie liniowo g¦st¡ rodzin¡ funkcji (o module 1) w CpXq
i ustalmy f � fn. Przypomnijmy, »e automor�zm ergodyczny jest sªabo mieszaj¡cy,
je±li nie ma on nietrywialnych warto±ci wªasnych (patrz: twierdzenie 2.3.14) lub,
innymi sªowy, wszystkie miary spektralne funkcji z L2

0 s¡ ci¡gªe. Przypomnijmy
ponadto, »e zgodnie z lematem 2.2.1, dla dowolnej miary σ P M pTq, mamy

lim
NÑ8

1

N

N�1̧

i�0

|pσpiq|2 � ¸
α jest atomem σ

σ2ptαuq.

Wystarczy zatem pokaza¢, »e powy»sza granica równa si¦ zero dla σ � σf�
³
f dµ,µ.

Zauwa»my, »e funkcja HN : M pTq Ñ R¥0 dana wzorem

HNpσq :�
1

N

N�1̧

i�0

|pσpiq|2
jest ci¡gªa zgodnie z de�nicj¡ �-sªabej zbie»no±ci. Zatem funkcja H : M pTq Ñ R¥0

dana wzorem
Hpσq :� lim

NÑ8
HNpσq

jest mierzalna jako punktowa granica funkcji ci¡gªych.
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Zgodnie z uwag¡ 2.4.6 odwzorowanie F : M pX,T q ÞÑ M pTq jest ci¡gªe (za-
uwa»my, »e F � F pfq). Ponadto zgodnie z wªasno±ciami dezintegracji miar, przy-
pisanie E : X Ñ M pX,T q dane przez Epx̄q � µx̄ jest równie» mierzalne. Zatem
odwzorowanie H � F � E jest mierzalne. Pozostaje zauwa»y¢, »e

WM �
£
n¥1

pH � F pfnq � Eq
�1pt0uq.

Dowód twierdzenia 3.3.2. Niech pX,B, µ, T q P M pErgKq i niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie jego rozkªadem na skªadowe ergodyczne. Na mocy wniosku 2.4.8 mamy
µpX1YX8q � 1. Poka»emy, »e µpX1q � 1. Zaªó»my przez sprzeczno±¢, »e µpX8q ¡ 0.

Rozwa»my najpierw przypadek, gdy µ pWMq ¡ 0, gdzie

WM � tx̄ P X8; Tx̄ jest sªabo mieszaj¡ceu

(jest to zbiór mierzalny z lematu 3.3.9). Wtedy T mo»na rozªo»y¢ na rozª¡czne
dziaªanie dwóch automor�zmów T̃ i T̃ �. Tutaj T̃ oznacza ograniczenie automor�zmu
T do sumy wªókien odpowiadaj¡cych WM, tj. automor�zm T̃ zachowuje miar¦ µ̃,
przy czym rozkªad na skªadowe ergodyczne automor�zmu pT̃ , µ̃q ma posta¢

µ̃ �
1

µpWMq

»
WM

µx̄ dµpx̄q,

za± automor�zm T̃ � jest ograniczeniem automor�zmu T do sumy wªókien odpowia-
daj¡cych XzWM. Wówczas pT̃ , µ̃q speªnia zaªo»enia lematu 3.3.5 i w zwi¡zku z
tym nie jest mno»nikiem klasy ErgK, tj. istnieje S P ErgK i poª¡czenie η̃ P JpT̃ , Sq
takie, »e automor�zm pT̃ �S, η̃q R ErgK. Teraz wystarczy poª¡czy¢ T̃ � i S w sposób
niezale»ny, aby uzyska¢ nietrywialne poª¡czenie η P JpT, Sq (patrz: (2.20)) takie, »e
pT � S, ηq R ErgK, co jest sprzeczno±ci¡ z faktem, »e T P M pErgKq.

Mo»emy zatem zaªo»y¢, »e dla µ-p.w. x̄ P X8 automor�zm Tx̄ ma nietrywialn¡
warto±¢ wªasn¡. Niech

µ8 :�
1

µpX8q

»
X8

µx̄ dµpxq.

Wówczas, zgodnie z lematem 3.3.8, istnieje faktor pT automor�zmu pT, µ8q taki,
»e wszystkie skªadowe ergodyczne pTx̄ automor�zmu pT s¡ obrotami na okr¦gu. Za-
uwa»my, »e dla µ b µ-p.w. px̄, ȳq P X8 � X8 odpowiadaj¡ce obroty s¡ rozª¡czne
w ±wietle twierdzenia 3.2.1. Wówczas automor�zm pT ma dokªadnie posta¢ z przy-
kªadu 3.3.1 (warunek (3.9) jest speªniony na mocy rozª¡czno±ci Tx̄ K Tȳ, a faktor pT
ma posta¢ (3.15) w dowodzie lematu 3.3.8), który nie jest w M pErgKq.
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Poniewa» M pErgKq jest klas¡ charakterystyczn¡ (patrz: przykªad 2.3.97 (7)), wi¦c
otrzymujemy, »e automor�zm pT, µ8q R M pErgKq. Tak wi¦c, ponownie ª¡cz¡c ob-
ci¦cie automor�zmu T do wªókien w X1 w sposób niezale»ny, otrzymujemy, »e
pT, µq R M pErgKq. St¡d µpX1q � 1, co oznacza, »e automor�zm T jest identycz-
no±ci¡. To dowodzi, »e M pErgKq � ID. Przeciwna inkluzja wynika bezpo±rednio ze
stwierdzenia 3.1.3, co ko«czy dowód.

3.4 Produkty kartezja«skie w ErgK

Jak pokazuje twierdzenie 3.3.2, klasa ErgK nie jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na branie
dowolnych poª¡cze«. Wynika to z wzajemnego oddziaªywania automor�zmów wªók-
nowych nad �wspóln¡� cz¦±ci¡ skªadowych ergodycznych. Okazuje si¦, »e zjawisko to
nie mo»e wyst¡pi¢, je±li przestrzenie skªadowych ergodycznych s¡ niezale»ne. W tym
podrozdziale poka»emy, »e klasa ErgK jest jednak zamkni¦ta ze wzgl¦du na branie
produktów kartezja«skich.

Twierdzenie 3.4.1. Zaªó»my, »e pX,B, µ, T q, pY, C, ν, Sq P ErgK. Wówczas

pX � Y,B b C, µb ν, T � Sq P ErgK.

Dowód. Niech pZ,D, κ, Rq b¦dzie dowolnym ukªadem ergodycznym. Przypomnijmy
najpierw, »e wszystkie rozwa»ane ukªady mo»na traktowa¢ jako zachowuj¡ce miar¦
homeomor�zmy zwartych przestrzeni metrycznych. Powy»sza obserwacja pozwala
pó¹niej wykorzysta¢ lemat 2.4.5 w dowodzie (patrz (3.21): zbiór

tx̄;α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu pT, µx̄qu

jest mierzalny na mocy lematu 2.4.5).
Na przestrzeni X � Y � Z dla ka»dego A P tX,Y, Z,X � Y,X � Z, Y � Zu

przez πA : X � Y � Z Ñ A oznaczamy standardowy rzut na odpowiadaj¡ce mu
wspóªrz¦dne. Rozwa»my dowolne poª¡czenie λ P JppT � S, µ b νq, pR, κqq. Chcemy
pokaza¢, »e λ � µb ν b κ.

Najpierw zauwa»my, »e pπX,Zq�λ � µb κ i pπY,Zq�λ � ν b κ, gdy» T, S P ErgK.
Niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne miary µ dla automor�zmu T . Poniewa»
σ-algebra IpT q jest równie» faktorem automor�zmu pT � S � R, λq i pπXq�λ � µ,
wi¦c

λ �

»
X

λx̄ dµpx̄q (3.16)

i pπXq�λx̄ � µx̄, µ-p.w., z uwagi na jednoznaczno±¢ dezintegracji. Ponadto za-
uwa»my, »e

µb κ �
� »

X

µx̄ dµpx̄q
	
b κ �

»
X

µx̄ b κ dµpx̄q.
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Poniewa» pπX,Zq�λ � µ b κ, wi¦c ponownie wykorzystuj¡c jednoznaczno±¢ dezinte-
gracji, otrzymujemy

pπX,Zq�λx̄ � µx̄ b κ µ-p.w. (3.17)

Analogicznie, poniewa» pπX,Y q�λ � µb ν, wi¦c mamy równie»

pπX,Y q�λx̄ � µx̄ b ν µ-p.w. (3.18)

W szczególno±ci, pπY q�λx̄ � ν. Zatem, na podstawie (3.17), mamy

λx̄ P JppS, νq, pT �R, µx̄ b κqq µ-p.w.

Pozostaje pokaza¢, »e

µptx̄; automor�zm pT �R, µx̄ b κq nie jest ergodycznyuq � 0. (3.19)

Rzeczywi±cie, je±li (3.19) zachodzi, to poniewa» S P ErgK, wi¦c otrzymujemy, »e

λx̄ � µx̄ b ν b κ µ-p.w.,

co razem z (3.16) daje λ � µb ν b κ.
Aby pokaza¢ (3.19), przypomnijmy najpierw, »e automor�zm R mo»e mie¢ co

najwy»ej przeliczalnie wiele warto±ci wªasnych. Ponadto iloczyn kartezja«ski dwóch
ukªadów ergodycznych nie jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ one nie-
trywialn¡ wspóln¡ warto±¢ wªasn¡. Wystarczy zatem pokaza¢, »e dla dowolnego
ustalonego α P Tzt0u mamy

µptx̄; α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu pT, µx̄quq � 0. (3.20)

Zaªó»my, »e (3.20) nie zachodzi, to znaczy, »e

µptx̄; α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu pT, µx̄quq ¡ 0. (3.21)

Nast¦pnie, zgodnie z lematem 2.4.7, α jest warto±ci¡ wªasn¡ automor�zmu T . Jest
to sprzeczno±¢ z (3.3). W zwi¡zku z tym udowodnili±my (3.20),3 co z kolei ko«czy
dowód twierdzenia.

Z powy»szego wyniku (przez indukcj¦) otrzymujemy nast¦puj¡cy:

Wniosek 3.4.2. Je±li pXi,Bi, µi, TiqiPN jest ci¡giem elementów klasy ErgK, to�
8¹
i�1

Xi,
8â
i�1

Bi,
8â
i�1

µi,
8¹
i�1

Ti

�
P ErgK.

3Mo»na te» byªo u»y¢ lematu 3.2.7.
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3.5 Automor�zm, którego samopoª¡czenia s¡ roz-

ª¡czne z automor�zmami ergodycznymi. Mno»-

niki, a klasy charakterystyczne

Naszym celem w tym podrozdziale b¦dzie konstrukcja automor�zmu, którego wszyst-
kie samopoª¡czenia daj¡ elementy nale»¡ce do ErgK. Jednym z kluczowych elemen-
tów konstrukcji b¦dzie wykorzystanie wªasno±ci PID. Potrzebujemy nast¦puj¡cego
wyniku:

Twierdzenie 3.5.1 (Ryzhikov, 1994). Zaªó»my, »e ukªad pX,B, µ, T q ma wªasno±¢
PID oraz rozwa»my automor�zmy pYi,Bi, νi, Siq, i � 1, 2. Je±li poª¡czenie λ P JpT, S1, S2q
rzutuje si¦ jako miary produktowe na ka»dej parze wspóªrz¦dnych, to

λ � µb ν1 b ν2.

W dowodzie twierdzenia 3.5.3, u»yjemy kilkakrotnie nast¦puj¡cego wniosku z
powy»szego wyniku.

Wniosek 3.5.2. Niech n ¥ 2 i niech pXi,Bi, µi, Tiq, i � 1, . . . , n, b¦d¡ automor-
�zmami speªniaj¡cymi wªasno±¢ PID oraz rozwa»my automor�zm pY, C, ν, Sq. Je±li
poª¡czenie λ P JpS, T1, . . . , Tnq rzutuje si¦ jako miary produktowe na ka»dej parze
wspóªrz¦dnych, to

λ � ν b µ1 b . . .b µn.

Dowód. Do dowodu u»yjemy indukcji. Dla n � 2 rezultat wynika bezpo±rednio z
twierdzenia 3.5.1. Zaªó»my, »e jest on prawdziwy dla pewnego n ¥ 2. Udowodnimy,
»e wówczas wynik zachodzi równie» dla n�1. Niech poª¡czenie λ P JpS, T1, . . . , Tn�1q
b¦dzie parami niezale»ne. Niech λ̃ b¦dzie rzutem miary λ na Y �X1�. . .�Xn i niech
λ̄ b¦dzie rzutem miary λ na przestrze« X1 � . . . � Xn�1. Na podstawie zaªo»enia
indukcyjnego otrzymujemy, »e

λ̃ � ν b µ1 b . . .b µn i λ̄ � µ1 b . . .b µn�1.

Teza wynika teraz z twierdzenia 3.5.1, bior¡c T :� Tn�1, S1 :� S i S2 :� T1�. . .�Tn.

Gªównym wynikiem tego podrozdziaªu jest nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 3.5.3. Niech T : X Ñ X b¦dzie homeomor�zmem zwartej przestrzeni
metrycznej X, zachowuj¡cym miar¦ µ. Niech

µ �

»
X

µx̄ dµpx̄q

b¦dzie rozkªadem na skªadowe ergodyczne dla pT, µq, gdzie Tx̄ oznacza ergodyczne
dziaªanie automor�zmu T na wªóknie odpowiadaj¡cym punktowi x̄ P X. Zaªó»my,
»e µ jest ci¡gª¡ miar¡ probabilistyczn¡ oraz, »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:
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� dla dowolnego punktu x̄ P X istnieje zbiór X
1
� X, którego dopeªnienie jest

przeliczalne oraz dla dowolnego ȳ P X
1
mamy Tx̄ K Tȳ;

� dla dowolnych x̄, ȳ P X je±li Tx̄ M Tȳ, to automor�zmy Tx̄ i Tȳ s¡ izomor�czne;

� dla ka»dego x̄ P X automor�zm pTx̄, µx̄q ma wªasno±¢ MSJ (w szczególno±ci
ma wªasno±¢ PID).

Wtedy pT�8, ηq P ErgK dla ka»dego η P J8pT, µq.

Dowód. Wystarczy udowodni¢, »e dla dowolnego n ¥ 1 i dowolnego poª¡czenia η P
JnpT, µq mamy pT�n, ηq P ErgK.W przypadku n � 1 zauwa»my, »e poniewa» miara µ
jest ci¡gªa, wi¦c (dzi¦ki naszemu zaªo»eniu rozª¡czno±ci) dla µbµ-p.w. px̄, ȳq P X�X
mamy Tx̄ K Tȳ. St¡d, na mocy twierdzenia 3.2.1, otrzymujemy, »e T P ErgK.

Niech 2 ¤ n   8, ustalmy η P JnpT, µq i niech pR, κq P Erg b¦dzie dowol-
nym automor�zmem ergodycznym. Niech ψ P JppT�n, ηq, pR, κqq. Chcemy poka-
za¢, »e ψ � η b κ. Aby odró»ni¢ n kopii przestrzeni X i przestrzeni skªadowych
ergodycznych X, oznaczamy odpowiednio przez Xk dziedzin¦, za± przez Xk prze-
strze« skªadowych ergodycznych automor�zmu T na k-tej wspóªrz¦dnej dla ka»dego
k � 1, . . . , n. Przypisujemy wspóªrz¦dn¡ n�1 do automor�zmu R, przy czym odpo-
wiadaj¡cy rzut na pierwsze n wspóªrz¦dnych oznaczamy przez πX. Ponadto poªó»my
X :� X1 � . . .�Xn i przez πk1,...,km : XÑ Xk1 � . . .�Xkm oznaczamy projekcj¦ na
wspóªrz¦dne k1, . . . , km. Rozwa»my rozkªad na skªadowe ergodyczne automor�zmu
pT�n, ηq, a wi¦c

η �

»
X

ηx̄ dηpx̄q.

Mamy zatem równie» nast¦puj¡cy rozkªad miary ψ:

ψ �

»
X

ψx̄ dηpx̄q.

Z jednoznaczno±ci rozkªadu ergodycznego wynika, »e pπXq�ψx̄ � ηx̄, natomiast z
ergodyczno±ci automor�zmuR otrzymujemy pπn�1q�ψx̄ � κ. Zatem ψx̄ P JppT

�n, ηx̄q, pR, κqq
dla η-p.w. x̄. Aby pokaza¢, »e ψ � η b κ, musimy po prostu udowodni¢, »e

ψx̄ � ηx̄ b κ dla η-p.w. x̄ P X. (3.22)

Zauwa»my, »e IpT�n, ηq � IpT q b . . . b IpT q i niech q : X Ñ X1 � . . . � Xn

b¦dzie odpowiadaj¡cym odwzorowaniem faktoryzuj¡cym. Dla ka»dego k � 1, . . . , n
mamy µ � pπkq�η �

³
X
pπkq�ηx dηpxq. Tutaj miary pπkq�ηx s¡ T -niezmiennicze oraz

ergodyczne. St¡d, z jednoznaczno±ci rozkªadu ergodycznego, dla η-a.e. x̄ P X i dla
ka»dego k � 1, . . . , n mamy

pπkq�ψx̄ � pπkq�ηx̄ � µx̄k
dla pewnego x̄kpx̄q � πkpqpxqq �: x̄k P Xk,

przy czym obrazem miary η poprzez odwzorowanie πk � q jest miara µ. Dlatego,
poniewa» µ jest ci¡gªa, wi¦c otrzymujemy, »e dla ka»dego x̄ P X mamy

η
� 

x̄ P X; µx̄k
� µx̄kpx̄q � µx̄ dla pewnego k � 1, . . . , n

(	
� 0. (3.23)
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W szczególno±ci, poniewa» istnieje tylko przeliczalnie wiele skªadowych ergodycznych
automor�zmu T izomor�cznych z µx̄, to z (3.23) otrzymujemy, »e dla ka»dego x̄ P X
mamy

η
�
tx̄ P X; pT, µx̄k

q jest izomor�czny z pT, µx̄q

dla pewnego k � 1, . . . , nu
	
� 0.

(3.24)

Teraz, aby pokaza¢ (3.22), rozwa»my przypadki, które zale»¡ od postaci ηx̄. A
dokªadniej, rozwa»amy liczb¦ wspóªrz¦dnych, na których rzut daje odwzorowania
izomor�czne (przypomnijmy, »e z zaªo»enia skªadowe ergodyczne s¡ albo izomor-
�czne, albo rozª¡czne).

Przypadek 1: Brak skªadowych izomor�cznych. Niech D0 � X b¦dzie zbiorem
elementów speªniaj¡cych nast¦puj¡cy warunek (przypomnijmy, »e x̄j � πjpqpxqq)

pT, µx̄1q, . . . , pT, µx̄nq s¡ parami rozª¡czne. (3.25)

Nast¦pnie, na mocy wniosku 3.5.2 i zaªo»enia o wzajemnej rozª¡czno±ci, dla dowol-
nego x̄ P D0 otrzymujemy

ηx̄ � µx̄1 b . . .b µx̄n . (3.26)

Nale»y równie» zauwa»y¢, »e dla η-p.w. x̄ P D0 automor�zm pR, κq jest rozª¡czny
z automor�zmem pT, µx̄k

q dla ka»dego k � 1, . . . , n. Rzeczywi±cie, w przeciwnym
razie dla pewnego 1 ¤ k0 ¤ n mieliby±my, »e 4

η
�!

x̄ P X; pT, µx̄k0
q i pR, κq nie s¡ rozª¡czne

)	
�

� µ
� 
x̄ P X; pT, µx̄q i pR, κq nie s¡ rozª¡czne

(�
¡ 0.

Zgodnie z lematem 2.3.54 i zaªo»eniami twierdzenia, zbiór rozpatrywany powy»ej
mo»e by¢ co najwy»ej przeliczalny. Jest to jednak sprzeczno±¢ z faktem, »e miara
µ jest ci¡gªa. Zatem dla η-p.w. x̄ P D0, automor�zm pR, κq jest rozª¡czny z au-
tomor�zmem pT, µx̄k

q dla dowolnego k � 1, . . . , n. W szczególno±ci, z (3.26), dla
ka»dego takiego x̄ miara ψx̄ rzutuje si¦ na dowoln¡ par¦ wspóªrz¦dnych jako miara
produktowa. Z wniosku 3.5.2 otrzymujemy, »e

ψx̄ � ηx̄ b κ,

dla η-p.w. x̄ P D0. To ko«czy dowód przypadku 1.

Przypadek 2: Istniej¡ skªadowe izomor�czne. Rozwa»my teraz elementy x̄ P X
takie, »e z dokªadno±ci¡ do permutacji wspóªrz¦dnych istnieje m   n i indeksy
0 � ℓ0   ℓ1   . . .   ℓm�1   ℓm � n takie, »e automor�zmy pT, µx̄ℓk�1�1

q, . . . , pT, µx̄ℓk
q

s¡ izomor�czne dla dowolnego k � 1, . . . ,m, a m jest najmniejsz¡ liczb¡ o tej wªa-
sno±ci. Dla dowolnego m � 1, . . . , n � 1 oznaczmy przez Dm � X zbiór elementów,

4Mierzalno±¢ zbiorów rozpatrywanych poni»ej - patrz: podrozdziaª 2.3.10.
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dla których istnieje dokªadniem grup indeksów w powy»szym rozkªadzie. Poka»emy,
»e ten przypadek redukuje si¦ do przypadku 1.

Ustalmy m � 1, . . . , n � 1 i niech x̄ P Dm. Niech ℓ0, . . . , ℓm b¦d¡ liczbami
okre±lonymi jak wy»ej. Poniewa» miara ηx̄ jest ergodyczna, wi¦c dla dowolnego
k � 1, . . . ,m, rzut pπℓk�1�1,...,ℓkq�ηx̄ jest miar¡ ergodyczn¡ dla odwzorowania T�pℓk�ℓk�1q

(z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu jest to samopoª¡czenie automor�zmu pT, µx̄ℓk
q).

Ponadto przypominaj¡c, »e automor�zm pT, µx̄q ma wªasno±¢ MSJ dla dowolnego
x̄ P X, otrzymujemy, »e miara

pπℓk�1�1,...,ℓkq�ηx̄ jest produktem rk ¤ ℓk � ℓk�1 samopoª¡cze« poza-diagonalnych.

Tak wi¦c miara ηx̄ jest w rzeczywisto±ci poª¡czeniem r1 � . . .� rm automor�zmów,
takich, »e dowolne dwa z nich s¡ albo rozª¡czne, albo izomor�czne. W tym ostat-
nim przypadku miara ηx̄ rzutuje si¦ na odpowiadaj¡ce im wspóªrz¦dne jako miara
produktowa. St¡d, u»ywaj¡c wniosku 3.5.2, otrzymujemy, »e miara ηx̄ jest poª¡cze-
niem produktowym r1� . . .�rm skªadowych ergodycznych automor�zmu T . Innymi
sªowy, zredukowali±my problem do sytuacji, gdy (3.26) jest speªnione dla mniejszej
liczby indeksów. Pozostaªa cz¦±¢ dowodu przypadku 2. jest analogiczna do dowodu
przypadku 1., bior¡c n :� r1 � . . .� rm.

Teraz skonstruujemy przykªad, aby pokaza¢, »e zbiór automor�zmów speªnia-
j¡cych zaªo»enia twierdzenia 3.5.3 jest niepusty. W tym celu u»yjemy klasycznej
konstrukcji ci¦cia i ukªadania5 (ang. cutting and stacking), która de�niuje tzw. klas¦
ukªadów rangi 1. Mamy nast¦puj¡cy fakt, który jest szczególnym przypadkiem wy-
ników Gao i Hilla [20] oraz Danilenki [8].

Stwierdzenie 3.5.4. Niech ā � panqnPN P t0, 1u
N b¦dzie rozwini¦ciem dwójkowym

liczby a P r0, 1s. Niech Ta : r0, 1s Ñ r0, 1s b¦dzie automor�zmem rangi 1 zde�niowa-
nym poprzez procedur¦ ci¦cia i ukªadania w nast¦puj¡cy sposób:

� na ka»dym kroku parametr ci¦cia (na kolumny) wie»y z tego kroku jest równy 3;

� w kroku n dodajemy pi¦tro nad pierwsz¡ kolumn¡, je±li an � 0 albo nad drug¡,
je±li an � 1.

Zaªó»my, »e |a � b| � k
2l

dla dowolnego k, l P N. Wtedy automor�zmy Ta i Tb s¡
rozª¡czne. W przeciwnym wypadku s¡ one izomor�czne.

Zgodnie z prac¡ [30] (w której rozwa»ano klasyczny przypadek automor�zmu
Chacona, tzn. an � 1 dla wszystkich n ¥ 1) i jej uogólnieniami (np. [8]) automor-
�zmy rozwa»ane w powy»szym stwierdzeniu s¡ sªabo mieszaj¡ce i speªniaj¡ wªa-
sno±¢ MSJ. Zauwa»my, »e ci¡g wysoko±ci wie» w konstrukcji tn¡cej i ukªadaj¡cej
opisanej w powy»szym twierdzeniu jest uniwersalny dla wszystkich a P r0, 1s.

5Do szczegóªowego opisu tej ogólnej metody konstruowania automor�zmów ergodycznych od-
syªamy do artykuªu [13].
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Lemat 3.5.5. Odwzorowanie r0, 1s Q a ÞÑ Ta P AutpX, νq jest dobrze zde�niowane
i ci¡gªe w r0, 1szQ.

Dowód. Niech dla dowolnego k P N liczby apkq P r0, 1szQ oraz

apkq Ñ a R Q. (3.27)

Oznaczmy przez āpkq � pa
pkq
n qnPN oraz ā � panqnPN odpowiednie rozwini¦cia dwójkowe

liczb apkq oraz a. Musimy pokaza¢, »e Tapkq Ñ Ta w sªabej topologii, tzn., »e dla
dowolnego zbioru mierzalnego A � X zachodzi zbie»no±¢

νpTapkqA△TaAq Ñ 0. (3.28)

Ustalmy ε ¡ 0 i niech Fk oznacza wie»¦ otrzyman¡ w kroku k konstrukcji automor-
�zmu rangi 1 ze stwierdzenia 3.5.4. Wówczas z okre±lenia tej konstrukcji wynika,
»e dla dostatecznie du»ego K1 P N istnieje zbiór Aε � AεpK1q mierzalny wzgl¦dem
FK1 , tzn. b¦d¡cy sum¡ mnogo±ciow¡ pi¦ter wie»y FK1 taki, »e νpAε△Aq   ε{3. Za-
uwa»my, »e Aε jest mierzalny wzgl¦dem Fk dla wszystkich k ¥ K1. Poniewa» Ta
i Tapkq zachowuj¡ miar¦ ν, wi¦c otrzymujemy

νpTaAε△TaAq  
ε

3
oraz νpTapkqAε△TapkqAq  

ε

3
. (3.29)

Przypomnijmy, i» zbie»no±¢ (3.27) oznacza, »e wraz z rosn¡c¡ liczb¡ k P N, ro-
±nie dªugo±¢ pocz¡tkowych bloków ci¡gów rozwini¦¢ dwójkowych āpkq � pa

pkq
n qnPN

i ā � panqnPN, które si¦ pokrywaj¡ (a zatem pocz¡tkowe wie»e Fs s¡ dla Ta i Tapkq
takie same). Zatem istnieje taka liczba K2 ¥ K1, »e dla k ¥ K2 mamy

νpTapkqAε△TaAεq  
ε

3
. (3.30)

Zatem z (3.29), (3.30) i nierówno±ci trójk¡ta wynika, »e dla k ¥ K2 mamy

νpTapkqA△TaAq   ε,

co ko«czy dowód (3.28).

Rozwa»my odwzorowanie S P Autpr0, 1s �X,Lebr0,1s b νq zde�niowane w nast¦-
puj¡cy sposób

Spa, xq :� pa, Taxq.

Wtedy, bior¡c pod uwag¦ stwierdzenie 3.5.4 i lemat 3.5.5, na podstawie poprzednich
uwag, automor�zm S speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.5.3. W szczególno±ci mamy S P
ErgK.

Podsumowuj¡c wyniki tego podrozdziaªu, skoncentrujmy si¦ na dwóch nieoczywi-
stych konkluzjach. Po pierwsze pomimo tego, »e klasa (charakterystyczna) M pErgKq
jest trywialna, klasa ErgK zawiera równie» nietrywialne klasy charakterystyczne.6Amia-
nowicie, przywoªuj¡c de�nicj¦ klasy charakterystycznej i w szczególno±ci klasy FpT q
z podrozdziaªu 2.3.15, otrzymujemy nast¦puj¡cy:

6Ciekawym problemem byªoby wskazanie innych ni» we wniosku 3.5.6 podklas charakterystycz-
nych zawartych w ErgK.
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Wniosek 3.5.6. Je±li T speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.5.3, to FpT q jest klas¡
charakterystyczn¡ zawart¡ w ErgK.

Dowód. Teza wynika bezpo±rednio z lematu 2.3.55, twierdzenia 3.5.3 i faktu, »e
dowolny faktor elementu ErgK nale»y równie» do tej klasy.

Po drugie istnienie automor�zmów speªniaj¡cych tez¦ twierdzenia 3.5.3 pokazuje
drastyczn¡ ró»nic¦ pomi¦dzy klasami ErgK orazWMK. Rzeczywi±cie, jak pokazano w
[38], automor�zmy, których wszystkie samopoª¡czenia ergodyczne nale»¡ do WMK,
nale»¡ równie» do M pWMKq (dlatego ta klasa mno»ników jest ogromna), a dokªadna
charakteryzacja klasy mno»ników klasy WMK pozostaje otwartym problemem.



Rozdziaª 4

Ortogonalno±¢ do ergodycznych

obrazów Markowa

4.1 Obserwacje przygotowawcze i pewne motywacje

Zanim sformuªujemy gªówny wynik tego rozdziaªu, potrzebujemy pewnych obser-
wacji przygotowawczych. Przypomnijmy, »e rozwa»amy automor�zm T : px̄, uq ÞÑ
px̄, Tx̄uq dziaªaj¡cy na pX,µq, gdzie automor�zmy wªóknowe Tx̄ s¡ ergodyczne. Wy-
nika z tego, »e rozszerzenie

T Ñ T |X̄ � IdX̄ jest relatywnie ergodyczne, (4.1)

tj. σ-algebra generowana przez rzut na X̄ pokrywa si¦ z σ-algebr¡ IT mod µ. Roz-
wa»my teraz samopoª¡czenie λ P J2pT q takie, »e λ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄. Je±li f P L2pX,µq
i g P L2pX̄, µ̄q, to dla dowolnego N ¥ 1 mamy»

fpxqgpx̄1q dλ|X�X̄px, x̄
1q �

1

N

» ¸
n¤N

f � T npxqgpx̄1q dλ|X�X̄px, x̄
1q.

Przechodz¡c do granicy z N Ñ 8 i u»ywaj¡c twierdzenia von Neumanna wraz z
faktem, »e X̄ odpowiada IT , otrzymujemy, »e»

fpxqgpx̄1q dλ|X�X̄px, x̄
1q �

»
Epf | X̄qpx̄qgpx̄1q dµ̄px̄qdµ̄px̄1q �

�

»
f dµ

»
g dµ̄.

St¡d mamy
λ|X�X̄ � µb µ̄. (4.2)

Je±li teraz f P L2
0pX,µq i rf :� Eµrf | X̄s, to z (4.2) otrzymujemy

Eλrpf � rfq b pf � rfq | X̄ � X̄s � Eλrf b f | X̄ � X̄s�

�Eµrf | X̄s bEµrf | X̄s, (4.3)

85
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gdy» zachodzi

Eλrf b rf | X̄ � X̄s � p1b rfqEλ

�
pf b 1q | X̄ � X̄

�
� rf b rf, (4.4)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z (4.2). Ponadto zauwa»aj¡c, »e rf K FwepT q, otrzy-
mujemy

f K FwepT q wtedy i tylko wtedy, gdy f � rf K FwepT q. (4.5)

Dlatego w dalszej cz¦±ci b¦dziemy stale zakªada¢, »e f speªnia

Erf | X̄s � 0. (4.6)

Aby zrozumie¢, jak naturalne jest to zaªo»enie, przypomnijmy sobie najpierw poj¦cie
norm Gowersa-Hosta-Kry (w skrócie norm GHK) funkcji f :

}f}2u1 :� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

»
f � T h � f dµ, (4.7)

i
}f}2

s�1

us�1 :� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

}f � T h � f}2
s

us dla s ¥ 1.

Z (4.7) wynika, »e

}f}2u1 �
��� » f dµ���2, je±li T jest automor�zmem ergodycznym. (4.8)

Uwaga 4.1.1. Je±li T � Id, to }f}u1 � }f}L2 .

Zauwa»my, »e na mocy twierdzenia von Neumanna, }f}u1 �
³
|Erf | X̄s|2 dµ̄.

Naszym celem jest badanie (ograniczonych) funkcji arytmetycznych u poprzez
stowarzyszone ukªady Furstenberga pXu, κ, Sq, κ P V puq, dla których rozwa»amy
f � π0. Innymi sªowy, bior¡c pod uwag¦ ci¡g pNkq, który zadaje ukªad Fursten-
berga κ P V puq, mo»emy zde�niowa¢ }u}us jako }π0}us dla ukªadu pXu, κ, Sq. W
szczególno±ci mówimy, »e }u}us � 0, je±li }π0}us � 0 dla wszystkich κ P V puq.
St¡d w problemie klasy�kacji funkcji arytmetycznych u, które s¡ ortogonalne do
ukªadów monoergodycznych, zaªo»enie (4.6) jest teraz wyja±nione przez nast¦pu-
j¡cy klasyczny wynik (patrz tak»e: Section 3.4.1 w [14]):

Stwierdzenie 4.1.2. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) }u}u1 � 0.

(b) Dla ka»dego ci¡gu pNkq de�niuj¡cego ukªad Furstenberga funkcji u mamy

lim sup
HÑ8

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤N

��� 1
H

¸
h¤H

upn� hq
���2 � 0

(tj. wªasno±¢ �zerowej ±redniej na typowym krótkim przedziale�).
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(c) Eκrπ0|ISs � 0, dla dowolnego κ P V puq.

(d) limHÑ8
1
H

°
h¤H π0 � S

h � 0 w L2pXu, κq dla ka»dego κ P V puq.

Przypomnijmy, »e podstawowe informacje na temat funkcji multyplikatywnych,
ograniczonych przez 1 i ich odlegªo±ci multyplikatywnej D mo»na znale¹¢ w roz-
dziale 2.5.

Uwaga 4.1.3. Przeªomowe twierdzenie autorstwa Matomäki i Radziwiªªa [39] im-
plikuje warto±¢ zerow¡ pierwszej normy GHK dla wielu klasycznych funkcji (ape-
riodycznych) multyplikatywnych, takich jak funkcje Liouville'a lub Möbiusa. Ale
istniej¡ równie» pretensjonalne funkcje multyplikatywne u, dla których }u}u1 � 0.1

W rzeczywisto±ci, wszystkie funkcje multyplikatywne udaj¡ce, »e s¡ niegªównym cha-
rakterem Dirichleta χ posiadaj¡ t¦ wªasno±¢. Istotnie, jak pokazano w [17], ukªady
Furstenberga wszystkich takich funkcji arytmetycznych s¡ ergodyczne, wi¦c (bior¡c
pod uwag¦ (4.8)) nasze twierdzenie zachodzi, gdy wiemy, »e maj¡ one ±redni¡ Mpuq
równ¡ zero. Aby zobaczy¢ to ostatnie stwierdzenie, zauwa»my, »e dla niegªównego
charakteru Dirichleta χ mamy Dpχ, nitq � 8, dla wszystkich t P R i Dpu, χq   8.
Z tego wynika, »e Dpu, nitq � 8, gdy» multyplikatywna �odlegªo±¢� D speªnia nie-
równo±¢ trójk¡ta. Teza wynika teraz z twierdzenia Halásza (patrz: uwaga 2.5.6).

Uwaga 4.1.4. Zauwa»my, »e je±li wszystkie ukªady Furstenberga funkcji u s¡ iden-
tyczno±ciami, to }u}u1 ¡ 0 chyba, »e (pseudo)norma Besicovitcha }u}B jest równa 0
(patrz: rozdziaª 2.5). Rzeczywi±cie, je±li w de�nicji normy u1 funkcji f automor�zm
T jest identyczno±ci¡, to }f}u1 � }f}L2 (patrz: uwaga 4.1.1). St¡d, zgodnie z obser-
wacj¡ w [25], wszystkie nietrywialne, wolno zmieniaj¡ce si¦ funkcje maj¡ dodatni¡
pierwsz¡ norm¦ GHK. W szczególno±ci dla wszystkich charakterów Archimedesa
mamy }nit}u1 ¡ 0.

Ponadto, jak zauwa»ono w [25], wszystkie tzw. MRT-funkcje s¡ nietrywialne i
aperiodyczne oraz identyczno±¢ jest jednym z ich ukªadów Furstenberga. Zatem dla
wszystkich takich funkcji ich u1-norma jest równie» dodatnia.

Rozwa»my kilka przykªadów funkcji ortogonalnych do ergodycznych obrazów
Markowa.

A. Je±li automor�zm T jest ergodyczny, to wszystkie funkcje f P L2pX,µq znaj-
duj¡ si¦ w obrazie operatora Markowa Φ∆µ , gdzie ∆µ oznacza poª¡czenie dia-
gonalne na pX,µq. Zatem funkcja zerowa jest jedyn¡ funkcj¡ ortogonaln¡ do
wszystkich ergodycznych obrazów Markowa.

B. Je±li dla µ̄ b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄ mamy Tx̄ K Tx̄1 , to na mocy twierdze-
nia 3.2.1 wszystkie funkcje o zerowej ±redniej s¡ ortogonalne do wszystkich
ergodycznych obrazów Markowa.

1Oczywi±cie ka»da okresowa funkcja multyplikatywna o ±redniej zero ma zerow¡ pierwsz¡ norm¦
GHK (np. funkcja n ÞÑ p�1qn�1 ma t¦ wªasno±¢).
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Stwierdzenie 4.1.5. Zaªó»my, »e dla dowolnego x̄ P X̄ mamy Tx̄ � S (innymi
sªowy, T � IdX̄ �S, gdzie S jest automor�zmem ergodycznym). Wtedy dla dowolnej
funkcji f P L2pµ̄bνq, f K Fwe,0pT q wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcj¡ mierzaln¡
wzgl¦dem X̄.

Dowód. Zaªó»my, »e f K Fwe,0pT q. Nast¦pnie, rozwa»my poª¡czenie ρ P JpT, Sq,
w którym ª¡czymy diagonalnie S z samym sob¡, a cz¦±¢ X̄ w sposób niezale»ny
od Y . Korzystaj¡c z lematu 2.3.62 (zastosowanego do wªa±nie zde�niowanego ρ),
dla ka»dego g P L2

0pY, νq i µ̄-p.w. x̄ P X̄ mamy»
Y

fpx̄, yqgpyq dνpyq � 0. (4.9)

Ten zachodz¡cy µ̄-p.w. warunek ma miejsce, je±li rozwa»ymy przeliczalny liniowo g¦-
sty zbiór funkcji g P L2

0pY q. Wynika z tego, »e dla µ̄-p.w. x̄ P X̄, funkcja y ÞÑ fpx̄, yq
jest ν-p.w. równa

³
Y
fpx̄, yq dνpyq, tj. f jest µ̄bν-p.w. równa funkcji zale»nej jedynie

od x̄.
Odwrotnie, je±li f jest X̄-mierzalna, to fakt, »e f K Fwe,0pT q jest konsekwencj¡

rozª¡czno±ci mi¦dzy identyczno±ciami a ukªadami ergodycznymi.

4.2 Charakteryzacja elementów przestrzeni FwepT qK

Naszym celem jest udowodnienie nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 4.2.1. Zaªó»my, »e f P L2
0pX,µq speªnia (4.6). Wówczas f K FwepT q

wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich miar λ P JRelErg
2 pT q mamy

Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q � 0

dla µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄.

� Zauwa»my, »e λ P JRelErg
2 pT q wtedy i tylko wtedy, gdy λ|X̄�X̄ � µ̄ b µ̄ i IT�T

jest σ-algebr¡ generowan¡ przez rzut na X̄ � X̄ modulo λ.

� Przy zaªo»eniu λ P JRelErg
2 pT q, Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q � 0 dla µ̄ b µ̄-p.w.

px̄, x̄1q P X̄�X̄ wtedy i tylko wtedy, gdy limNÑ8
1
N

°
n¤Npfbfq�pT�T q

n � 0
w L2pλq (z twierdzenia von Neumanna).

� Zauwa»my równie», »e (zakªadaj¡c prawdziwo±¢ twierdzenia 4.2.1) ze wzgl¦du
na wniosek 2.3.66 otrzymujemy: f K FwepT q wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich λ P J2pT q mamy Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q � 0 dla µ̄ b µ̄-a.a.
px̄, x̄1q P X̄ � X̄.

� Aby zapozna¢ si¦ z innym równowa»nym warunkiem (wa»nym dla zastosowa«),
zobacz wniosek 4.6.2.

Uwaga 4.2.2. Z twierdzenia 4.2.1 wynika bezpo±rednio, »e je±li f P L2
0pX,µq speªnia

(4.6) i f K FwepT q, to dla ka»dego g P L8pX̄, µ̄q mamy gf K FwepT q.
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Uwaga 4.2.3. Je±li nie chcemy zakªada¢ (4.6), to tez¦ Eλrf bf | X̄� X̄spx̄, x̄1q � 0,
bior¡c pod uwag¦ (4.3), nale»y zast¡pi¢ przez

p�q Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q � Eµpf | X̄qpx̄qEµpf | X̄qpx̄
1q

dla µ̄ b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄. Na przykªad, je±li rozwa»amy funkcj¦ u tak¡, »e
wszystkie stowarzyszone z ni¡ ukªady Furstenberga s¡ identyczno±ciami, to jedynym
samopoª¡czeniem, które musimy wzi¡¢ pod uwag¦ (gdy» X̄ � X), jest miara produk-
towa, a zaªo»enie p�q jest speªnione. Zobaczymy pó¹niej (patrz: stwierdzenie 4.5.1),
»e w tym przypadku funkcja u b¦dzie ortogonalna do wszystkich ukªadów monoer-
godycznych, nawet je±li funkcja π0 nie speªnia (4.6).

Aby udowodni¢ twierdzenie 4.2.1 b¦dziemy jeszcze potrzebowali poni»szych ob-
serwacji:

Lemat 4.2.4. Niech ρ P JpT,Rq, gdzie R jest automor�zmem ergodycznym. Po-
ªó»my λ :� ρ� �ρ P J2pT q (tj. λ jest jedynym samopoª¡czeniem automor�zmu T , dla
którego Φλ � Φ�

ρ � Φρ). Wtedy λ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄.

Dowód. Poniewa» R jest ergodyczny oraz Id P ErgK, wi¦c ρ|X̄�Z � µ̄ b κ. Oznacza
to, i» Φρ|L2

0pX̄,µ̄q � 0. Zgodnie z de�nicj¡ miary λ mamy

Φλ|L2
0pX̄,µ̄q � Φ�

ρ � Φρ|L2
0pX̄,µ̄q � 0,

sk¡d λ|X̄�X̄ � µ̄b µ̄.

Przy zaªo»eniach lematu mamy

ρ �

»
X̄

ρx̄ dµ̄px̄q,

gdzie ρx̄ P JpTx̄, Rq dla µ̄-p.w. x̄ P X̄. Co wi¦cej, dezintegruj¡c λ nad X̄ � X̄,

λ �

»
X̄�X̄

λx̄,x̄1 dµ̄px̄qdµ̄px̄
1q,

uzyskujemy

λx̄,x̄1 � ρ�x̄1 � ρx̄, (4.10)

przy czym λx̄,x̄1 P JpTx̄, Tx̄1q. Rzeczywi±cie,

Φλ � Φ�
ρ � Φρ �

»
X̄

Φ�
ρx̄ dµ̄px̄q �

»
X̄

Φρx̄1
dµ̄px̄1q �

»
X̄�X̄

Φ�
ρx̄ � Φρx̄1

dµ̄px̄qdµ̄px̄1q.



90 Rozdziaª 4. Ortogonalno±¢ do ergodycznych obrazów Markowa

4.3 Dowód twierdzenia 4.2.1. Dostateczno±¢

We¹my dowolny automor�zm ergodyczny R przestrzeni pZ,D, κq i niech ρ P JpT,Rq.
Niech λ � ρ� � ρ P J2pT q. Z lematu 4.2.4, λ|X̄�X̄ � µ̄ b µ̄ i st¡d, na mocy wnio-
sku 2.3.66,

λ �

» 1

0

λt dt,

gdzie λt P J
RelErg
2 pT q. Rozwa»amy zatem funkcj¦ f P L2pX,µq tak¡, »e

Eλtrf b f | X̄ � X̄s � 0 µ̄b µ̄-p.w.,

sk¡d Eλrf b f | X̄ � X̄s � 0 µ̄ b µ̄-p.w. St¡d, bior¡c pod uwag¦ (4.10), dla x̄ P X̄8

(je±li x̄ P X̄n, to w poni»szym rachunkach zamieniamy ν na νn)

0 � Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q �

»
f b f dλx̄,x̄1 �

�

»
Φλx̄,x̄1

pfqf |tx̄u�Y dν �

»
Z

Φρx̄pfq � Φρx̄1
pfq dκ

dla µ̄ b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄. Z (2.25) wynika, i» musimy jedynie pokaza¢, »e
Φρpfq � 0, gdzie Φρ : L

2pX,µq Ñ L2pZ, κq. Punkt x̄ P X̄ nazywamy �dobrym�, je±li

µ̄ptx̄1 P X̄; Φρx̄pfq K Φρx̄1
pfquq � 1.

Poniewa» zbiór punktów px̄, x̄1q takich, »e Φρx̄pfq K Φρx̄1
pfq jest borelowski, wi¦c na

mocy twierdzenia Fubiniego zbiór G �dobrych� punktów ma peªn¡ miar¦. Poªó»my

C :� tx̄ P X̄; Φρx̄pfq � 0u.

Przypu±¢my, »e µ̄pCq ¡ 0. Wtedy µ̄pGXCq � µ̄pCq ¡ 0. W zbiorze CXG wybierzmy
maksymalny podzbiór tx̄n; n ¥ 1u, tak aby Φρx̄n pfq K Φρx̄m pfq dla n � m (ten zbiór
jest przeliczalny, poniewa» L2pZ, κq jest przestrzeni¡ o±rodkow¡, a istnienie tego
maksymalnego zbioru wynika z lematu Zorna). Niech

Bn :� tx̄ P X̄; Φρx̄pfq K Φρx̄n pfqu.

Wtedy µ̄pBnq � 1 i dlatego

µ̄

�£
n¥1

Bn XGX C

�
¡ 0.

Jednak dodanie dowolnego punktu x̄ P
�

n¥1BnXGXC tworzy wi¦ksz¡ rodzin¦ ni»
zbiór tx̄n; n ¥ 1u, co jest sprzeczne z maksymalno±ci¡ tego zbioru.

Wynika z tego, »e zbiór C ma miar¦ zero, co implikuje równo±¢ Φρpfq � 0.
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4.4 Dowód twierdzenia 4.2.1. Konieczno±¢

(Przez kontrapozycj¦.) Zaªó»my, »e istnieje poª¡czenie λ P JRelErg
2 pT q, dla którego

twierdzenie nie zachodzi. Bez utraty ogólno±ci zakªadamy, »e f jest funkcj¡ o war-
to±ciach rzeczywistych i, »e dla px̄, x̄1q nale»¡cych do pewnego zbioru o dodatniej
mierze µ̄b µ̄ mamy

Eλrf b f | X̄ � X̄spx̄, x̄1q �

»
f b f dλx̄,x̄1 ¡ 0.

Zatem z twierdzenia Fubiniego wynika, »e istnieje punkt x̄0 taki, »e dla x̄ z pewnego
zbioru A � X̄ o mierze dodatniej,»

f b f dλx̄,x̄0 ¡ 0.

Niech R � Tx̄0 (jest to automor�zm ergodyczny, zakªadamy równie», »e x̄0 P X̄8),
a ρ P JpT,Rq de�niujemy przez poªo»enie (por. podrozdziaª 2.3.7) ρ :�

³
ρx̄ dµ̄px̄q,

gdzie ρx̄ � λx̄,x̄0 dla x̄ P A oraz ρx̄ jest miar¡ produktow¡ w przeciwnym przypadku.
�atwo otrzymujemy, u»ywaj¡c (4.6) dla otrzymania trzeciej równo±ci w poni»szym
ci¡gu, »e»

Φρpfq � f dµ �

»
f b f dρ �

�

»
X̄

� »
f b f dρx̄

	
dµ̄px̄q �

»
A

� »
f b f dρx̄

	
dµ̄px̄q ¡ 0.

4.5 Ortogonalno±¢ i ergodyczne obrazy Markowa

Stwierdzenie 4.5.1. Niech u : N Ñ D. Wtedy u K UE wtedy i tylko wtedy, gdy
dla ka»dego ukªadu Furstenberga κ P V puq, π0 K Fwe,0pXu, κ, Sq.

Dowód. ñ (przez sprzeczno±¢) Przypu±¢my, »e dla pewnej miary κ P V puq ist-
nieje ukªad ergodyczny pZ 1, ν 1, R1q i poª¡czenie ρ1 P JppR1, ν 1q, pS, κqq, dla których
π0 M ImpΦρ1 |L2

0pZ
1,ν1qq. Stosuj¡c twierdzenie Jewetta-Kriegera, uzyskujemy, »e ist-

nieje ukªad monoergodyczny pZ, ν,Rq i poª¡czenie ρ P JppR, νq, pS, κqq takie, »e
π0 M ImpΦρ|L2

0pZ,νq
q (w L2pκq). Z tego wynika, »e istnieje funkcja f P CpZq o zerowej

±redniej taka, »e
³
Xu

Φρpfqπ0 dκ � 0, innymi sªowy
³
Z�Xu

f bπ0 dρ � 0. Niech pNmq

speªnia 1
Nm

°
n¤Nm

δSnu Ñ κ. W ±wietle twierdzenia 2.4.14 istnieje ci¡g pznq � Z i
podci¡g pNmℓ

q, dla których

1

Nmℓ

¸
n¤Nmℓ

δpzn,Snuq Ñ ρ

a zbiór tn ¥ 1; zn � Rzn�1u jest zawarty w podzbiorze N postaci tb1   b2   . . .u,
gdzie bk�1 � bk Ñ 8. Dokªadaj¡c, w razie potrzeby, wi¦cej elementów bk do tego
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zbioru, mo»emy równie» zaªo»y¢, »e limkÑ8
bk�1

bk
� 1. W ten sposób, de�niuj¡c

Kℓ :� maxtk; bk ¤ Nmℓ
u, otrzymujemy limℓÑ8

bKℓ

Nmℓ
� 1. Wynika st¡d, »e

0 �

»
f b π0 dρ � lim

ℓÑ8

1

Nmℓ

¸
n¤Nmℓ

fpznqupnq �

� lim
ℓÑ8

1

bKℓ

¸
k Kℓ

� ¸
bk¤n bk�1

fpRn�bkzbkqupnq
	
.

Jednak»e, ta ostatnia granica wynosi 0, na mocy twierdzenia 2.4.15 i naszego zaªo-
»enia ortogonalno±ci dla u, a wi¦c otrzymali±my sprzeczno±¢.

ð (przez sprzeczno±¢) Niech pX,T q b¦dzie ukªadem monoergodycznym. Przy-
pu±¢my, »e dla pewnego podci¡gu pNkq mamy 1

Nk

°
n¤Nk

fpT nxqupnq :� c � 0 (dla
pewnej funkcji f P CpXq o zerowej ±redniej i x P X) oraz

1

Nk

¸
n¤Nk

δpTnx,Snuq Ñ ρ.

Wówczas miara ρ jest poª¡czeniem, ρ P JppT, νq, pS, κqq, gdzie ν jest jedyn¡ (ergo-
dyczn¡) miar¡ niezmiennicz¡ dla T , a κ P V puq. Z drugiej strony,

c �

»
f b π0 dρ �

»
Eρrf |Xusπ0 dκ,

co jest sprzeczno±ci¡, poniewa» ukªad pT, νq jest ergodyczny.

Uwaga 4.5.2. Je±li zaªo»ymy, »e Mpuq � 0 (co jest równowa»ne Eκrπ0s � 0 dla
ka»dego ukªadu Furstenberga κ funkcji u), to w powy»szym twierdzeniu mo»emy
zast¡pi¢ Fwe,0pXu, κ, Sq przez FwepXu, κ, Sq.

Uwaga 4.5.3. Zauwa»my, »e w dowodzie dwukrotnie u»yli±my monoergodyczno±ci:
ka»dy ukªad ergodyczny ma model monoergodyczny, a nast¦pnie u»yli±my twier-
dzenia 2.4.15 dla monoergodycznych modeli orbitalnych. Poniewa» te ostatnie mo-
dele nie s¡ (ogólnie rzecz bior¡c) minimalne, pojawia si¦ pytanie, czy ortogonalno±¢
wzgl¦dem wszystkich ukªadów monoergodycznych jest tym samym co ortogonalno±¢
wzgl¦dem wszystkich ukªadów ±ci±le ergodycznych.

Uwaga 4.5.4. Je±li wszystkie ukªady Furstenberga u s¡ identyczno±ciami, to funk-
cja u jest ortogonalna do wszystkich ukªadów monoergodycznych. St¡d (patrz: [25])
wszystkie funkcje wolno zmieniaj¡ce si¦ w ±redniej (patrz: (2.43)) s¡ ortogonalne
do wszystkich ukªadów monoergodycznych. W nast¦pnym podrozdziale rozwa»ymy
problem Boshernitzana w klasie funkcji multyplikatywnych.

4.6 Warunek ortogonalno±ci do ergodycznych obra-

zów Markowa

Potrzebujemy nast¦puj¡cego lematu (relatywizuj¡cego przypadek rozkªadu na skªa-
dowe ergodyczne).
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Lemat 4.6.1. Niech R b¦dzie automor�zmem przestrzeni pZ,D, ρq i niech pod-σ-

algebra A � IR b¦dzie jego faktorem. Zaªó»my, »e ρ �
³1
0
ρt dQptq, gdzie ρt s¡ mia-

rami R-niezmienniczymi i A � IR mod ρt dla Q-p.w. t P r0, 1s. Niech f P L
8pZ, ρq

i Eρtrf |As � 0 dla Q-p.w. t P r0, 1s. Wtedy Eρrf | IRs � 0.

Dowód. Oznaczmy FN,t :�
³
Z
| 1
N

°
n¤N f � R

n|2 dρt. Wówczas dla Q-p.w. t P r0, 1s
mamy limNÑ8 FN,t � 0 (w L2pZ, ρtq), na mocy twierdzenia von Neumanna i naszych
zaªo»e«. Z twierdzenia o zbie»no±ci zmajoryzowanej Lebesgue'a otrzymujemy, »e
limNÑ8

³1
0
FN,t dQptq � 0. To znaczy,

0 � lim
NÑ8

» 1

0

� »
Z

��� 1
N

¸
n¤N

f �Rn
���2 dρt	dQptq � lim

NÑ8

»
Z

��� 1
N

¸
n¤N

f �Rn
���2 dρ.

Ponownie, z twierdzenia von Neumanna wynika, »e Eρrf | IRs � 0.

Powracaj¡c do naszego kontekstu, z wniosku 2.3.66, twierdzenia 4.2.1 i lematu 4.6.1,
uzyskujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 4.6.2. Zaªó»my, »e f P L2
0pX,µq speªnia (4.6). Wtedy f K FwepT q wtedy i

tylko wtedy, gdy dla wszystkich samopoª¡cze« λ P J2pT q speªniaj¡cych λ|X̄�X̄ � µ̄bµ̄,
mamy Eλrf b f | IT�T s � 0.

Uwaga 4.6.3. Powy»szy wniosek daje peªne rozwi¡zanie problemu Boshernitzana.
Aby sprawdzi¢, czy f K FwepT q i zakªadaj¡c, »e Epf |X̄q � 0, wystarczy (i jest to
jednocze±nie warunek konieczny) wykaza¢, »e

p�q lim
NÑ8

»
X�X

��� 1
N

¸
n¤N

pf b fq � pT � T qn
���2 dλ � 0

dla wszystkich samopoª¡cze« λ P J2pT q, dla których λ|X̄�X̄ � µ̄ b µ̄. Gdy rozwa-
»ymy ukªady Furstenberga funkcji arytmetycznej u (speªniaj¡ce warunek: �zerowej
±redniej na typowym krótkim przedziale�), to f � π0, a warunek p�q jest wyra»ony
kombinatorycznie (tj. wyra»ony w kategoriach wªasno±ci funkcji u), zobacz stwier-
dzenie 4.1.2 i nast¦pne podrozdziaªy.

Uwaga 4.6.4. Je±li T K Erg, to oczywi±cie ka»da funkcja f speªniaj¡ca warunek
Epf |X̄q � 0, jest ortogonalna do wszystkich obrazów ergodycznych, ale mo»emy
równie» zauwa»y¢, »e warunek p�q jest trywialnie speªniony, poniewa» ka»de samo-
poª¡czenie λ jak powy»ej, b¦dzie po prostu miar¡ produktow¡ (poniewa» rozszerzenie
T Ñ Id|X̄ jest domkni¦te).

Uwaga 4.6.5. Zauwa»my, »e je±li λ|X̄�X̄ � µ̄ b µ̄, to (chyba, »e automor�zm T
jest ergodyczny) miara λ nie mo»e by¢ poª¡czeniem wykresowym ∆S dla elementu
S z centralizatora CpT q automor�zmu T . Rzeczywi±cie, je±li S P CpT q, to S musi
zachowywa¢ sigma-algebr¦ zbiorów niezmienniczych. Otrzymujemy

∆S|X̄�X̄ � ∆S̄,

gdzie S̄ :� S|X̄ . Ale ∆S̄ � µ̄ b µ̄ chyba, »e przestrze« X̄ redukuje si¦ do jednego
punktu.
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4.7 Przykªady ci¡gów ortogonalnych do wszystkich

ukªadów monoergodycznych

Przykªady takich ci¡gów zawarte s¡ w pracy [7] i s¡ to ci¡gi zarówno generuj¡ce dla
miar z ErgK jak i spoza tej klasy. W tym podrozdziale przedstawimy inne podej-
±cie (wykorzystuj¡ce twierdzenie 2.4.14) do konstruowania ci¡gów ortogonalnych do
wszystkich ukªadów monoergodycznych.

Lemat 4.7.1. Niech pX,T q b¦dzie ukªadem topologicznym i niech ci¡g pxnq � X
speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(i) g¦sto±¢ zbioru tn P N; xn�1 � Txnu wynosi zero,

(ii) ci¡g pxnq jest quasi-generuj¡cy wzdªu» podci¡gu pNkq dla miary ν P M pXq
(por. twierdzenie 2.4.14).

Wtedy ν jest miar¡ T -niezmiennicz¡.

Dowód. �¡dany fakt jest oczywisty, bior¡c pod uwag¦ caªki funkcji f, f �T P CpXq.

Uwaga 4.7.2. Przypomnijmy, »e (ii) oznacza, i»

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

fpxnq �

»
f dν,

dla wszystkich funkcji f P CpXq. Powstaje ogólny problem istnienia ci¡gów speªnia-
j¡cych (i). Lemat o podnoszeniu (Lifting Lemma), patrz: twierdzenie 2.4.14, daje
istnienie takiego ci¡gu pxnq, który speªnia zarówno (i), jak i (ii) wzdªu» podci¡gu
ci¡gu pNkq; jednak nie kontrolujemy innych podci¡gów.

Lemat 4.7.3. Zaªó»my, »e pZ,Rq jest innym ukªadem topologicznym, w którym z
jest punktem generuj¡cym dla miary κ (która musi by¢ elementem przestrzeni M pZ,Rq).
Zaªó»my, »e

1

Nk

¸
n¤Nk

δpxn,Rnzq Ñ ρ P M pX � Zq.

Wtedy miara ρ jest T �R-niezmiennicza.

Dowód. Ci¡g pxn, Rnzq jest quasi-generuj¡cy dla miary ρ wzdªu» podci¡gu i równie»
speªnia warunek (i) z lematu 4.7.1 zastosowanego do T �R.

Lemat 4.7.4. Zaªó»my, »e w lemacie 4.7.1 dodatkowo mamy pX, ν, T q P ErgK dla
dowolnego podci¡gu pNkq, wzdªu» którego mamy zbie»no±¢, tj. dla ka»dej miary
ν P V ppxnqq. Wówczas dla ka»dej funkcji f P CpXq mamy

pupnq :� fpxnqq K UE.
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Dowód. We¹my dowolny ukªad monoergodyczny pZ,Rq (z jedyn¡ miar¡R-niezmiennicz¡
κ). Zaªó»my, »e dla pewnego podci¡gu pNkq i z P Z mamy

1

Nk

¸
n¤Nk

δpxn,Rnzq Ñ ρ.

Z lematu 4.7.3 wynika, »e ρ P M pX � Z, T � Rq, a ponadto, miara ρ rzutuje si¦
odpowiednio na miary ν i κ. St¡d, dla ka»dej funkcji g P CpZq o zerowej (wzgl¦dem
miary κ) ±redniej, mamy

lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

upnqgpRnzq �

»
f b g dρ �

»
f dν �

»
g dκ � 0

ze wzgl¦du na rozª¡czno±¢ ukªadów pX, ν, T q i pZ, κ,Rq.

Uwaga 4.7.5. Zaªó»my dla uproszczenia, »e funkcja f : X Ñ C ma moduª równy 1.
Zauwa»my, »e w powy»szym lemacie, je±li dla ci¡gu u mamy

1

Nk

¸
n¤Nk

δSnu Ñ κ

i
1

Nk

¸
n¤Nk

δxn Ñ ν,

to dla wszystkichmi, ℓi P Z (i � 1, . . . , r), je±li poªo»ymy g :�
±

i¤r π
ℓi
mi
, to u»ywaj¡c

(i) z lematu 4.7.1 do uzasadnienia pi¡tej równo±ci oraz (ii) dla ostatniej, mamy»
Xu

g dκ � lim
k8

1

Nk

¸
n¤Nk

gpSnuq �

� lim
k8

1

Nk

¸
n¤Nk

¹
i¤r

πℓi
mi
pSnuq �

� lim
k8

1

Nk

¸
n¤Nk

¹
i¤r

uℓi
n�mi

�

� lim
k8

1

Nk

¸
n¤Nk

¹
i¤r

�
fpxn�mi

q
�ℓi �

� lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

¹
i¤r

�
fpTmixnq

�ℓi � »
X

¹
i¤r

pf � Tmiqℓi dν.

Wynika z tego, »e dla dowolnego H ¥ 1,»
Xu

��� 1
H

¸
h¤H

π0 � S
h
���2 dκ � »

X

��� 1
H

¸
h¤H

f � T h
���2 dν.

St¡d, korzystaj¡c z twierdzenia von Neumanna, otrzymujemy, »e

Eνrf | IT s � 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Eκrπ0 | ISs � 0. (4.11)
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W ±wietle stwierdzenia 4.1.2, przy dodatkowym zaªo»eniu Eνrf | IT s � 0, dla ka»-
dej miary ν, dla której ci¡g pxnq jest quasi-generuj¡cy, ci¡g u, który otrzymujemy,
speªnia }u}u1 � 0.

Uwaga 4.7.6. Je±li dodatkowo zaªo»ymy, »e ukªad topologiczny pX,T q ma zerow¡
entropi¦ topologiczn¡ i, »e zbiór tn P N; xn�1 � Txnu ma posta¢ tb1   b2   � � � u
z bk�1 � bk Ñ 8, to ci¡g u � pfpxnqq ma równie» zerow¡ entropi¦ topologiczn¡
(patrz [2], dowód Corollary 9).

Podamy teraz przykªady ci¡gów, które s¡ ortogonalne do wszystkich ukªadów
monoergodycznych. Ustalmy liczb¦ niewymiern¡ α P r0, 1q. Zde�niujmy ci¡g pwnq � T2

w nast¦puj¡cy sposób:

pα, 0q, p2α, 0q, p2α, 2αq, p2α, 4αq, p2α, 6αq, . . .
. . . , pkα, 0q, pkα, kαq, . . . ,

�
kα, pk2 � 1qkα

�
, . . .

(4.12)

Ten ci¡g skªada si¦ z fragmentów indeksowanych przez k ¥ 1: na etapie k bie-
rzemy pkα, 0q i pocz¡tkowy fragment jego orbity o dªugo±ci k2 poprzez automor�zm
T : px, yq ÞÑ px, x � yq na T2. Twierdzimy, »e zde�niowany przez nas ci¡g jest
generuj¡cy dla miary ν � LebT b LebT. Rzeczywi±cie, aby to zobaczy¢, najpierw
zauwa»my, »e musimy sprawdzi¢ tylko przypadek N � 12 � 22 � . . .� L2, poniewa»
prawa strona jest rz¦du L3, podczas gdy nast¦pny fragment z de�nicji pwnq ma dªu-
go±¢ pL�1q2, który jest równy op1q wzgl¦dem N . Dla ustalonych r, s P Z, rozwa»my
F px, yq � e2πiprx�syq (sprawdzamy sªab¡ zbie»no±¢ naszego ci¡gu na charakterach
grupy T2). Zaªó»my najpierw, »e s � 0, wtedy mamy

1

N

¸
n¤N

F pwnq �
1

N

¸
k¤L

e2πirkα
k2�1̧

j�0

e2πisjkα �
1

N

¸
k¤L

e2πirkα
e2πik

2skα � 1

e2πiskα � 1
.

Ustalmy ε0 ¡ 0. Nast¦pnie zauwa»my, »e je±li L jest wystarczaj¡co du»e, to���tk ¤ L;
���e2πikpsαq � 1

��� ¥ ε0u
��� ¥ p1� 3ε0qL

i dla ka»dego k w tym du»ym zbiorze mamy

k2�1̧

j�0

e2πisjkα � Op1{ε0q.

Dla pozostaªych k ¤ L takie sumy s¡ ograniczone przez k2. Tak wi¦c, pami¦taj¡c,
»e

°
m¤M m2 � 1

3
M3 �OpM2q, otrzymujemy��� 1

N

¸
n¤N

F pwnq
��� ¤ 1

N

¸
k¤L

Op1{ε0q �
1

N

Ļ

k�Lp1�3ε0q

k2 ¤

¤ Op1{ε0q
L

N
�

1

N

�1
3
L3 �

1

3
pLp1� 3ε0qq

3 �OpL2q
	
�

� op1q �Opε0q �
OpL2q

N
� op1q �Opε0q,
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gdy LÑ 8.
Teraz zajmiemy si¦ przypadkiem ps � 0, r � 0q. U»ywaj¡c formuªy Abela, otrzy-

mujemy

1

N

¸
n¤N

F pwnq �
1

N

¸
1¤k¤L

k2e2πikrα �

�
1

N

¸
1¤j¤L

�
j2 � pj � 1q2

� ¸
j¤k¤L

e2πikrα.
(4.13)

Dla ustalonego ε0 ¡ 0, rozwa»amy te j, które s¡ mniejsze ni» p1 � ε0qL. Otó» dla
takich j mamy����� 1

L� j � 1

¸
j¤k¤L

e2πikrα

����� ¤ 1

ε0L

���� 2

1� e2πirα

���� � 1

L
Op1{ε0q,

a poniewa»
1

N

¸
1¤j¤L

�
j2 � pj � 1q2

�
pL� j � 1q � 1

(odpowiada to (4.13), gdy r � 0), wi¦c otrzymujemy������ 1N
¸

1¤j¤p1�ε0qL

�
j2 � pj � 1q2

� ¸
j¤k¤L

e2πikrα

������ � 1

L
Op1{ε0q.

W pozostaªych przypadkach, odpowiadaj¡cych sytuacji j ¡ p1� ε0qL, u»ywamy po
prostu ����� ¸

j¤k¤L

e2πikrα

����� � Opε0Lq,

aby uzyska¢������ 1N
¸

p1�ε0qL j¤L

�
j2 � pj � 1q2

� ¸
j¤k¤L

e2πikrα

������ � 1

N
OpL3ε0q � Opε0q.

Ostatecznie mamy (dla s � 0, r � 0q��� 1
N

¸
n¤N

F pwnq
��� � 1

L
Op1{ε0q �Opε0q,

co pokazuje, »e ci¡g pwnq jest generuj¡cy dla miary Leb b Leb .
Zastosujmy teraz lemat 4.7.4 do automor�zmu T : T2 Ñ T2, T px, yq � px, x� yq

(rozpatrywanego z miar¡ LebT2) i funkcji fpx, yq � e2πiy oraz do ci¡gu (4.12), aby
uzyska¢, »e ci¡g

1, 1, e2πi2α, e2πi4α, e2πi6α, . . .

. . . , 1, e2πikα, . . . , e2πipk
2�1qkα, . . .

(4.14)

jest ortogonalny do wszystkich ukªadów monoergodycznych.
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Uwaga 4.7.7. Zauwa»my, »e w powy»szym przykªadzie mogliby±my oczywi±cie �rzu-
towa¢� ci¡g pwnq na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡, otrzymuj¡c ci¡g generuj¡cy dla miary
LebT (przypadek s � 0). Jednak»e nietrudno spostrzec, »e tak otrzymany ci¡g b¦-
dzie funkcj¡ arytmetyczn¡ wolno zmieniaj¡c¡ si¦ w ±redniej (a wi¦c w sposób oczy-
wisty ortogonaln¡ do wszystkich ukªadów monoergodycznych) w przeciwie«stwie do
ci¡gu (4.14).

Uwaga 4.7.8. Zauwa»my, »e L :� tu P l8pNq;u K UEu jest podprzestrzeni¡2

przestrzeni l8pNq i ponadto L jest domkni¦ta w pseudonormie Besicovitcha } � }B.

Rozwa»my automor�zm T px, y, zq � px, y�x, z�x�αq przestrzeni pT3,LebT3q,
gdzie α jest liczb¡ niewymiern¡. Przypomnijmy, »e ten automor�zm jest samopoª¡-
czeniem rz¦du 2 odwzorowania px, yq ÞÑ px, y� xq (na przestrzeni pT2,LebT2q) oraz,
»e automor�zm T nie nale»y do klasy ErgK (patrz: przykªad 3.3.1).
Niech

F1px, y, zq � e2πiy, F2px, y, zq � e2πiz.

Zauwa»my, »e funkcje te s¡ ortogonalne do wszystkich ergodycznych obrazów Mar-
kowa, gdy» s¡ elementami przestrzeni L2 odpowiadaj¡cych faktorom, które nale»¡
do klasy ErgK. Poªó»my

F px, y, zq :� F1px, y, zq � F2px, y, zq.

Wówczas tak okre±lona funkcja F jest ortogonalna do wszystkich ergodycznych obra-
zów Markowa. Poka»emy jednak, »e najmniejszym faktorem automor�zmu T , wzgl¦-
dem którego funkcja F jest mierzalna, jest caªa σ-algebra i st¡d otrzymamy, i» funk-
cja F nie jest mierzalna wzgl¦dem jakiegokolwiek faktora, który nale»y do klasy
ErgK.

Poka»emy, »e proces stacjonarny pF � T nqnPZ rozdziela punkty przestrzeni T3.
Rzeczywi±cie, przypu±¢my, »e

e2πinxpe2πiy � e2πinαe2πizq � e2πinx
1

pe2πiy
1

� e2πinαe2πiz
1

q

dla dowolnej liczby n P Z. St¡d

e2πinpx�x1qpe2πiy � e2πinαe2πizq � e2πiy
1

� e2πinαe2πiz
1

(4.15)

dla dowolnej liczby n P Z. Bior¡c moduª po obu stronach, otrzymujemy���1� e2πinαe2πipz�yq
��� � ���e2πiy � e2πinαe2πiz

��� �
�
���1� e2πinαe2πipz

1�y1q
���

2Zauwa»my, »e je»eli ci¡gi u i v s¡ wyznaczone przez ukªady dynamiczne z ErgK, to u� v P L,
ale ci¡g u� v niekoniecznie jest wyznaczony przez ukªad z ErgK.
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dla dowolnej liczby n P Z. Zaªó»my, »e e2πipz�yq � e2πipz
1�y1q. Wybierzmy liczby qk w

taki sposób, aby qkαÑ �pz � yq mod 1, gdy k Ñ 8. Wówczas

2 � lim
kÑ8

���1� e2πiqkαe2πipz
1�y1q

��� � ���1� e2πipz
1�y1qe�2πipz�yq

���,
co nie jest mo»liwe. Zatem mamy

e2πipz�yq � e2πipz
1�y1q. (4.16)

Z (4.15) otrzymujemy, »e

e2πinpx�x1qe2πiy
�
1� e2πinαe2πipz�yq

	
� e2πiy

1
�
1� e2πinαe2πipz

1�y1q
	
,

wi¦c z (4.16) mamy3

e2πinpx�x1q � e2πipy
1�yq (4.17)

dla dowolnej liczby n P Z (by¢ mo»e z wyj¡tkiem jednej warto±ci n). St¡d wynika, »e
x � x1 mod 1 i wówczas y � y1 mod 1. Z (4.16) natomiast wynika, »e z � z1 mod 1.
Zatem pokazali±my, i» algebra funkcji ci¡gªych generowana przez proces F �T n, n P Z
rozdziela punkty, wi¦c z twierdzenia Stone'a-Weierstrassa jest ona g¦sta w CpT3q, a
st¡d g¦sta równie» w L2pT3,Lebb3

T q, co z kolei jest równowa»ne temu, »e σ-algebra
generowana przez rozwa»any proces jest równa BpT3q.

Twierdzimy, »e ci¡g

pwnq : �
ppβ, 0, 0q, p2β, 0, 0q, T p2β, 0, 0q, T 2p2β, 0, 0q, T 3p2β, 0, 0q,

. . . , pkβ, 0, 0q, T pkβ, 0, 0q, . . . , T k2�1pkβ, 0, 0q, . . .q
� (4.18)

�
ppβ, 0, 0q, p2β, 0, 0q, p2β, 2β, 2β � αq, p2β, 4β, 4β � 2αq, p2β, 6β, 6β � 3αq,
. . . , pkβ, 0, 0q, pkβ, kβ, kβ � αq, . . . , pkβ, pk2 � 1qkβ, pk2 � 1qkβ � pk2 � 1qαqq,

gdzie liczby 1, α, β s¡ wymiernie niezale»ne, jest generuj¡cy dla miary LebT3 . Istotnie,
musimy pokaza¢, »e dla dowolnych liczb r, s, t P Z (r2�s2�t2 ¡ 0) i dowolnej funkcji
Gpx, y, zq � Gr,s,tpx, y, zq :� e2πiprx�sy�tzq mamy

1

N

¸
n¤N

Gpwnq Ñ 0, gdy N Ñ 8.

Tak jak w poprzednim przykªadzie (patrz: akapit pod (4.12)), wystarczy rozwa»a¢
N � 12 � 22 � . . . � L2. Zaªó»my najpierw, »e s2 � t2 � 0. Wówczas, powtarzaj¡c
rozumowanie z ostatniego przykªadu, otrzymujemy

1

N

¸
n¤N

Gpwnq �
1

N

¸
k¤L

k2�1̧

j�0

GpT jpkβ, 0, 0qq �

3Zauwa»my, »e 1� e2πinαe2πipz�yq � 0 dla co najwy»ej jednej warto±ci n.
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�
1

N

¸
k¤L

e2πirkβ
k2�1̧

j�0

e2πipjskβ�tpjkβ�jαqq �

�
1

N

¸
k¤L

e2πirkβ
e2πik

2pskβ�tpkβ�αqq � 1

e2πipskβ�tpkβ�αqq � 1
.

Poniewa» liczby 1, α, β s¡ wymiernie niezale»ne, wi¦c dla ε0 ¡ 0 oraz wystarczaj¡co
du»ej liczby L mamy���tk ¤ L; |e2πik

2pskβ�tpkβ�αqq � 1| ¥ ε0u
��� ¥ p1� 3ε0qL

i dalej post¦pujemy jak w poprzednim przykªadzie. Je»eli s � t � 0, to otrzymujemy
dokªadnie sytuacj¦ z przykªadu (4.12). Zatem (4.18) zachodzi. Kªad¡c ujpnq :� Fjpwnq
otrzymujemy, »e

u1 K UE oraz u2 K UE,

gdy» obie funkcje s¡ mierzalne wzgl¦dem odpowiednich faktorów automor�zmu T ,
które nale»¡ do klasy ErgK. St¡d

u :� u1 � u2 K UE.

Ale ci¡g u powstaje z funkcji, która generuje ukªad nieb¦d¡cy elementem klasy ErgK.

4.8 Problem Boshernitzana a kombinatoryka punk-

tów quasi-generuj¡cych

4.8.1 Jak rozpozna¢, »e samopoª¡czenie ukªadu Furstenberga

ma miar¦ produktow¡ jako rzut?

Mamy wi¦c ukªad Furstenberga pXu, κ, Sq dla ci¡gu u, który to ukªad identy�kujemy
z nast¦puj¡c¡ rozª¡czn¡ sum¡ mnogo±ciow¡

pXu, κq �
§
n

pX̄u,n � t1, . . . , nu, κ|X̄u,n
b νnq \ pX̄u,8 � Y, κ|X̄u,8

b νq.

Niech ρ P J2pS, κq.
Z (4.2) wynika, »e

ρ|X̄u�X̄u
� κb κ wtedy i tylko wtedy, gdy ρ|Xu�X̄u

� κb κ.

Ostatnia równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich � jednomianów�
P �

±k
j�1 π

pj
0 � Srj i Q �

±ℓ
j�1 π

qj
0 � Ssj , mamy»

Xu�Xu

P pxqEκrQ | X̄uspx
1q dρpx, x1q �

�

»
Xu

P dκ

»
X̄u

EκrQ | X̄uspx̄
1q dκpx̄1q �

»
Xu

P dκ

»
Xu

Qdκ.
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W przestrzeni L2pXu, κq zachodzi nast¦puj¡ca zbie»no±¢

EκrQ | X̄us � lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

Q � Sn.

W tej równo±ci mo»emy zast¡pi¢ L2pκq przez L2pρq i st¡d»
Xu�Xu

P pxqEκrQ | X̄uspx
1q dρpx, x1q � lim

NÑ8

1

N

¸
n¤N

»
Xu�Xu

P bQ � Sn dρ.

Z powy»szych uwag wynika, »e udowodnili±my nast¦puj¡cy wynik:

Stwierdzenie 4.8.1. Zgodnie z powy»szym oznaczeniem, niech ρ P J2pS, κq. Wów-
czas ρ|X̄u�X̄u

� κ b κ wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich jednomianów P,Q
mamy

lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

»
Xu�Xu

P bQ � Sn dρ �

»
Xu

P dκ

»
Xu

Qdκ. (4.19)

Zaªó»my dodatkowo, »e zbiór A warto±ci funkcji arytmetycznej u jest sko«czony.
Wówczas mo»na rozpatrywa¢ alternatywn¡ wersj¡ warunku (4.19) poprzez u»ycie
funkcji charakterystycznych 1rBs0 , gdzie B P Ak, gdzie k ¥ 1 (tutaj rBss � tx P
Xu; urs, s � k � 1s � Bu) zamiast �jednomianów�. Poniewa» przesuni¦cia takich
funkcji daj¡ liniowo g¦sty podzbiór w L2pκq, wi¦c powtarzaj¡c wszystkie argumenty
uzasadniaj¡ce stwierdzenie 4.8.1, otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 4.8.2. Zgodnie z powy»szym zapisem niech ρ P J2pS, κq. Wtedy ρ|X̄u�X̄u
�

κ b κ wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich bloków B P Ak, C P Aℓ, gdzie k, ℓ ¥ 1
mamy

lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

ρprBs0 � rCs�nq � κprBs0qκprCs0q. (4.20)

Uwaga 4.8.3. Wniosek ten mo»emy sformuªowa¢ w sposób równowa»ny: je±li Φρ

oznacza operator Markowa odpowiadaj¡cy samopoª¡czeniu ρ, to Φρ|L2pISq � 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy Φρ�

1
N

°
n¤N S

n Ñ 0 sªabo w L2
0pκq. Istotnie, na mocy twierdzenia

von Neumanna mamy 1
N

°
n¤N S

n Ñ Eκr� | ISs (w L2pκq).

Zauwa»my, »e lewa i prawa strona równo±ci w (4.19) oraz w (4.20) b¦d¡ obli-
czalne odpowiednio przez ci¡g generuj¡cy pSnu, Sϕkpnquq wzdªu» pNkq (patrz: twier-
dzenie 4.8.5 w nast¦pnym podrozdziale) i punkt generuj¡cy u wzdªu» pNkq.

4.8.2 Podsumowanie

Naszym celem jest opisanie tych funkcji arytmetycznych u, które s¡ ortogonalne do
wszystkich monoergodycznych ukªadów topologicznych (zakªadamy, »e funkcja uma
zerow¡ ±redni¡ na typowym krótkim przedziale). W tym celu dla wszystkich ukªa-
dów Furstenberga κ P V puq musimy sprawdzi¢ zaªo»enia wniosku 4.6.2. Zajmujemy
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si¦ pewnymi samopoª¡czeniami λ P J2pκq. W rzeczywisto±ci, jak za chwil¦ zoba-
czymy, wszystkie z nich s¡ opisane kombinatorycznie, przy u»yciu jedynie funkcji u,
patrz: twierdzenie 4.8.5. Musimy sprawdzi¢ zaªo»enie wniosku 4.6.2, które zgodnie
z uwag¡ 4.6.3 (patrz: p�q) jest postaci

lim
LÑ8

»
Xu�Xu

��� 1
L

¸
ℓ¤L

pπ0 b π0qpS � Sqℓ
���2dλ � 0.

To znaczy, bior¡c ε ¡ 0, dla L ¡ L0 chcemy zobaczy¢ czy»
Xu�Xu

��� 1
L

¸
ℓ¤L

pπ0 b π0qpS � Sqℓ
���2dλ   ε,

gdzie caªka jest obliczalna wzdªu» podci¡gu pNkq, wi¦c (u»ywaj¡c twierdzenia 4.8.5),
potrzebujemy

lim sup
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

��� 1
L

¸
ℓ¤L

pπ0 b π0q � pS � SqℓpSnu, Sϕkpnquq
���2 �

lim sup
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

��� 1
L

¸
ℓ¤L

upn� ℓqupϕkpnq � ℓq
���2   ε,

co jest, z punktu widzenia kombinatorycznego, pewnym warunkiem zachowania na
krótkich przedziaªach. Jednak»e jest jasne, »e je±li we¹miemy pod uwag¦ wszystkie
samopoª¡czenia, to powy»szy warunek nie jest speªniony (we¹my samopoª¡czenie
diagonalne). Kluczem tutaj jest to, »e rozwa»amy tylko te samopoª¡czenia λ, które
speªniaj¡ (4.20) (lub (4.19)).

4.8.3 Aproksymacje samopoª¡cze« ukªadów Furstenberga mia-

rami empirycznymi

Rozwa»aj¡c funkcj¦ arytmetyczn¡ u : N Ñ D, wiemy konkretnie, jak wyliczy¢ jej
ukªady Furstenberga, gdy» s¡ one (z de�nicji) �-sªabymi granicami miar empirycz-
nych, tj. s¡ one postaci

κ � lim
kÑ8

1

Nk

¸
1¤n¤Nk

δSnu, (4.21)

gdzie S jest shiftem na DN, a pNkq jest dowolnym rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych
takim, »e granica (4.21) istnieje.

Celem tego podrozdziaªu jest uzyskanie podobnego opisu dowolnego samopo-

ª¡czenia rz¦du 2 ukªadów Furstenberga funkcji u. Nasze rozwa»ania przeprowa-
dza¢ b¦dziemy w ogólnym kontek±cie, tzn. zakªadamy, »e X jest zwart¡ przestrzeni¡
metryczn¡, za± S jest homeomor�zmem przestrzeni X, a u jest elementem prze-
strzeni X. Nadal odnosimy si¦ do dowolnej �-sªabej granicy postaci (4.21) jako do
ukªadu Furstenberga punktu u. Potrzebujemy nast¦puj¡cej de�nicji:
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De�nicja 4.8.4 (Lokalnie orbitalny ci¡g permutacji). Niech pNkqk¥1 b¦dzie rosn¡-
cym ci¡giem liczb naturalnych, a dla dowolnego k ¥ 1 niech ϕk b¦dzie permutacj¡
zbioru t1, . . . , Nku. Ci¡g pϕkqk¥1 nazywamy lokalnie orbitalnym, je±li

1

Nk

���!n P t1, . . . , Nk � 1u; ϕkpn� 1q � ϕkpnq � 1
)��� ÝÝÝÑ

kÑ8
1.

Dla takiej sekwencji permutacji rozwa»amy na kwadracie kartezja«skim X �X
ci¡g �miar empirycznych� postaci

1

Nk

¸
1¤n¤Nk

δpSnu,Sϕkpnquq. (4.22)

Gdy ci¡g pϕkq jest lokalnie orbitalny, to dla odpowiednio du»ego k te miary empi-
ryczne w wi¦kszo±ci maj¡ no±nik zawarty w dªugich fragmentach orbit odwzorowania
S � S.

Zauwa»my, »e ka»da miara empiryczna postaci (4.22) ma oba rozkªady brze-
gowe równe 1

Nk

°
1¤n¤Nk

δSnu. Dlatego te» warunkiem koniecznym, aby taki ci¡g byª
zbie»ny jest to, aby elemeny u byª quasi-generuj¡cy dla pewnej miary S-niezmienniczej
κ wzdªu» ci¡gu pNkq. Co wi¦cej, je±li miara λ jest �-sªab¡ granic¡ takiego ci¡gu, to
warunek lokalnej orbitalno±ci implikuje S � S-niezmienniczo±¢ miary λ. St¡d miara
λ jest samopoª¡czeniem rz¦du 2 ukªadu Furstenberga κ elementu u. Naszym celem
jest teraz udowodnienie odwrotnego stwierdzenia.

Twierdzenie 4.8.5. Niech u b¦dzie punktem quasi-generuj¡cym wzdªu» ci¡gu pNkq
dla pewnego ukªadu Furstenberga κ, a miara λ niech b¦dzie samopoª¡czeniem rz¦du 2
miary κ. Wówczas istnieje lokalnie orbitalny ci¡g pϕkq, gdzie ka»da funkcja ϕk jest
permutacj¡ zbioru t1, . . . , Nku, taki, »e

λ � lim
kÑ8

1

Nk

¸
1¤n¤Nk

δpSnu,Sϕkpnquq. (4.23)

Bez dynamiki

Najpierw opiszemy strategi¦ konstruowania odpowiednich permutacji bez uwzgl¦d-
niania dynamiki. U»ywamy jedynie faktu, »e κ jest miar¡ probabilistyczn¡ na prze-
strzeni X oraz λ jest samopoª¡czeniem rz¦du 2 miary κ, czyli miar¡ probabilistyczn¡
na przestrzeni X �X z oboma rozkªadami brzegowymi równymi mierze κ. Ustalmy
sko«czone rozbicie P przestrzeni X takie, »e ka»dy atom P tego rozbicia speªnia wa-
runek κpP q ¡ 0. Rozwa»my sko«czon¡ liczb¦ punktów x1, . . . , xN P X i dla ka»dego
atomu P P P de�niujemy liczb¦ ich wizyt w P jako

V pP q :�
¸

1¤n¤N

1P pxnq. (4.24)

Zaªó»my, »e miara empiryczna p1{Nq
°

1¤n¤N δxn jest dobrym przybli»eniem miary
κ na P w nast¦puj¡cym sensie: dla pewnej (maªej) liczby rzeczywistej ε ¡ 0 mamy

@P P P,

����V pP qN
� κpP q

���� ¤ εκpP q. (4.25)
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Lemat 4.8.6. Przy powy»szych zaªo»eniach otrzymujemy, »e dla wystarczaj¡co du»ej
liczby N (zale»nie od P, ε, κ i λ) mo»emy zde�niowa¢ rodzin¦ nieujemnych liczb
caªkowitych �

V pP � P 1q
�
P,P 1PP

takich, »e

@P, P 1 P P,

����V pP � P 1q

N
� λpP � P 1q

���� ¤ 2ελpP � P 1q, (C1)

@P P P,
¸

P 1PP

V pP � P 1q ¤ V pP q, (C2)

@P 1 P P,
¸
PPP

V pP � P 1q ¤ V pP 1q. (C3)

Co wi¦cej, liczby te s¡ takie, »e zachodzi nast¦puj¡ca implikacja: dla wszystkich
atomów P1, P

1
1, P2, P

1
2 rozbicia P,

κpP1q � κpP2q,

V pP1q � V pP2q,

κpP 1
1q � κpP 1

2q,

V pP 1
1q � V pP 1

2q,

λpP1 � P 1
1q � λpP2 � P 1

2q,

,//////.//////-
ùñ V pP1 � P 1

1q � V pP2 � P 1
2q (C4)

Dowód. Dla atomów P, P 1 P najpierw zde�niujmy

V1pP � P 1q :�

Z
V pP qλpP � P 1q

κpP q

^
.

Zauwa»my, »e je±li λpP � P 1q � 0, to warunek (C1) automatycznie zachodzi dla
V1pP�P

1q. Natomiast u»ywaj¡c (4.25) dla atomów P, P 1 P P takich, »e λpP�P 1q ¡
0, otrzymujemy����V1pP � P 1q

N
� λpP � P 1q

���� ¤
¤

1

N

����V1pP � P 1q �
V pP qλpP � P 1q

κpP q

����� λpP � P 1q

κpP q

����V pP qN
� κpP q

���� ¤
¤

1

N
� ελpP � P 1q.

St¡d te» (C1) zachodzi dla V1pP � P 1q pod warunkiem, »e (wybór N)

N ¥ max
P,P 1PP;λpP�P 1q¡0

1

ελpP � P 1q
. (4.26)

Ale V1pP � P 1q ¤ V pP qλpP�P 1q
κpP q

, wi¦c wykorzystuj¡c fakt, »e rzut na pierwsz¡
wspóªrz¦dn¡ miary λ jest równy κ, oraz sumuj¡c t¦ nierówno±¢ po P 1 P P, otrzy-
mujemy warunek (C2) dla V1. Ale nie ma oczywistego powodu, dla którego warunek
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(C3) miaªby obowi¡zywa¢ dla V1. Dlatego te» wprowadzamy dla atomów P, P 1 P P
liczb¦

V2pP � P 1q :�

Z
V pP 1qλpP � P 1q

κpP 1q

^
.

Stosuj¡c analogiczne argumenty jak poprzednio, otrzymujemy, »e (C1) obowi¡zuje
dla V2pP � P 1q, je±li liczba N speªnia (4.26) i tym razem (C3) zachodzi dla V2. Na
koniec kªadziemy

@P, P 1 P P, V pP � P 1q :� min
 
V1pP � P 1q, V2pP � P 1q

(
.

Poniewa» teraz ¸
P 1PP

V pP � P 1q ¤
¸

P 1PP

V1pP � P 1q

(z podobn¡ nierówno±ci¡ dla V2), wi¦c nietrudno sprawdzi¢, »e V speªnia wszystkie
wymagane warunki.

Wniosek 4.8.7. Przy zaªo»eniach lematu 4.8.6 oraz zakªadaj¡c, »e liczba N jest
wystarczaj¡co du»a, aby speªni¢ (4.26), mo»emy skonstruowa¢ permutacj¦ ϕ zbioru
t1, . . . , Nu tak¡, »e

@P, P 1 P P,

����� 1N ¸
1¤n¤N

1P�P 1pxn, xϕpnqq � λpP � P 1q

����� ¤ 4ε. (4.27)

Dowód. U»yjemy rodziny liczb
�
V pP � P 1q

�
P,P 1PP

z lematu 4.8.6. Dla ustalonego
atomu P P P rozwa»amy

ApP q :�
!
n P t1, . . . , Nu; xn P P

)
. (4.28)

Zauwa»my, »e |ApP q| � V pP q (patrz: (4.24)). U»ywaj¡c (C2), mo»emy znale¹¢ roz-
ª¡czne podzbiory

ApP � P 1q � ApP q, P 1 P P,

takie, »e |ApP � P 1q| � V pP � P 1q dla wszystkich atomów P 1 P P. Oznaczamy

A :�
§

P,P 1PP

ApP � P 1q.

Podobnie, dla dowolnego ustalonego P 1 P P, u»ywaj¡c (C3) mo»emy znale¹¢
rozª¡czne podzbiory

A1pP � P 1q � ApP 1q, P P P,

speªniaj¡ce |A1pP � P 1q| � V pP � P 1q dla wszystkich P P P.
De�niujemy teraz permutacj¦ ϕ zbioru t1, . . . , Nu w nast¦puj¡cy sposób:

� Dla wszystkich P, P 1 P P de�niujemy ϕ|ApP�P 1q jako dowoln¡ bijekcj¦ z ApP �
P 1q do A1pP � P 1q (gdy» |ApP � P 1q| � |A1pP � P 1q|).
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� Nast¦pnie de�niujemy ϕ|t1,...,NuzA jako dowoln¡ bijekcj¦ z dopeªnienia zbioru
A do dopeªnienia zbioru

�
P,P 1PP A1pP � P 1q.

Zauwa»amy, »e przy tym wyborze ϕ dla wszystkich n P A i P, P 1 P P mamy

pxn, xϕpnqq P P � P 1 ðñ n P ApP � P 1q.

Dlatego dla wszystkich P, P 1 w P mamy¸
nPA

1P�P 1pxn, xϕpnqq � |ApP � P 1q| � V pP � P 1q. (4.29)

Z warunku (C1), dla wszystkich P, P 1 P P mamy nierówno±¢

|ApP � P 1q| � V pP � P 1q ¥ NλpP � P 1qp1� 2εq.

Sumuj¡c po wszystkich atomach P, P 1, otrzymujemy

|A| �
¸

P,P 1PP

V pP � P 1q ¥ Np1� 2εq. (4.30)

U»ywaj¡c (4.29), (C1) i (4.30), otrzymujemy����� 1N ¸
1¤n¤N

1P�P 1pxn, xϕpnqq � λpP � P 1q

����� ¤
¤

����� 1N ¸
nPA

1P�P 1pxn, xϕpnqq � λpP � P 1q

������ N � |A|

N
�

�

����V pP � P 1q

N
� λpP � P 1q

����� 1�
|A|

N
¤

¤ 2ελpP � P 1q � 2ε ¤ 4ε,

co jest »¡dan¡ nierówno±ci¡.

Kontekst dynamiczny

Teraz chcemy ulepszy¢ wniosek 4.8.7, bior¡c pod uwag¦ dziaªanie odwzorowania S na
przestrzeni pX, κq. Zastosujemy t¦ sam¡ strategi¦ i t¦ sam¡ notacj¦, co w poprzednim
podrozdziale, ale z kilkoma dodatkowymi elementami, które umo»liwiaj¡ uzyskanie
warunku �lokalnie orbitalnego� dla permutacji.

Rozwa»ana miara λ jest samopoª¡czeniem ukªadu dynamicznego pX, κ, Sq (w
porównaniu do poprzednich zaªo»e« zakªadamy dodatkowo, »e miara λ jest pS�Sq-
niezmiennicza). Ustalamy sko«czone rozbicie Q przestrzeni X, które na ko«cu po-
sªu»y do oszacowania ró»nicy mi¦dzy miar¡ empiryczn¡ a samopoª¡czeniem λ.
Najpierw jednak powtórzymy argumenty z pocz¡tku tego podrozdziaªu, stosuj¡c
inne rozbicie P, które uzyskujemy w nast¦puj¡cy sposób: zaªó»my, »e dla pew-
nej (du»ej) liczby caªkowitej h mamy wie»¦ Rokhlina

�
B, SB, . . . , Sh�1B

�
w prze-

strzeni pX, κ, Sq, co oznacza, »e podzbiory B, SB, . . . Sh�1B s¡ parami rozª¡czne.
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Oznaczmy F :�
�

0¤j¤h�1 S
jB i zaªó»my, »e dla pewnej liczby rzeczywistej ε ¡ 0

mamy κpF q ¡ 1 � ε. Rozwa»amy rozbicie P przestrzeni X, którego atomami s¡
zbiór XzF i wszystkie podzbiory postaci

SjB X
£

�j¤r¤h�1�j

S�rQr,

dla 0 ¤ j ¤ h� 1 i Qj, . . . , Qh�1�j-dowolnych atomów rozbicia Q (pod warunkiem,
»e taki podzbiór jest dodatniej miary κ). Innymi sªowy, informacja dostarczana
przez rozbicie P jest dokªadnie taka: na którym poziomie wie»y Rokhlina znaj-
duje si¦ punkt (lub czy mie±ci si¦ w XzF ) i, gdy punkt jest w zbiorze F , jaka jest
Q-nazwa odczytana na fragmencie orbity odpowiadaj¡cym poziomowi w wie»y Ro-
khlina. Zauwa»my, »e dla ka»dego P-atomu zawartego w zbiorze SjB, dla pewnego
0 ¤ j ¤ h� 2 zbiór SP jest P-atomem zawartym w zbiorze Sj�1B.

Dla pewnej wystarczaj¡co du»ej liczby N , speªniaj¡cej (4.26) zaªó»my, »e mamy
N punktów x1, . . . , xN P X, które s¡ kolejnymi obrazami odwzorowania S: xn �
Sn�1x1 dla dowolnego 2 ¤ n ¤ N . Dla ka»dego atomu P P P de�niujemy V pP q i
ApP q jak poprzednio (patrz (4.24) i (4.28)) oraz zakªadamy, »e dla tej samej liczby
ε ¡ 0, warunek (4.25) jest speªniony. Ze wzgl¦dów technicznych zakªadamy równie»,
»e

x1 R
h�1§
j�1

SjB, i xN R
h�2§
j�0

SjB, (4.31)

tak, »e dla ka»dego P-atomu P �
�h�2

j�0 S
jB,

V pSP q � V pP q, (4.32)

i
ApSP q � ApP q � 1. (4.33)

Lemat 4.8.8. Przy powy»szych zaªo»eniach mo»emy skonstruowa¢ permutacj¦ ϕ
zbioru t1, . . . , Nu speªniaj¡c¡

@Q,Q1 P Q,

����� 1N ¸
1¤n¤N

1Q�Q1pxn, xϕpnqq � λpQ�Q1q

����� ¤ 8ε, (4.34)

oraz

1

N

���!n P t1, . . . , N � 1u;ϕpn� 1q � ϕpnq � 1
)��� ¤ 4ε�

2

h
�

2

N
. (4.35)

Dowód. Poniewa» wszystkie zaªo»enia lematu 4.8.6 s¡ speªnione, wi¦c dysponujemy
liczbami V pP � P 1q z tego lematu. Zastosujemy t¦ sam¡ strategi¦ co w dowodzie
wniosku 4.8.7, aby uzyska¢ permutacj¦ ϕ, tj. skonstruujemy podzbiory ApP � P 1q i
A1pP � P 1q speªniaj¡ce wszystkie wy»ej wymienione wªasno±ci, i zde�niujemy per-
mutacj¦ ϕ okre±laj¡c jej ograniczenie do ka»dego zbioru ApP � P 1q jako bijekcj¦ do
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Rysunek 4.1: Podziaª przestrzeni X �X na wie»e Rokhlina. Przedstawili±my atomy
P �P wewn¡trz tylko jednej z tych wie» Rokhlina.

zbioru A1pP �P 1q. W niedynamicznym kontek±cie wniosku 4.8.7 mamy znaczn¡ ela-
styczno±¢ w wyborze podzbiorów i bijekcji. Tutaj równie» wykorzystamy specy�czn¡
struktur¦ rozbicia P, aby narzuci¢ dodatkowe warunki prowadz¡ce do uzyskania
wªasno±ci �lokalnej orbitalno±ci�. Aby to zrobi¢, zauwa»my, »e rozbicie przestrzeni
X zde�niowane przez wie»¦ Rokhlina

�
B, SB, . . . , Sh�1B

�
indukuje rozbicie prze-

strzeni X � X jako rodzin¦ rozª¡cznych wie» Rokhlina dla odwzorowania S � S.
Wie»e te maj¡ posta¢

�
B � SjB, SB � Sj�1B, . . . , Sh�1�jB � Sh�1B

	
p0 ¤ j ¤ h� 1q,

i �
SjB �B, Sj�1B � SB, . . . , Sh�1B � Sh�1�jB

	
p1 ¤ j ¤ h� 1q.

(Zobacz rysunek 4.1.)
U»ywamy tej struktury do zde�niowania podzbiorów ApP � P 1q i A1pP � P 1q

(patrz: lemat 4.8.6) oraz obci¦cia szukanej permutacji ϕ do zbioru ApP � P 1q w
specjalnej kolejno±ci, tak, aby speªniony byª nast¦puj¡cy warunek: dla wszystkich
atomów P, P 1 P P, je±li dla pewnych j, j1 P t0, . . . , h � 2u mamy P � SjB i P 1 �
Sj1B (czyli: P �P 1 jest zawarty na pi¦trze jednej z wie» Rokhlina dla odwzorowania
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S � S, które to pi¦tro nie jest najwy»sze), wtedy

ApSP � SP 1q � ApP � P 1q�1,

A1pSP � SP 1q � A1pP � P 1q�1,

i @n P ApP � P 1q, ϕpn� 1q � ϕpnq�1.

(4.36)

Nale»y zauwa»y¢, »e przy powy»szych warunkach, pierwsze dwie równo±ci praw-
dopodobnie mo»emy speªni¢, poniewa» ze wzgl¦du na S-niezmienniczo±¢ miary κ,
S�S-niezmienniczo±¢ miary λ oraz (4.32), warunek (C4) zapewnia równo±¢ V pSP�
SP 1q � V pP � P 1q. Oto jak przebiega proces konstrukcji:

� Najpierw okre±lamy podzbiory ApP �P 1q i A1pP �P 1q dla wszystkich atomów
P �P 1 zawartych w podstawie B�B najwy»szej wie»y Rokhlina i de�niujemy
ograniczenie ϕ do dowolnego ze zbiorówApP�P 1q jako dowoln¡ bijekcj¦ mi¦dzy
ApP � P 1q i A1pP � P 1q.

� Nast¦pnie dla tych samych atomów P � P 1 u»ywamy warunku (4.36), aby
indukcyjnie zde�niowa¢ podzbiory ApSjP � SjP 1q i A1pSjP � SjP 1q, p1 ¤
j ¤ h � 1q oraz ograniczenie odwzorowania ϕ do wszystkich tych zbiorów
ApSjP � SjP 1q. W tym momencie wykorzystali±my wszystkie atomy rozbicia
P �P zawarte w wie»y Rokhlina, której podstaw¡ jest B �B.

� Post¦pujemy w ten sam sposób dla drugiej wie»y Rokhlina (tej, której pod-
staw¡ jestB�SB): dla wszystkich P-atomów P � B, P 1 � SB, zaczynamy od
wybrania podzbiorów ApP�P 1q i A1pP�P 1q, upewniaj¡c si¦, »e ApP�P 1q jest
rozª¡czny ze wszystkimi zbiorami ApP � P 1

1q i P
1
1 � B, wybranymi wcze±niej

(jest to zawsze mo»liwe dzi¦ki (C2)), i »e A1pP �P 1q jest rozª¡czny ze wszyst-
kimi zbiorami A1pP1 � P 1q, P1 � SB, wybranymi wcze±niej (ponownie, jest to
zawsze mo»liwe dzi¦ki (C3)). Nast¦pnie u»ywamy warunku (4.36), aby induk-
cyjnie zde�niowa¢ podzbiory ApSjP�SjP 1q i A1pSjP�SjP 1q, p1 ¤ j ¤ h�2q, a
tak»e ograniczenia ϕ do wszystkich tych zbiorów ApSjP�SjP 1q. Nale»y zauwa-
»y¢, »e rozª¡czno±¢ na poziomie podstawy implikuje rozª¡czno±¢ na wy»szych
poziomach.

� W ten sposób traktujemy wszystkie wie»e Rokhlina po kolei. Dla ka»dej z
nich kolejno wybieramy najpierw podzbiory ApP � P 1q i A1pP � P 1q z pod-
stawy wie»y, dbaj¡c o zapewnienie wszystkich niezb¦dnych rozª¡czno±ci, które
s¡ mo»liwe dzi¦ki (C2) i (C3), a nast¦pnie wybieramy dowoln¡ bijekcj¦ mi¦-
dzy tymi dwoma podzbiorami. Po rozpatrzeniu podstawy rozszerzamy nasz¡
bijekcj¦ na wszystkie wy»sze poziomy w wie»y dzi¦ki (4.36).

Za pomoc¡ tej procedury wybieramy wszystkie podzbiory ApP � P 1q i A1pP � P 1q
oraz wszystkie bijekcje

ϕ|ApP�P 1q : ApP � P 1q Ñ A1pP � P 1q,
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dla wszystkich P-atomów P, P 1 � F , zapewniaj¡c, »e warunek (4.36) jest speªniony.
Oznaczmy

A :�
§

P,P 1PP
P�F,P 1�F

ApP � P 1q.

Zauwa»my, »e na podstawie (C1) i zaªo»enia κpF q ¥ 1� ε (i faktu, »e λ jest samo-
poª¡czeniem miary κ) otrzymujemy, »e

|A|

N
�

1

N

¸
P,P 1PP

P�F,P 1�F

V pP � P 1q ¥ p1� 2εq
¸

P,P 1PP
P�F,P 1�F

λpP � P 1q �

� p1� 2εqλpF � F q ¥

� p1� 2εqλppX � F q X pF �Xqq ¥

¥ p1� 2εq2 ¥ 1� 4ε.

(4.37)

Aby dopeªni¢ obraz, zde�niujmy odwzorowanie ϕ dowolnie na t1, . . . , NuzA, aby
uzyska¢ permutacj¦ caªego zbioru t1, . . . , Nu. Maj¡c tak wybrane odwzorowanie ϕ,
sprawd¹my zachodzenie (4.34). W tym celu musimy oszacowa¢ sum¦¸

1¤n¤N

1Q�Q1pxn, xϕpnqq,

w której rozró»niamy dwa typy liczb n: te, które s¡ w A i te, które s¡ w jego
dopeªnieniu. Zgodnie z (4.37), wkªad do sumy t1, . . . , NuzA jest ograniczony przez
4εN . Teraz dla n w A istniej¡ (jedyne) P-atomy P, P 1 � F takie, »e n P ApP �P 1q,
a nast¦pnie z konstrukcji ϕ wiemy, »e pxn, xϕpnqq P P � P 1. Dlatego wkªad tej liczby
n wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy P � Q i P 1 � Q1. Wynika z tego, »e caªkowity
wkªad n nale»¡cych do A do powy»szej sumy wynosi¸

P�QXF
P 1�Q1XF

V pP � P 1q.

Zatem, u»ywaj¡c (C1), otrzymujemy����� 1N ¸
1¤n¤N

1Q�Q1pxn, xϕpnqq � λpQ�Q1q

����� ¤
¤

1

N

¸
nRA

1Q�Q1pxn, xϕpnqq �

��������
1

N

¸
P�QXF
P 1�Q1XF

V pP � P 1q � λpQ�Q1q

�������� ¤

¤4ε�

��������
¸

P�QXF
P 1�Q1XF

�
V pP � P 1q

N
� λpP � P 1q


��������� λ
�
pQ�Q1qzpF � F q

�
.
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Zgodnie z (C1) drugi czªon w powy»szej sumie jest ograniczony przez 2ε i to samo
dotyczy ostatniego czªonu, poniewa» κpF q ¥ 1 � ε. Zatem (4.34) zachodzi i teraz
pozostaje udowodni¢ (4.35). Z (4.36) zbiór!

n P t1, . . . , N � 1u;ϕpn� 1q � ϕpnq � 1
)

jest zawarty w sumie mnogo±ciowej nast¦puj¡cych trzech podzbiorów zbioru t1, . . . , Nu:

� t1, . . . , NuzA, którego moc jest ograniczona przez 4εN na mocy (4.37);

� t1 ¤ n ¤ N ;xn P S
h�1Bu, ale poniewa» xn s¡ kolejnymi punktami pewnej

orbity odwzorowania S, wi¦c luka mi¦dzy dwiema kolejnymi liczbami caªkowi-
tymi w tym zbiorze wynosi zawsze co najmniej h. Dlatego te» moc tego zbioru
wynosi co najwy»ej N

h
� 1;

� t1 ¤ n ¤ N ; xϕpnq P S
h�1Bu, który ma tak¡ sam¡ moc jak poprzedni, poniewa»

ϕ jest bijekcj¡.

Suma mnogo±ciowa tych trzech podzbiorów ma moc ograniczon¡ przez 4εN� 2N
h
�2,

co dowodzi (4.35).

Dowód twierdzenia 4.8.5

Zakªadamy teraz, »e (4.21) jest prawdziwe i przypomnijmy zaªo»enia: u P X jest
punktem quasi-generuj¡cym wzdªu» pewnego rosn¡cego ci¡gu pNkq dla pewnego
ukªadu Furstenberga κ, λ jest samopoª¡czeniem rz¦du 2 miary κ. Wyja±nijmy stra-
tegi¦ konstruowania lokalnie orbitalnego ci¡gu pϕkq w dowodzonym stwierdzeniu.
Po pierwsze, wskazujemy, »e bez utraty ogólno±ci mo»emy zawsze zaªo»y¢, »e nasz
ukªad dynamiczny pX, κ, Sq jest aperiodyczny. Rzeczywi±cie, w przeciwnym wy-
padku, ustalamy pewn¡ liczb¦ niewymiern¡ α tak¡, »e dla ka»dego n P Zzt0u, e2πinα
nie jest warto±ci¡ wªasn¡ operatora Koopmana f ÞÑ f � S na L2pX, κq. Rozwa-
»amy pomocniczy (teorio-miarowy) ukªad dynamiczny pT, ν, Tαq, gdzie T :� R{Z,
ν � LebT, a Tα : y ÞÑ y � α mod 1. Poniewa» pT, Tαq jest monoergodyczny, ka»dy
punkt y P T jest generuj¡cy dla ν (bierzemy na przykªad y � 0). Ze wzgl¦du na
nasze zaªo»enie na α ukªad pX, κ, Sq jest rozª¡czny z ukªadem pT, ν, Tαq. St¡d wy-
nika, »e w ukªadzie produktowym pX�T, S�Tαq, punkt pu, 0q jest quasi-generuj¡cy
wzdªu» tego samego ci¡gu pNkq dla miary produktowej κbν. Mo»emy wi¦c rozwa»y¢
pu, 0q P X�T zamiast u P X, a wówczas ukªad teorio-miarowy pX�T, κbν, S�Tαq
jest aperiodyczny. W tym nowym ukªadzie mo»emy rozszerzy¢ samopoª¡czenie λ do
miary ν b λ b ν na pX � Tq � pX � Tq (rozpatrywanej jako samopoª¡czenie miary
κbν). Teza twierdzenia 4.8.5 dla punktu pu, 0q i samopoª¡czenia νbλbν implikuje
tez¦ tego twierdzenia dla ci¡gu u i samopoª¡czenia λ.

Ustalmy teraz tzw. �dobry ci¡g rozbi¢� pQℓqℓ¥1 dla pX, κq, który jest ci¡giem
sko«czonych rozbi¢ speªniaj¡cych nast¦puj¡ce warunki:

� Dla dowolnego ℓ ¥ 1, Qℓ�1 rozdrabnia rozbicie Qℓ,
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� maxQPQℓ
diampQq ÝÝÝÑ

ℓÑ8
0,

� @ℓ ¥ 1, @Q P Qℓ, κpBQq � 0.

W pracy [33] udowodniono, »e taki ci¡g zawsze istnieje i, co wi¦cej, speªnia on
dodatkow¡ wªasno±¢: pQℓ�Qℓq jest równie» dobrym ci¡giem rozbi¢ dla pX �X,λq.
W szczególno±ci sªaba�-zbie»no±¢ ci¡gu pλnq miar probabilistycznych na X �X do
λ jest równowa»na warunkowi

@l¥1@Q,Q1PQl
, λnpQ�Q1q ÝÝÝÑ

nÑ8
λpQ�Q1q. (4.38)

Ustalamy równie» ci¡g pεℓq liczb dodatnich malej¡cych do 0 i ci¡g phℓq liczb caªkowi-
tych taki, »e 1

hℓ
  εℓ dla wszystkich ℓ. W [33] wyja±niono równie», »e dla dowolnego

ℓ mo»emy znale¹¢ wie»¦ Rokhlina pBℓ, SBℓ, . . . , S
hℓ�1Bℓq tak¡, »e

� κ
��

0¤j¤hℓ�1 S
jBl

	
¡ 1� εℓ,

� dla wszystkich j mamy κ
�
BpSjBlq

�
� 0.

Nast¦pnie dla ka»dego ℓ ¥ 1 konstruujemy rozbicie Pℓ z rozbicia Qℓ i powy»szej
wie»y Rokhlina, w taki sam sposób w jaki konstruowali±my rozbicie P z rozbicia
Q i wie»y Rokhlina pB, . . . , Sh�1Bq na pocz¡tku cz¦±ci �Kontekst dynamiczny�. Po-
niewa» wszystkie atomy P rozbi¢ Pℓ speªniaj¡ κpBP q � 0, wi¦c z (4.21) wynika,
»e

@ℓ, @P P Pℓ,
1

Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq ÝÝÝÑ

kÑ8
κpP q.

Dzi¦ki temu mo»emy zde�niowa¢

k1 :� min

#
K ¥ 1; @k ¥ K,

(4.26) zachodzi dla N ¥ Nk � 2h1, ε � ε1 i P � P1,

i @P P P1,
4h1
Nk

�

����� 1Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq � κpP q

����� ¤ ε1

+
,

i indukcyjnie, dla wszystkich ℓ ¥ 2,

kℓ :� min

#
K ¥ kℓ�1 � 1; @k ¥ K,

(4.26) zachodzi dla N ¥ Nk � 2hℓ, ε � εℓ i P � Pℓ,

i @P P Pℓ,
4hℓ
Nk

�

����� 1Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq � κpP q

����� ¤ εℓ

+
.
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Rozwa»my liczb¦ caªkowit¡ k z kℓ ¤ k   kℓ�1 dla pewnego ℓ ¥ 1. Chcemy u»y¢
lematu 4.8.8, aby skonstruowa¢ permutacj¦ ϕk zbioru t1, . . . , Nku, i w tym celu mu-
simy sprecyzowa¢, do których punktów xn stosujemy lemat. Maj¡c na celu speªnienie
wªasno±ci (4.31), kªadziemy

x1 :� Si1u, gdzie i1 :� min

#
i ¥ 1 : Siu R

§
1¤j¤hℓ�1

SjBℓ

+
.

Mamy i1 ¤ hℓ. Nast¦pnie bierzemy pod uwag¦

i2 :� max

#
i ¤ Nk;S

iu R
§

0¤j¤hℓ�2

SjBℓ

+
,

(z okre±lenia liczby kl wynika, »e hl ¤
εlNk

4
). Mamy równie» Nk � i2 ¤ hℓ � 1.

Tak wi¦c, kªad¡c N :� i2 � i1 � 1, mamy Nk � 2hℓ ¤ N ¤ Nk. I teraz punkty
xn � Sn�i1�1u, 1 ¤ n ¤ N , speªniaj¡ dla ka»dego atomu P P Pℓ,����� 1N ¸

1¤n¤N

1P pxnq � κpP q

����� ¤
¤

����� 1N ¸
1¤n¤N

1P pxnq �
1

Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq

������
����� 1Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq � κpP q

����� ¤
¤
4hℓ
Nk

�

����� 1Nk

¸
1¤n¤Nk

1P pS
nuq � κpP q

����� ¤ εℓ.

W ten sposób sprawdzili±my warunek (4.25). Zatem wszystkie zaªo»enia lematu 4.8.8
s¡ speªnione, a wi¦c otrzymujemy permutacj¦ ϕ zbioru ti1, . . . , i2u tak¡, »e

@Q,Q1 P Qℓ,

����� 1

i2 � i1 � 1

¸
i1¤n¤i2

1Q�Q1pSnu, Sϕpnquq � λpQ�Q1q

����� ¤ 8εℓ,

i
1

N

���!n P ti1, . . . , i2u;ϕpn� 1q � ϕpnq � 1
)��� ¤ 4εℓ �

2

hℓ
�

2

Nk

. (4.39)

Nast¦pnie mo»emy rozszerzy¢ ϕ do permutacji ϕk zbioru t1, . . . , Nku, na przykªad
kªad¡c ϕk|t1,...,i1�1uYti2�1,...,Nku :� Id. Jasne jest, »e ci¡g pϕkq skonstruowany w ten
sposób speªnia dla wszystkich ℓ ¥ 1,

@Q,Q1 P Qℓ,

����� 1Nk

¸
1¤n¤Nk

1Q�Q1pSnu, Sϕpnquq � λpQ�Q1q

����� ÝÝÝÑkÑ8
0.

Dzi¦ki (4.38) daje to (4.23). Ponadto (4.39) zapewnia, »e ci¡g permutacji pϕkq jest
lokalnie orbitalny. To ko«czy dowód twierdzenia 4.8.5.
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Rozdziaª 5

Klasy charakterystyczne i

ortogonalno±¢ do ukªadów

monoergodycznych

5.0.1 Klasy charakterystyczne i rozª¡czno±¢

W tej cz¦±ci rozwa»amy klas¦ charakterystyczn¡ F . Przypomnijmy, »e ka»da nietry-
wialna klasa charakterystyczna zawiera klas¦ ID wszystkich identyczno±ci [33].

Stwierdzenie 5.0.1. Niech T P AutpX,µq i niech F b¦dzie klas¡ charakterystyczn¡.
Niech AF b¦dzie najwi¦kszym F-faktorem automor�zmu T . Wówczas nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(i) T K F X Erg,

(ii) T |AF K F X Erg,

(iii) T |AF K Erg.

Dowód. (ii) ñ (i) We¹my dowolny automor�zm ergodyczny R z klasy charaktery-
stycznej F . Wówczas automor�zm T |AF jest rozª¡czny z automor�zmem R zgodnie
z (ii). Jako, »e R P F , to zgodnie z wnioskiem 2.3.99 rozª¡czno±¢ ta podnosi si¦ do
automor�zmu T . (ii)ñ (iii) We¹my dowolny automor�zm R ergodyczny. Wtedy au-
tomor�zm T |AF jest rozª¡czny z najwi¦kszym F -faktorem automor�zmu R (z (ii)).
Poniewa» T |AF P F , to z wniosku 2.3.99 ta rozª¡czno±¢ podnosi si¦ do automor�zmu
R. Pozostaªe implikacje wynikaj¡ w sposób bezpo±redni.

Pami¦taj¡c, »e IT � AF mod µ i u»ywaj¡c stwierdzenia 5.0.1 razem z twierdze-
niem 3.2.1, otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 5.0.2. T K F X Erg wtedy i tylko wtedy, gdy automor�zm T |AF jest
domkni¦tym rozszerzeniem σ-algebry zbiorów niezmienniczych.
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Przykªad 5.0.3. Niech F=DISP b¦dzie (charakterystyczn¡) klas¡ wszystkich au-
tomor�zmów o dyskretnym widmie. Niech T : T2 Ñ T2, T px, yq � px, y � xq (roz-
wa»ane z LebT2). �atwo zauwa»y¢, »e σ-algebra AF jest równa dokªadnie σ-algebrze
IT (czyli sigma-algebrze na pierwszej wspóªrz¦dnej). Rzeczywi±cie, zauwa»my, »e na
podprzestrzeni L2pT2qaL2pTbtH,Tuq widmo jest czysto Lebesgue'a. Mamy równie»
T P ErgK. Co wi¦cej, dla dowolnego automor�zmu z klasy ErgK jego jedyn¡ warto±ci¡
wªasn¡ jest 1, wi¦c jego faktor Kroneckera jest zawsze sigma-algebr¡ zbiorów nie-
zmienniczych, podczas gdy dla automor�zmów wªóknowych mo»emy mie¢ widmo
dyskretne. Z drugiej strony, dla rozwa»anego automor�zmu T , na p.w. wªóknach
(skªadowych ergodycznych) widmo jest dyskretne, wi¦c na p.w. wªóknach najwi¦k-
szym F -faktorem jest caªa przestrze«. Innymi sªowy, ograniczenie faktora AF do
wªókien nie daje (najwi¦kszych) F -faktorów na wªóknach.

Uwaga 5.0.4. W przeciwie«stwie do faktora Kroneckera, faktor Pinskera ΠpT q
automor�zmu T (najwi¦kszy faktor o zerowej entropii) zachowuje si¦ �dobrze� na
wªóknach, tzn. dla µ-p.w. x P X mamy ΠpTxq � ΠpT qx. W pracy [26] autorzy
pokazali, »e dla klasy F � ZE i faktora Pinskera zachodzi wniosek przypominaj¡cy
twierdzenie 3.2.1. W szczególno±ci dla automor�zmu T otrzymujemy, »e T K ErgX
ZE wtedy i tylko wtedy gdy dla µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄ mamy ΠpTx̄q K ΠpTx̄1q.

Uwaga 5.0.5. Dwie kolejne klasy: ID i NIL1 (jak udowodniono w [33], ta druga
klasa skªada si¦ z automor�zmów, których p.w. skªadowe ergodyczne maj¡ widmo
dyskretne) zachowuj¡ si¦ podobnie do klasy ZE. Dla klasy ID ±lad σ-algebry zbio-
rów niezmienniczych jest trywialn¡ σ-algebr¡ na ka»dym wªóknie. Dla klasy NIL1

najwi¦kszy F -faktor jest tzw. faktorem relatywnie Kroneckera nad σ-algebr¡ zbio-
rów niezmienniczych. W [33] udowodniono, »e ten faktor pochodzi dokªadnie od
faktorów Kroneckera na wªóknach, a w przypadku ergodycznym, ten relatywny fak-
tor Kroneckera nad σ-algebr¡ zbiorów niezmienniczych (która jest trywialna w tym
przypadku) jest dokªadnie faktorem Kroneckera.

Uwaga 5.0.6. Mimo w¡tpliwo±ci zwi¡zanych ze zjawiskiem opisanym w przykªa-
dzie 5.0.3 wydaje si¦, »e stwierdzenia:
(A) dla µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄ mamy AFpTx̄q K AFpTx̄1q
oraz
(B) dla µ̄b µ̄-p.w. px̄, x̄1q P X̄ � X̄ mamy AFpT qx̄ K AFpT qx̄1 ,
mog¡ by¢ równowa»ne dla ka»dej klasy charakterystycznej F .

5.0.2 Ortogonalno±¢ do monoergodycznych ukªadów o zero-

wej entropii. Ogólny przypadek klasy charakterystycz-

nej

�¡czymy teraz problem Boshernitzana z podej±ciem [33] charakteryzuj¡cym funkcje
arytmetyczne u ortogonalne do ukªadów, których miary niezmiennicze determinuj¡
ukªady nale»¡ce do ustalonej klasy charakterystycznej.

Jak zauwa»ono w stwierdzeniu 2.3.101, nie musimy ucieka¢ si¦ do tak zwanych
ec-klas w kontek±cie problemu Boshernitzana.
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Stwierdzenie 5.0.7. Niech u : NÑ D. Niech F b¦dzie dowoln¡ nietrywialn¡ klas¡
charakterystyczn¡. Wówczas u K UE X F (tzn. u K UE X CF) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego ukªadu Furstenberga κ P V puq mamy

Eκrπ0 |AFpXu, κ, Sqs K FwepXu, κ, Sq. (5.1)

Dowód. ñ Zaªó»my, »e u K UE X F oraz, »e dla pewnej miary κ P V puq istnieje
ukªad ergodyczny pZ 1, ν 1, R1q, poª¡czenie ρ1 P JppR1, ν 1q, pS, κqq i funkcja g P L2

0pν
1q,

dla której
Eκrπ0 |AFpXu, κ, Sqs M Φρ1pgq.

Poniewa» funkcja po lewej stronie jest mierzalna wzgl¦dem faktora z klasy charakte-
rystycznej F , mo»emy zast¡pi¢ powy»ej funkcj¦ g przez funkcj¦Eν1rg |AFpZ

1, ν 1, R1qs.
Zatem, zast¦puj¡c w razie potrzeby ukªad pZ 1, ν 1, R1q przez jego najwi¦kszy F -faktor,
mo»emy zaªo»y¢ bez utraty ogólno±ci, »e R1 P F . Ale wówczas mamy

0 � Eκ

�
Eκrπ0 |AFpXu, κ, SqsΦρ1pgq

�
� Eκ

�
π0Φρ1pgq

�
.

Nast¦pnie post¦pujemy tak jak w dowodzie twierdzenia 4.5.1: korzystaj¡c z twier-
dzenia Jewetta-Kriegera uzyskujemy, »e istnieje ukªad monoergodyczny (nale»¡cy
do CF) pZ, ν,Rq i poª¡czenie ρ P JppR, νq, pS, κqq takie, »e π0 M ImpΦρq (w L2pκq). Z
tego wynika, »e istnieje funkcja f P CpZq taka, »e

³
Φρpfqπ0 dκ � 0. Innymi sªowy»

Z�Xu

f b π0 dρ � 0.

Niech ci¡g pNmq speªnia 1
Nm

°
n¤Nm

δSnu Ñ κ. W ±wietle twierdzenia 2.4.14 istnieje
ci¡g pznq � Z i podci¡g pNmℓ

q takie, »e

1

Nmℓ

¸
n¤Nmℓ

δpzn,Snuq Ñ ρ

a zbiór tn ¥ 1; zn � Rzn�1u jest zawarty w podzbiorze N postaci tb1   b2  
. . .u, gdzie bk�1 � bk Ñ 8. Dodaj¡c w razie potrzeby wi¦cej elementów bk do tego
zbioru, mo»emy równie» zaªo»y¢, »e limkÑ8

bk�1

bk
� 1. W ten sposób, de�niuj¡c Kℓ :�

maxtk; bk ¤ Nmℓ
u, otrzymujemy limℓÑ8

bKℓ

Nmℓ
� 1, z czego wynika, »e

0 �

»
f b π0 dρ � lim

ℓÑ8

1

Nmℓ

¸
n¤Nmℓ

fpznqupnq �

� lim
ℓÑ8

1

bKℓ

¸
k Kℓ

� ¸
bk¤n bk�1

fpRn�bkzbkqupnq
	
.

Jednak»e, z naszego zaªo»enia ortogonalno±ci na u, ta ostatnia granica wynosi 0,
poniewa» ci¡g

�
fpznq

�
mo»na zaobserwowa¢ w ukªadzie orbitalnym opisanym w
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twierdzeniu 2.4.15, który jest monoergodycznym elementem klasy charakterystycz-
nej F .

ð Niech ukªad topologiczny pX,T q b¦dzie monoergodyczny, a odpowiadaj¡cy
mu automor�zm miarowy niech b¦dzie elementem klasy F . Zaªó»my, »e dla pewnej
funkcji f P CpXq, pewnego elementu x P X i pewnego rosn¡cego ci¡gu pNkq mamy
istnienie granicy

c :� lim
kÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

fpT nxqupnq.

Ewentualnie przechodz¡c do jeszcze jednego podci¡gu, mo»emy równie» zaªo»y¢, »e

1

Nk

¸
n¤Nk

δpTnx,Snuq Ñ ρ.

Wtedy ρ jest poª¡czeniem, ρ P JppT, νq, pS, κqq, gdzie ν jest jedyn¡ miar¡ niezmien-
nicz¡ dla T , a κ P V puq. Teraz, poniewa» pX, ν, T q P F , wi¦c na podstawie twier-
dzenia 2.3.98 otrzymujemy

c �

»
f b π0 dρ �

»
f bEκrπ0 |AFpXu, κ, Sqs dρ.

Wi¦c z zaªo»enia, »e

Eκrπ0 |AFpXu, κ, Sqs K FwepXu, κ, Sq,

otrzymujemy, »e c � 0.

Zauwa»my, »e je±li jako F we¹miemy klas¦ wszystkich ukªadów zachowuj¡cych
miar¦, to otrzymamy oryginalny problem Boshernitzana i uzyskamy wynik podany
w stwierdzeniu 4.5.1.

Stwierdzenie 5.0.7 pozwala nam na bezpo±rednie u»ycie twierdzenie 4.2.1 i wnio-
sku 4.6.2 (gdzie T zast¡piono dowolnym ukªadem Furstenberga funkcji arytmetycz-
nej u).

Wniosek 5.0.8. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) u K F X UE.

(b) Dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ funkcji u zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:
dla dowolnego samopoª¡czenia λ P JRelErg

2 pXu, κ, Sq (w szczególno±ci λ|ISbIS �
κ|IS b κ|IS), mamy

Eλ

�
Eκrπ0 |AF s bEκrπ0 |AF s | IS b IS

�
� Eκrπ0 | ISs bEκrπ0 | ISs. (5.2)

(c) Dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ funkcji u zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:
dla dowolnego samopoª¡czenia λ P J2pXu, κ, Sq gdzie λ|ISbIS � κ|IS b κ|IS
mamy

Eλ

�
Eκrπ0 |AF s bEκrπ0 |AF s | IS�S

�
� Eκrπ0 | ISs bEκrπ0 | ISs. (5.3)
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5.0.3 Przykªady

Klasa ID

Przykªad 5.0.9. Rozwa»my klas¦ ID wszystkich identyczno±ci. Wtedy funkcja
Eκrπ0 |AF s jest AF -mierzalna, gdzie AF � IS, a funkcja Eκrπ0 |AF s bEκrπ0 |AF s
jest IS b IS-mierzalna, wi¦c warunek (5.2) zachodzi. Wynika z tego, »e teza (a)
wniosku 5.0.8 zachodzi. Ale funkcja Eκpπ0|ISq jest niezmiennicza, wi¦c jest ona or-
togonalna do ergodycznych obrazów markowowskich (patrz: (5.1)) dokªadnie wtedy,
gdy ma caªk¦ zero. St¡d jedynym ograniczeniem na π0 (i κ) jest warunek (2.24), tj.
±rednia funkcji u jest równa 0. Zauwa»my, »e poniewa» jedyn¡ ergodyczn¡ identycz-
no±ci¡ jest ukªad jednopunktowy, wi¦c pasuje to do oczywistego warunku zerowej
±redniej funkcji u, poniewa» te funkcje arytmetyczne s¡ ortogonalne do wszystkich
monoergodycznych identyczno±ci.

Przypadek widma dyskretnego

B¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡cej obserwacji (Rαpzq � ze2πiα oznacza obrót nie-
wymierny o α na S1):

Lemat 5.0.10. Zaªó»my, »e T P AutpX,B, µq. Zaªó»my równie», »e 0 � F P L2pX,µq
speªnia F � T � e2πiαF (p.w.), gdzie α P r0, 1q jest liczb¡ niewymiern¡. Wówczas
istnieje funkcja g P L2pS1,Lebq taka, »e g � Rα � e2πiαg i poª¡czenie ρ P JpT,Rαq
speªniaj¡ce warunek

³
X�S1 F pxqgpzq dρpx, zq � 0.

Dowód. Poniewa» liczba α jest niewymierna, wi¦c F |�
nPN Xn � 0. Mo»emy zatem

zaªo»y¢ bez straty ogólno±ci, »e automor�zm T jest aperiodyczny, tj. T jest auto-
mor�zmem przestrzeni pX̄�Y, µ̄bνq, gdzie T px̄, yq � px̄, Tx̄yq, przy czym x̄ ÞÑ Tx̄ P
AutpY, νq jest rozkªadem na skªadowe ergodyczne automor�zmu T .

Niech A :� tx̄ P X̄;F px̄, �q � 0 ν � p.w.u. Wtedy µ̄pAq ¡ 0. Zauwa»my, »e
dla x̄ P A, funkcja F px̄, �q jest funkcj¡ wªasn¡ dla automor�zmu Tx̄ odpowiadaj¡c¡
warto±ci wªasnej e2πiα. Z ergodyczno±ci wynika, »e |F px̄, �q| �: ξpx̄q ¡ 0 (dla p.w.
x̄ P A; poza zbiorem A funkcja F przyjmuje warto±¢ 0).

Niech G : A�Y Ñ S1, Gpx̄, yq � F px̄, yq{ξpx̄q. Wtedy G jest nadal funkcj¡ wªa-
sn¡ dla automor�zmu T |A�Y odpowiadaj¡c¡ warto±ci wªasnej e2πiα. Wynika st¡d,
»e G � T |A�Y � Rα � G. Co wi¦cej, G�pµ̄|A b νq � Leb, poniewa» miara po lewej
stronie musi by¢ Rα-niezmiennicza. Wynika z tego, »e G jest odwzorowaniem fak-
toryzuj¡cym pomi¦dzy T |A�Y i Rα, a wi¦c mo»emy rozwa»y¢ odpowiadaj¡ce mu
poª¡czenie wykresowe ρ1 :� ∆G. �¡czymy równie» automor�zm T |Ac�Y z obrotem
Rα, przyjmuj¡c jako poª¡czenie ρ2 miar¦ produktow¡. Interesuj¡ce nas poª¡czenie ρ
jest kombinacj¡ wypukª¡ poª¡cze« ρ1 i ρ2 postaci µ̄pAqρ1� p1� µ̄pAqqρ2. Zatem dla
B̃ � X̄ � Y i C � S1 mamy

ρpB̃ � Cq � µ̄pAqρ1ppB̃ X pA� Y qq � Cq � p1� µ̄pAqqρ2ppB̃ X pAc � Y qq � Cq.

Poªó»my χpzq � z, która jest funkcj¡ wªasn¡ obrotu Rα (odpowiadaj¡c¡ warto±ci
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wªasnej e2πiα). Mamy zatem»
X̄�Y�S1

F px̄, yqχpzq dρpx̄, y, zq �

� µ̄pAq

»
A�Y�S1

F px̄, yqχpzq dρ1px̄, y, zq�p1�µ̄pAqq

»
Ac�Y�S1

F px̄, yqχpzq dρ2px̄, y, zq �

� µ̄pAq

»
A�Y�S1

F px̄, yqχ �Gpx̄, yq dpµ̄|A b νqpx̄, yq �

�

»
A�Y

F px̄, yqGpx̄, yq dpµ̄|A b νqpx̄, yq �

»
A

ξpx̄q dµ̄px̄q ¡ 0,

co ko«czy dowód.

Uwaga 5.0.11. Zauwa»my, »e teza lematu 5.0.10 nie zachodzi, je±li α � 0. Rze-
czywi±cie, jak zauwa»yli±my wcze±niej, ka»da funkcja niezmiennicza F o ±redniej
zerowej jest ortogonalna do wszystkich ergodycznych obrazów Markowa (poniewa»
funkcja F jest mierzalna wzgl¦dem σ-algebry zbiorów niezmienniczych, a ten faktor
jest rozª¡czny ze wszystkimi automor�zmami ergodycznymi). W powy»szym dowo-
dzie wa»ne byªo, aby ±rednia funkcji χ byªa równa zero, co w ko«cowym rachunku
spowodowaªo znikni¦cie cz¦±ci poª¡czenia ρ danej przez miar¦ produktow¡ ρ2.

Pomimo powy»szej uwagi poka»emy, »e teza lematu 5.0.10 jest prawdziwa dla
α � 0. Dla uproszczenia zaªó»my, »e α � 1{2, tj. rozwa»amy warto±¢ wªasn¡ �1.
Zaªó»my najpierw, »e automor�zm T jest nadal aperiodyczny. Zauwa»my, »e je±li
F � T � �F , to mamy t¦ sam¡ relacj¦ na skªadowych ergodycznych. Wówczas
F 2 jest funkcj¡ niezmiennicz¡, wi¦c widzimy, »e na ka»dej skªadowej ergodycznej
tx̄u � Y funkcja F px̄, �q ma (jak poprzednio) staªy moduª ξpx̄q i przyjmuje dwie
warto±ci, albo cx̄ albo �cx̄. Ponadto je±li F px̄, yq � cx̄ to F � T px̄, yq � �cx̄. Je»eli
ustalimy y0 P Y , to bior¡c F px̄, y0q, dokonujemy mierzalnego wyboru warto±ci dx̄
(równej albo cx̄ albo �cx̄) na ka»dym wªóknie tx̄u�Y . Twierdzimy teraz, »e mo»emy
znale¹¢ podzbiór A1 � A dodatniej miary oraz mierzalny wybór A1 Q x̄ ÞÑ dx̄ takie, »e»

A1�Y

|F px̄, yq|2
1

dx̄
dpµ̄b νqpx̄, yq �

»
A1
ξpx̄q2{dx̄ dµ̄px̄q � 0. (5.4)

Rzeczywi±cie, istnienie zbioru A1 wynika z faktu, »e funkcja podcaªkowa jest ró»na od
zera. De�niujemy funkcj¦ G : A1 � Y Ñ t�1, 1u jako Gpx̄, yq � F px̄, yq{dx̄ i powta-
rzamy poprzedni dowód z okr¦giem zast¡pionym przez grup¦ t�1, 1u, R1{2pjq � �j
i χpjq � j (której ±rednia wynosi zero).

Aby poradzi¢ sobie z ogólnym przypadkiem, najpierw zaªó»my, »e cz¦±¢ aperio-
dyczna jest nietrywialna, znajd¹my dobre poª¡czenie tej cz¦±ci z obrotem R1{2, a
nast¦pnie uzupeªnijmy to poª¡czenie do peªnego poª¡czenia automor�zmów T i R1{2

poprzez wzi¦cie poª¡czenia produktowego cz¦±ci T |Xn (n ¥ 1) z R1{2. Wreszcie, je±li
nie ma cz¦±ci aperiodycznej, to musi istnie¢ nietrywialna cz¦±¢ okresowa T |Xn0

dla
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pewnego n0 ¥ 2. Nast¦pnie powtarzamy dowód przypadku aperiodycznego, zast¦-
puj¡c automor�zm T przez automor�zm T |Xn0

.
Dla danej przeliczalnej podgrupy G oznaczmy przez DISPG � S1 rodzin¦ auto-

mor�zmów o dyskretnym widmie, których zbiór warto±ci wªasnych jest zawarty w
podgrupie G. Ta rodzina tworzy klas¦ charakterystyczn¡.

Stwierdzenie 5.0.12. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ podgrup¡ okr¦gu. Wówczas mamy
u K UE X DISPG wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ukªadu Furstenberga
κ P V puq zachodzi σπ0,κptzuq � 0, gdzie z P Gzt1u.

Dowód. ùñ: (przez kontrapozycj¦) Zaªó»my, »e dla pewnej miary κ P V puq mamy

κ � lim
NÑ8

1

Nk

¸
n¤Nk

δSnu.

Zaªó»my, »e dla pewnego 1 � z0 P G mamy σπ0,κptz0uq ¡ 0, to znaczy, »e miara
spektralna funkcji π0 ma atom w z0. Z tego wynika, »e

π0 � πz0 � πKz0 ,

gdzie πz0 oznacza rzut ortogonalny funkcji π0 na podprzestrze« funkcji wªasnych
odpowiadaj¡cych warto±ci wªasnej z0 � e2πiα (zakªadamy, »e α jest niewymierne, w
przypadku wymiernym z0 � 1 dowód przebiega podobnie). W ±wietle lematu 5.0.10
istnieje poª¡czenie ρ P JppXu, κ, Sq, Rαq takie, »e»

πz0pωqχpzq dρpω, zq � 0. (5.5)

Z twierdzenia 2.4.14 (ewentualnie przechodz¡c do podci¡gu ci¡gu pNkq), otrzymu-
jemy ci¡g generuj¡cy ppSnuq, pwnqq (wzdªu» pNkq) dla poª¡czenia ρ:

1

Nk

¸
n¤Nk

δpSnu,wnq Ñ ρ,

gdzie zbiór tn;wn�1 � Rαwnu ma posta¢ b1   b2   . . . z bk�1 � bk Ñ 8. U»ywa-
j¡c ci¡gu pwnq, przechodzimy do odpowiadaj¡cego modelu orbitalnego, aby uzyska¢
nowy, monoergodyczny ukªad pY, Sq, który jest modelem obrotu niewymiernego Rα.
Z tego wynika, »e (w :� pwnq i rχppynqq � χpy0q)

1

Nk

¸
n¤Nk

upnqχ̃pSnwq �
1

Nk

¸
n¤Nk

π0pS
nuqχpwnq Ñ

»
π0 b χ dρ.

Poniewa» πKz0 K χ (w L2pρq miary spektralne σπKz0b1 i σ1bχ s¡ wzajemnie osobliwe),
wi¦c »

π0 b χ dρ �

»
pπz0 � πKz0q b χ dρ �
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�

»
πz0 b χ dρ � 0,

a st¡d wynika teza (u koreluje z monoergodycznym ukªadem maj¡cym grup¦ war-
to±ci wªasnych zawart¡ w G).

ðù (przez kontrapozycj¦): Zaªó»my, »e u M pX,T q dla pewnego monoergodycz-
nego ukªadu topologicznego pX,T q, dla którego MpX,T q � tνu, a grupa warto±ci
wªasnych automor�zmu pT, νq jest zawarta w G. Zatem dla pewnego ci¡gu pNkq,
pewnej funkcji f P CpXq i pewnego x P X mamy 1

Nk

°
n¤Nk

upnqfpT nxq Ñ c � 0.
Ewentualnie przechodz¡c do podci¡gu ci¡gu pNkq, otrzymujemy

c �

»
π0 b f dρ �

»
π0Eρr1b f |Xus dκ.

Poniewa» automor�zm pT, νq jest ergodyczny z dyskretnym widmem zawartym w
G (mo»emy równie» zaªo»y¢, »e

³
f � 0), wi¦c miara spektralna funkcji f ma tylko

atomy w Gzt1u. Miara spektralna funkcji Eρr1bf |Xus jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦-
dem miary σf , wi¦c jest równie» czysto atomowa i ma atomy zawarte w Gzt1u.
Poniewa» funkcja π0 nie jest ortogonalna do funkcji Eρr1 b f |Xus, wi¦c jej miara
spektralna ma atom nale»¡cy do zbioru Gzt1u.

Uwaga 5.0.13. W rzeczywisto±ci udowodnili±my nast¦puj¡cy fakt: Zaªó»my, »e
T P AutpX,B, µq i f P L2

0pX,B, µq. Wówczas f K L2pImpΦρqq dla dowolnego
poª¡czenia ρ P JpR, T q i wszystkich automor�zmów R ergodycznych z dyskretnym
widmem wtedy i tylko wtedy, gdy σf ! η � δt1u dla pewnej miary ci¡gªej η (na S1).

Poniewa» warunek u K UE X DISP jest równowa»ny u K UE X DISPG dla
wszystkich przeliczalnych podgrup G � S1, wi¦c otrzymujemy nast¦puj¡cy wynik:

Stwierdzenie 5.0.14. Zaªó»my, »e u : NÑ D,Mpuq � 0. Wówczas u K UEX DISP
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej miary κ P V puq, miara spektralna σπ0,κ ! η� δt1u
dla pewnej ci¡gªej miary η.

Wa»n¡ obserwacj¡ jest zatem to, »e na mocy lematu Wienera (patrz: lemat 2.2.1)
oraz (2.4) mamy: dla dowolnej miary borelowskiej (sko«czonej, nieujemnej) σ na
okr¦gu ¸

1�z

|σptzuq|2 �
¸
z

|σptzuq|2 � |σpt1uq|2 �

� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

|pσphq|2 � ��� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

pσphq���2.
Granice tego rodzaju zastosowane do funkcji π0 w dowolnym ukªadzie Furstenberga
pXu, κ, Sq funkcji arytmetycznej u s¡ wyra»alne w terminach autokorelacji funkcji u.
Na przykªad mamy nast¦puj¡cy:
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Wniosek 5.0.15. Zaªó»my, »e u jest punktem generuj¡cym. Wtedy funkcja u jest
ortogonalna do wszystkich monoergodycznych modeli automor�zmów ergodycznych o
dyskretnym widmie wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

lim
NÑ8

��� 1
N

¸
n¤N

upn� hqupnq
���2 �

� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

��� lim
NÑ8

1

N

¸
n¤N

upn� hqupnq
���2 �

�
��� lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

lim
N8

1

N

¸
n¤N

upn� hqupnq
���2.
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Rozdziaª 6

Funkcje arytmetyczne

6.1 Pretensjonalna funkcja multyplikatywna orto-

gonalna do wszystkich ukªadów monoergodycz-

nych

Przypomnijmy, »e przez D oznaczamy dysk jednostkowy w C. Rozwa»amy funkcje
arytmetyczne u : N Ñ D, które s¡ multyplikatywne, tzn. upmnq � upmqupnq, gdy
m i n s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi. Przypomnijmy, »e charaktery Archimedesa
n ÞÑ nit (t P R) s¡ funkcjami wolno zmieniaj¡cymi si¦ w ±redniej i st¡d ich ukªadami
Furstenberga sa tylko identyczno±ci (dokªadny opis tych identyczno±ci znajduje si¦
w pracy [25]). Pami¦taj¡c, »e charaktery Archimedesa nie maj¡ ±redniej, stosuj¡c
np. stwierdzenie 4.5.1 wnioskujemy, »e charaktery Archimedesa s¡ funkcjami orto-
gonalnymi do wszystkich ukªadów monoergodycznych.

Naszym celem jest udowodnienie nast¦puj¡cego wniosku:

Wniosek 6.1.1. Jedynymi pretensjonalnymi funkcjami multyplikatywnymi u : NÑ D
ortogonalnymi do wszystkich ukªadów monoergodycznych s¡ charaktery Archimedesa
n ÞÑ nit, t P R.

Dowód. Zaªó»my, »e funkcja u nie jest charakterem Archimedesa. Wtedy mamy
Dpu, χ � nitq   8, gdzie χ jest nietrywialnym pierwotnym charakterem Dirichleta.
Rozwa»my dwa przypadki:

1. Je±li t � 0, to na mocy twierdzenia 2.8(i) w [17], wszystkie ukªady Fursten-
berga funkcji u s¡ ergodyczne. Ponadto o ile u � 1, to ka»dy z tych ukªadów
Furstenberga jest ukªadem nietrywialnym (czyli ró»nym od ukªadu jednopunk-
towego). St¡d π0 nie speªnia warunku ze stwierdzenia 4.5.1.

2. Je±li t � 0, to, poniewa» funkcja u nie jest (z zaªo»enia) charakterem Archime-
desa, wi¦c na mocy twierdzenia 2.8(ii) [17], jego widmo nie mo»e by¢ trywialne.
Z tego samego twierdzenia wynika, »e ka»dy ukªad Furstenberga ma posta¢
Id � T , gdzie T jest nietrywialnym automor�zmem ergodycznym. Teraz, po-
niewa» u K UE, to w ±wietle stwierdzenia 4.5.1 mamy, »e π0 K Fwe,0pXu, κ, Sq

125
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dla dowolnej miary κ P V puq. Ze stwierdzenia 4.1.5 wynika, »e dla dowolnego
κ P V puq, funkcja π0 jest κ-p.w. mierzalna wzgl¦dem IS. Jednak wówczas IS

jest σ-algebr¡ generowan¡ przez proces pπ0 � SnqnPZ, co oznacza, »e dziaªa on
jako identyczno±¢. Jest to sprzeczne z faktem, »e w ukªadach Furstenberga
funkcji u mamy nietrywialn¡ cz¦±¢ ergodyczn¡.

Uwaga 6.1.2. W ±wietle ostatnich post¦pów wokóª hipotez Chowli i Sarnaka, roz-
s¡dne jest oczekiwanie, »e charaktery Archimedesa i funkcje multyplikatywne o ze-
rowej pseudo-normie Besicovitcha s¡ jedynymi (ograniczonymi przez 1) funkcjami
multyplikatywnymi, które s¡ ortogonalne do wszystkich ukªadów monoergodycz-
nych.

6.1.1 Zastosowanie: u±redniona wªasno±¢ Chowli

Poka»emy teraz, »e u±redniona hipoteza Chowli (patrz: przypis 14 lub uwaga 6.1.4)
dla funkcji arytmetycznej u jest równowa»na hipotezie ortogonalno±ci (1.1) dla ukªa-
dów topologicznych, których wszystkie miary niezmiennicze daj¡ ukªady ze specjal-
nej klasy charakterystycznej. Ustalmy funkcj¦ ograniczon¡ u : N Ñ C i zaczynamy
od rozszerzenia stwierdzenia 4.1.2 (równowa»no±¢ warunków (a) i (b)).

Stwierdzenie 6.1.3. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) Funkcja u ma ±redni¡ zerow¡ na typowym krótkim przedziale (jest to równo-
wa»ne z faktem, »e pierwsza norma GHK funkcji u znika).

(b) Eκrπ0 | ISs � 0 dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ P V puq.

(c) Miara spektralna σπ0,κ nie ma atomu w punkcie 1 dla dowolnego ukªadu Fur-
stenberga κ P V puq.

Dowód. Fakt, »e (b) i (c) s¡ równowa»ne pochodzi z teorii spektralnej. Istotnie, niech
κ P V puq. Wówczas z (2.4), de�nicji miary spektralnej, ci¡gªo±ci iloczynu skalarnego
i twierdzenia von Neumanna otrzymujemy nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci:

σπ0,κpt1uq � lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

pσπ0,κrns � lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

xUn
Sπ0, π0yκ �

� x lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

Un
Sπ0, π0yκ � xEκrπ0 | ISs, π0yκ �

� }Eκrπ0 | ISs}
2.
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Rozwa»my teraz funkcj¦ u speªniaj¡c¡ u±rednion¡ wªasno±¢ 2-Chowli rozpatry-
wan¡ w [33] i opart¡ na pracy [40]:

lim
HÑ8

1

H

¸
h¤H

lim
kÑ8

1

Mk

��� ¸
m¤Mk

upm� hqupmq
��� � 0 (6.1)

dla ka»dego podci¡gu pMkq de�niuj¡cego ukªad Furstenberga funkcji u.

Uwaga 6.1.4. Jak pokazano w [40], zobacz tak»e dodatek A w [33], u±redniona
wªasno±¢ 2-Chowli jest równowa»na u±rednionej wªasno±ci Chowli:

lim
HÑ8

1

Hk

¸
h1,...,hk¤H

lim
sÑ8

1

Ms

��� ¸
n¤Ms

upnqupn� h1q . . .upn� hkq
��� � 0

dla dowolnego k ¥ 1, 1 ¤ h1   . . .   hk (dla ka»dego podci¡gu pMsq de�niuj¡-
cego ukªad Furstenberga funkcji u). Z punktu widzenia teorii ergodycznej (patrz:
uwaga 2.3.16) rozpatrywana wªasno±¢ mo»e by¢ uwa»ana za jedno z mo»liwych
sformuªowa« klasycznego zjawiska (po raz pierwszy rozpatrywanego przez Fursten-
berga), »e �sªabe mieszanie implikuje sªabe mieszanie wszystkich rz¦dów�.

Przypomnijmy, »e w [14] i [33] pokazano, »e warunek (6.1) jest równowa»ny fak-
towi, »e σπ0,κ jest miar¡ ci¡gª¡ dla dowolnego ukªadu Furstenberga κ P V puq. Wynika
z tego (patrz: stwierdzenie 6.1.3 powy»ej), »e u±redniona wªasno±¢ Chowli implikuje
zerow¡ ±redni¡ na typowym krótkim przedziale, czyli (patrz: stwierdzenie 4.1.2)
mamy }u}u1 � 0. Naszym celem jest udowodnienie nast¦puj¡cego wyniku:

Twierdzenie 6.1.5. Zaªó»my, »e }u}u1 � 0. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) funkcja u speªnia u±rednion¡ wªasno±¢ Chowli;

(b) funkcja u jest ortogonalna do wszystkich monoergodycznych modeli automor�-
zmów o dyskretnym widmie;

(c) funkcja u jest ortogonalna do wszystkich ukªadów topologicznych, których wszyst-
kie miary niezmiennicze daj¡ miarowe ukªady dynamiczne o dyskretnym widmie.

Dowód. (a)ñ(b) Pami¦taj¡c, »e u±redniona hipoteza Chowli implikuje ci¡gªo±¢ miary
spektralnej funkcji π0, twierdzenie wynika bezpo±rednio ze stwierdzenia 5.0.7 i uwagi 5.0.13
(patrz tak»e: wniosek 5.0.15).
(b)ñ(a) Ponownie wynika to z uwagi 5.0.13 (pami¦taj¡c, »e zgodnie ze stwierdze-
niem 6.1.3, miara spektralna funkcji π0 nie ma atomu w 1). Poniewa» (c)ñ(b), wi¦c
wystarczy pokaza¢, »e (a)ñ(c), co natomiast wynika z [14] (patrz: dowód wniosku
3.20 w [14]). Dzieje si¦ tak, poniewa» warunek (a) implikuje, »e miara spektralna
funkcji π0 jest ci¡gªa (dla dowolnej miary κ P V puq).
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