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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Wladystawa Klinikowskiego
Periodic Solutions of Nonlinear Damped Wave Equations on the
Whole Euclidean Space (1)

Rozprawa doktorska mgra Wladystawa Klinikowskiego zostata przygotowana na Wy-
dziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika. Promotorem roz-
prawy jest dr hab. Aleksander Cwiszewski, prof. UMK. Rozprawe napisano w jezyku
angielskim, liczy ona 158 stron i sktada sie¢ ze strony tytutowej, spisu tresci, obszernego
wprowadzenia omawiajacego tres¢ w dosé szczegdtowy sposob, pieciu rozdziatéw, aneksu,
bibliografii zawierajacej 59 pozycji oraz skorowidza.

W pierwszej czesci recenzji omawiam zawartosé i przedmiot rozprawy; w drugiej czesci
przedstawiam uwagi dotyczace kwestii merytorycznych i redakcyjnych; w trzeciej czesci
odnosze sie do wymogoéw stawianych rozprawom doktorskim okreslonych w ustawie z dnia
20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz.U. z 2018 r. poz. 1668), a
takze wynikajacych z uchwalty nr 89 Senatu UMK z dnia 25 czerwca 2019 r. w sprawie
trybu nadawania stopnia doktora na UMK wraz z p6zniejszymi zmianami. W podsumo-
waniu formutuje ostateczna konkluzje.

Czesé I: Opis tresci

W swoim opisie ogranicze¢ si¢ do stosunkowo zwieztego przedstawienia zawartosci roz-
prawy, co — ze wzgledu na wysoka zlozono$é¢ tematu — bedzie jednak wymagaé nieco
miejsca.

Rozprawa otwiera dobrze napisane wprowadzenie, ktore w sposéb wszechstronny przed-
stawia problem i jego kontekst. Oméwiono w nim réwniez tematyke i gtéwne wyniki.
Rozprawa doktorska mgra Wtadystawa Klinikowskiego dotyczy klasycznego, ale bardzo
nietrywialnego problemu w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych: istnienia okreso-
wych w czasie rozwigzan nieliniowych ttumionych réwnan falowych. Choé tematyka ta
ma bogata historie, szczegdlnie w przypadku probleméw sformutowanych na obszarach

IPonizszy tekst jest wiernym ttumaczeniem, dokonanym przez recenzenta, recenzji napisanej po an-
gielsku.



ograniczonych, autor podejmuje sie znacznie trudniejszego przypadku calej przestrzeni
cuklidesowej RY.

Glownym badanym réwnaniem jest
(1) Uy + Buy = Au— V(z)u+ f(t,x,u), t>0, z€RY,

gdzie f > 0 jest wspoOlczynnikiem tltumienia, a f jest T-okresowa w czasie. Hamilto-
nian —A + V zawiera potencjat podlegajacy stosunkowo stabym zatozeniom, co pozwala
na wiele naturalnych zastosowan. Kluczowa trudnosé¢ zwiazana z nieograniczona dzie-
dzing to brak zwartosci standardowych wlozen Sobolewa, co uniemozliwia stosowanie
wielu klasycznych metod (opartych na zwartosci). Rozprawa z powodzeniem pokonuje te
przeszkode, wykorzystujac wyrafinowane potaczenie nowoczesnych narzedzi analizy funk-
cjonalnej, w tym teorie Cy-potgrup, miary niezwartosci, teorie stopnia topologicznego i
zasady usredniania.

Istnienie rozwiazan okresowych dla skonczenie lub nieskoniczenie wymiarowych rownan
rozniczkowych zwyczajnych mozna badaé¢ za pomoca metod topologicznych opartych na
teorii punktu statego. Podejscie przedstawione w rozprawie mgra Klinikowskiego opiera
sie na technice opracowanej (jak gleboko wierze) na poczatku lat 60. XX wieku przez
Krasnosielskiego (patrz stynna monografia Krasnosielskiego Operator przesuniecia wzdtuz
trajektorii rownan rozniczkowych, AMS, 1968, ktora porusza tematy wciaz interesujgce
dla wspolezesnych badaczy), a nastepnie rozpowszechnionej przez licznych matematy-
kow, w tym kilku polskich badaczy, w szczegdlnosci tych zwiazanych z Toruniem. 7 tej
perspektywy przeglad literatury przedstawiony we wprowadzeniu wydaje sie daleki od
kompletnosci.

Idea metody Krasnosielskiego dotyczy problemu rézniczkowego postaci
(%) = F(t,u),

gdzie F' dziata na (podzbiorze) iloczynu kartezjanskiego [0,00) X E, z E bedaca prze-
strzenig Banacha, i spelnia zalozenia gwarantujace globalne istnienie i jednoznacznosé
rozwiazan. W szczegolnosci, dla kazdego x € E' (lub w odpowiednim podzbiorze) istnieje
rozwigzanie u(-, ) problemu (x) okreslone na [0, 00) z warunkiem poczatkowym u(0) = x.
Dla danego T' > 0, punkt staly odwzorowania F 3> z — ®r(z) := u(T, z) daje rozwiaza-
nie u problemu brzegowego u(0) = u(T') dla (). Jesli dodatkowo F(-,u) jest T-okresowa,
otrzymujemy istnienie rozwigzan okresowych.

Mam watpliwosé, czy operator 1 zdefiniowany powyzej powinien by¢ nazywany ope-
ratorem Poincarégo. Raczej okreslitbym go jako operator przesuniecia wzdtuz trajektorii
Krasnosielskiego.

Jak widzimy, sama idea metody jest dos¢ prosta i obiecujaca. Jednak trudnosci i po-
wazne wyzwania pojawiaja sie, gdy probuje sie zastosowaé te argumenty w konkretnych
sytuacjach. Ré6znorodnosé tych sytuacji wyjasnia duza liczbe prac po$wieconych rozwo-
jowi tego podejscia.

Pozwolcie, ze wymienie kilka potencjalnych probleméw i wyzwan pojawiajacych sie
przy stosowaniu metody Krasnosielskiego.
Pierwszy problem dotyczy poprawnego postawienia zagadnienia (w sensie istnienia

i jednoznacznosci) problemu rézniczkowego. Jest to zwykle traktowane jako kwestia ze-
wnetrzna, opierajaca sie na ogdlnych wynikach wynikajacych z przyjetych zalozen. W
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rozprawie autor stosuje nieco nadmierne odniesienia tancuchowe (w Sekcji 3.4 odsyta do
Sekcji 1.5, ktora z kolei odsyta do Sekcji 1.2, gdzie — miedzy innymi — cytowana jest
monografia Pazy’ego), co moze utrudnia¢ czytelnosé. Zaktadajac globalne istnienie, na-
lezy nastepnie zbadaé¢ operator Krasnosielskiego ®7: jego regularnosé, zwartosé i bardziej
ogblne wlasnosci topologiczne. Pytania te sg zazwyczaj trudne, zwlaszcza w sytuacji nie-
skoniczenie wymiarowej, gtéwnie z powodu wewnetrznego braku zwartosci. Nastepnie bada
sie punkty state ®r. Naturalnym punktem wyjscia jest tak zwany wzor Krasnosielskiego,
wigzacy indeks punktu stalego @7 (typu Leraya—Schaudera) z odpowiednim stopniem
prawej strony (x). Niestety autor nie podaje wystarczajaco precyzyjnego odniesienia do
tego wzoru.

Po rozwiazaniu tych technicznie skomplikowanych kwestii, mozna zaja¢ sie problemem
okresowym.

Niniejsza rozprawa poswiecona jest systematycznemu badaniu tych i pokrewnych pro-
bleméw w przypadku rownania (1). Opis ogolnego podejscia, jak réwniez gtownych wy-
nikow, znajduje sie w drugiej cze$ci Wprowadzenia, gdzie sformutowano Twierdzenia I i
II. Twierdzenia te dotycza tak zwanych przypadkéw rezonansowego i nierezonansowego,
w zaleznosci od zachowania linearyzacji problemu. Kolejne rozdziaty po$wiecone sg roz-
wiazaniu kwestii zarysowanych powyzej.

Ogolny zarys rozprawy i jej filozofia mogtyby zostaé¢ szerzej rozwiniete wraz z po-
rOwnaniami do alternatywnych podejsé; jednak powstrzymuje sie od tego, aby przejs¢ do
bardziej szczegdtowego opisu.

Pierwszy rozdzial ustanawia abstrakcyjne ramy analizy funkcjonalnej dla calej roz-
prawy. Autor zaczyna od przypomnienia podstawowych faktéw dotyczacych Cy-potgrup
i poprawnego postawienia zagadnienia dla poétliniowych rownan ewolucyjnych. Kluczo-
wym rozdzialu — i znaczacym wktadem samym w sobie — jest Twierdzenie 1.3.1, ktore
dostarcza ogolnego wyniku o ciaglosci (lub zbieznosci) dla ciagoéw rozwiazan tagodnych.
Twierdzenie orzeka, ze jesli ciag wyrazoéw nieliniowych F, spelia jednostajne warunki
Lipschitza i wzrostu, a ich catki zbiegaja punktowo,

t t
/Fn<7',u)d7'—>/ Fo(r,u)dr,
0 0

to odpowiadajace im rozwiazania tagodne u,, zbiegaja jednostajnie na ograniczonych prze-
dziatach do rozwiazania uy problemu granicznego. Dowdd jest umiejetnym zastosowa-
niem teorii poélgrup, twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej oraz whasnosci
miary niezwarto$ci Hausdorffa. Twierdzenie to rozszerza klasyczne wyniki (np. te autor-
stwa D. Henry’ego), poniewaz wymaga jedynie zbieznosci catkowej wyrazow nieliniowych,
warunku §cile stabszego niz zbieznoéé punktowa lub L!.

7 tego fundamentalnego wyniku autor wyprowadza dwa wazne wnioski:

e Twierdzenie 1.4.1 (Ciaglo$é dla rownan sparametryzowanych): Wynik ten
dotyczy nieliniowosci postaci Fj,(t/a,,u) 1 jest szczegolnie istotny dla problemow
zwiazanych ze zmiennoscig czestotliwosci.

e Twierdzenie 1.4.2 (Abstrakcyjna zasada usredniania): Twierdzenie to poka-
zuje, ze rozwiazania réwnan szybko oscylujacych postaci F,(t/e,,u) gdy €, \, 0
zbiegaja do rozwigzania usrednionego rownania autonomicznego z nieliniowo$cia

Fu) =L [T F(t,u)dt.



Rozdzial koriczy sie wprowadzeniem operatora przesuniecia wzdhuz trajektorii (Poin-
carégo, czy raczej Kranosielskiego) ®; oraz przypomnieniem twierdzenia o jego ciaglosci i
k-kontraktywnosci. Operator ten odgrywa centralng role w analizie, poniewaz jego punkty
stale odpowiadaja T-okresowym rozwiazaniom.

Drugi rozdzial zawiera szczegétowa analize spektralng i potgrupowa liniowej czedci
roOwnania, stanowiac podstawe dla p6zniejszych badan nieliniowych. Rozwazanym opera-
torem jest thumiony operator falowy A : D(A) C X — X, gdzie X = H}(RY) x L*(RY).

Kluczowe zatozenia dotyczace potencjatu V' sa takie, ze jest on typu Kato—Rellicha, to
mnaczy V = Vo + Vo 2 Voo € L®(RY) i Vy € LP(RY) dla odpowiednich p, a jego asymp-
totyczne dno, (V) = limp_,o essinf ;s g Voo (), jest dodatnie. Zalozenia te sg starannie
dobrane, aby zapewni¢ samosprzezonos¢ operatora Schrodingera —A + V' w duchu twier-
dzenia Kato oraz zapewnié¢ efektywng kontrole jego widma.

Glowne wyniki tego rozdziatu obejmuja:

e Propozycje 2.1.10 i 2.1.12: Ustalajg one, ze —A + V jest samosprzezony, jego
istotne widmo zawarte jest w [#(Vy),00), a widmo ponizej 0(Vy) sktada si¢ ze
skoniczonej liczby warto$ci wtasnych o skonczonej krotnosci.

e Propozycja 2.2.1: Pokazuje, ze A generuje Co-potgrupe {e*},5o i dostarcza pre-
cyzyjnego opisu widma w kategoriach widma —A + V.

e Twierdzenia 2.3.3 i 2.3.9: Sg to centralne wyniki rozdziatu. Autor wprowadza
norme réwnowazng || - s na X (zalezng od parametru s) i dowodzi, ze poétgrupa
{e},;50 jest Scistq kontrakcja na odpowiedniej podprzestrzeni Xg, a zatem jest
k-kontrakcja wzgledem miary niezwartosci Hausdorfta x; .

e Twierdzenie 2.4.4: Dostarcza wzoru na indeks punktu statego operatora linio-
wego e mianowicie Indg (e, Z) = (—=1)™-W gdzie m_(A) oznacza catkowita
krotno$¢ ujemnych wartosci wtasnych —A + V. Wzor ten odgrywa kluczowa role w
nieliniowych obliczeniach indeksu przeprowadzanych w pdzniejszych rozdziatach.

Wyniki przedstawione w dwoch pierwszych punktach sa prawdopodobnie znane; jed-
nak ich wlaczenie wraz z kompletnymi i starannie napisanymi dowodami zwieksza wartosé
rozprawy jako samodzielnego Zrodta wiedzy. Analiza w tym rozdziale jest technicznie wy-
magajaca, ale jasno przedstawiona, demonstrujac solidne opanowanie teorii operatoréw i
analizy spektralnej przez autora.

Trzeci rozdziat stanowi pomost miedzy abstrakcyjna teorig liniows rozwinieta w Roz-
dziale 2 a konkretna nieliniowoscia f wystepujaca w rownaniu (1). Koncentruje sie on na
wlasnosciach zwiazanego z nia operatora Nemytskiego F'(t,u)(x) = f(t, z,u(x)).

Glowne wktady tego rozdziatu sa nastepujace:

e Propozycja 3.1.2: Ustala podstawowe wtasnosci ciggtosci i Lipschitza F', pokazu-
jac, ze odwzorowuje on H'(RY) w L?(R™Y).

e Propozycje 3.2.1 i 3.3.1: Dostarczaja kluczowych oszacowan zwartosci. Oceniaja
one miare niezwartosci zbioru |, F,,(D x U). Przy silnym zalozeniu ograniczonosci
(If| < m(z)) wykazano, ze zbior ten jest wzglednie zwarty (Propozycja 3.2.1). Przy
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stabszych zalozeniach podliniowego wzrostu (warunki (f1) i (f2)) autor ustala ostre
oszacowanie

Xr? (U Fo(D x U)) < 0(loo)x22(U),

n=1

gdzie 0(ly) oznacza asymptotyczne supremum l,, ograniczonej czesci funkeji Lip-
schitza (.

e Twierdzenie 3.4.1: Laczy wyniki Rozdzialow 2 i 3, aby pokazaé, ze operator prze-
suniecia wzdtuz trajektorii Krasnosielskiego ®;, zwigzany z nieliniowym ttumionym
rownaniem falowym jest dobrze okreslony, ciagty i jest k-kontrakcja. Kluczowe osza-
cowanie ma postac

X (Pu(Z x M x [a,])) < e~ eh/Vdatoy (7),

)

o~

gdzie k jest w zasadzie 0(ly), a d = dist(0,0(A)N (0, 00)). Oszacowanie to pokazuje,
ze brak zwartosci jest skutecznie kontrolowany.

e Propozycja 3.5.1: Technicznie wazny wynik ustalajacy wzgledna zwarto$é cig-
gow punktow okresowych pojawiajacych sie w problemach ze zmiana czestotliwosci.
Odgrywa to kluczowsa role w argumentach kontynuacyjnych rozwinietych poézniej.

Czwarty rozdzial poswiecony jest przypadkowi rezonansowemu, w ktérym 0 nalezy do
widma —A + V' i nieliniowosé¢ f jest ograniczona (|f| < m(z)). Celem jest udowodnienie
Twierdzenia I. Metoda taczy redukcje Lyapunowa—Schmidta z zasada usredniania.

Glowne kroki to:

e Twierdzenie 4.1.1 (Wzér na indeks dla réwnan autonomicznych): Dla zre-
dukowanego ukladu autonomicznego na jadrze Xy = Ker(—A + V'), indeks opera-

. . —(e) . . ., L . . L.
tora Poincarégo @, jest wyrazony przez stopieii Brouwera rzutowanej nieliniowosci
Fo : Xo = Xo. Wz6r ma postac:

Inde (TS, U) = (—1)m-(-A+V)+dimXo oo (F 1),

gdzie € jest parametrem kontynuacji skalujacym zaburzenie. Nalezy to traktowaé
jako wariant wspomnianego wzoru Krasnosielskiego. Dow6d wykorzystuje zreczny
argument homotopijny do rozprzezenia dynamiki na skonczenie wymiarowym jadrze
od dynamiki wyktadniczo stabilnej na jego dopetnieniu.

e Twierdzenie 4.2.1 (Rezonansowa zasada usredniania): Rozszerza ono po-
przedni wzor indeksowy na pelne, zalezne od czasu rownanie (4.23) dla dostatecznie
malych e. Pokazuje, ze dla matego parametru ¢, indeks <1>§f) jest dany tym samym

wzorem, ale z F zastapionym przez jego usrednienie czasowe po jednym okresie,
Fo(u) = & [[F PyF(t,u)dt.

e Warunki geometryczne (Sekcja 4.3): Autor laczy abstrakcyjng funkcje Fy z
konkretnymi, weryfikowalnymi warunkami na f, takimi jak warunki Landesmana-Lazera
(LL) isilnego rezonansu (SR). Szczegélnie eleganckie wykorzystanie wtasnosci jed-
noznacznosci przedtuzenia (Twierdzenie 4.3.4) pokazuje, ze silniejsze warunki punk-
towe (LL)", i (SR)!. implikuja warunki catkowe (LL)1 i (SR)+.
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e Lemat 4.3.12: Pokazuje, 7e przy zalozeniach (LL) lub (SR), usrednione odwzoro-
wanie Fy jest niezerowe na duzych sferach w Xy, co implikuje deg 5z (Fo, BRNXy) # 0.

e Dowod Twierdzenia I (Sekcja 4.4): Jest to imponujaca synteza. Przez sprzecz-
no$¢ autor pokazuje, ze kazdy ciag rozwiazan okresowych o duzej normie, po prze-
skalowaniu, zbiegatby do niezerowego elementu jadra, co prowadzi do sprzecznosci
z warunkami (LL) lub (SR). Ustala to a priori ograniczenie. Zasada kontynuacji
(Twierdzenie 4.2.4) taczy nastepnie to ograniczenie z niezerowym stopniem z Lematu
4.3.12, aby udowodni¢ istnienie T-okresowego rozwiazania tagodnego.

Rozdzial konczy sie zastosowaniami do réwnan rézniczkowych czastkowych, pokazu-
jac, ze abstrakcyjne twierdzenia maja zastosowanie do réwnan z potencjalem Coulomba
i konkretnymi nieliniowosciami spetniajacymi warunki typu Landesmana-Lazera lub sil-
nego rezonansu.

Piaty, konicowy rozdziat dotyczy przypadku nierezonansowego, w ktérym f jest asymp-
totycznie liniowa zaré6wno w zerze, jak i w nieskonczonosci. Celem jest udowodnienie
Twierdzenia I1, ktére gwarantuje istnienie niezerowego rozwiazania okresowego. Struktura
rozdziatu odzwierciedla Rozdzial 4, ale jest bardziej ztozona ze wzgledu na konieczno$é
uwzglednienia obu reziméw asymptotycznych.

e Zasady usredniania (Sekcja 5.1): Propozycje 5.1.1 i 5.1.2 rozszerzaja zasade
usredniania na ciagi probleméw ze zmieniajaca sie czestotliwoscia, pokazujac, ze
jesli €, — 0, to ciag rozwiazan e, T-okresowych zbiega do rozwiazania stacjonarnego
rOwnania usrednionego.

e Wz6r na usrednianie indeksu (Twierdzenie 5.2.1): Twierdzenie to jest niere-
zonansowym odpowiednikiem Twierdzenia 4.2.1. Stwierdza ono, ze dla dostatecznie
matych €, indeks @EET) (bedacego operatorem Krasnosielskiego zwiazanym z F'(t/e, u))
na zbiorze otwartym Z (spelniajacym warunek niezdegenerowania) jest réwny in-
deksowi autonomicznego usrednionego operatora <T>€T. Prowadzi to do zasady kon-
tynuacji (Twierdzenie 5.2.2), ktora taczy indeks oryginalnego odwzorowania czasu
T ®1 z indeksem usrednionego odwzorowania dla malych czasow.

e Oszacowania a priori (Propozycja 5.3.1): Jest to kluczowa sekcja techniczna.
Dowodzi ona, ze jesli zlinearyzowane rownania (5.28) i (5.29) nie maja nietrywial-
nych rozwiazan okresowych, to nieliniowe réwnanie (5.3) nie ma rozwiazan okre-
sowych o bardzo duzej normie (oszacowanie w nieskoriczonosci) ani niezerowych
rozwiazan okresowych o bardzo malej normie (oszacowanie w zerze). Dowdd jest
wyrafinowanym argumentem zwartosciowym wykorzystujacym linearyzacje i wyniki
z Sekcji 5.1.

e Wzory na indeks dla rownan autonomicznych (Twierdzenie 5.4.1): Twier-
dzenie to dostarcza indeksu operatora przesuniecia dla autonomicznego, asympto-
tycznie liniowego rownania y = Ay + (0, F'(y)). Dla duzych kul (w nieskoniczono-
ici) pokazuje Indg(®;, Br) = (—1)"-("4+V=%) Dla matych kul (w zerze) pokazuje
Inde(®;, B,) = (—1)m-(-A+V=a),

e Dowod Twierdzenia IT (Sekcja 5.5): Dowod jest teraz kwestia ztozenia elemen-
tow. Twierdzenie 5.4.1 daje indeksy na matych i duzych kulach. Propozycja 5.3.1
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gwarantuje, ze P nie ma punktéw statych na brzegach tych kul. Twierdzenie 5.2.2
pokazuje nastepnie, ze indeksy ®r sa rowne indeksom ®;. Wreszcie wlasnoéé addy-
tywnosci indeksu na pierscieniu Z = B \ B, daje:

Indc(@T7 Z) = (—]_)m*('v‘:’) _ (_1)7717(,&)

Jesli ta roznica jest niezerowa, co jest gwarantowane przez warunek (5.64), to @
musi mie¢ punkt staly w Z, czyli niezerowe T-okresowe rozwigzanie.

Ponownie, rozdzial koriczy sie konkretnymi zastosowaniami do réwnan rézniczkowych
czastkowych, demonstrujac uzytecznoéé twierdzenia dla réwnan na R? z potencjatem Co-
ulomba.

Rozprawa koriczy sie obszernym aneksem, ktory zawiera zwiezte i dobrze zorgani-
zowane podsumowania niezbednego materialu podstawowego, w tym teorii operatoréw
liniowych, przestrzeni funkcyjnych, miar niezwartosci i teorii stopnia topologicznego. To
znaczaco zwieksza samodzielnos$é pracy.

Czesé II: Ocena ogédlna i znaczenie

Recenzowana rozprawa stanowi znaczacy i zaawansowany technicznie wktad w teorie
nieliniowych réwnan ewolucyjnych. Charakteryzuje sie wysokim poziomem matematycz-
nej precyzji, znaczng finezja techniczna i dobrze rozwinietymi ramami koncepcyjnymi.

Mocne strony i gléwne osiggniecia

e Podjecie trudnego problemu: Rozprawa z powodzeniem zajmuje sie istnieniem
rozwigzan okresowych dla hiperbolicznego rownania rézniczkowego czastkowego sfor-
mutowanego na nieograniczonej dziedzinie, gdzie brak zwartosci stanowi fundamen-
talng trudno$¢ analityczng. Autor radzi sobie z tym problemem z zauwazalng kom-
petencja.

e Rozwdj efektywnych narzedzi technicznych: Wprowadzenie normy réwnowaz-
nej zapewniajacej S$cista kontraktywnosé liniowej potgrupy, polaczone z precyzyij-
nymi oszacowaniami miary niezwarto$ci dla operatora Nemytskiego i udoskonalo-
nym twierdzeniem o ciaggloéci dla réwnan ewolucyjnych, tworzy spdjne i potezne
ramy analityczne. Narzedzia te maja niezalezne znaczenie i moga znalezé¢ zastoso-
wania poza rozpatrywanym konkretnym problemem.

e Przejrzystosé i precyzja glownych wynikow: Glowne twierdzenia (Twierdze-
nia [ i II), dotyczace odpowiednio przypadkéw rezonansowego i nierezonansowego,
sg sformutowane w jasny i matematycznie precyzyjny sposob. Zatozenia dotyczace
potencjalu V' i nieliniowosci f sa jawne i weryfikowalne oraz znaczaco powiazane z
klasycznymi warunkami geometrycznymi, takimi jak warunki Landesmana—-Lazera
i silnego rezonansu.

e Powiazanie z konkretnymi modelami: Teorii abstrakcyjnej towarzysza staran-
nie dobrane zastosowania, w szczegolnosci do rownan z potencjatem Coulomba. Zna-
czaco to zwieksza istotnos¢ wynikéw i demonstruje ich zastosowalnosé¢ do konkret-
nych modeli analitycznych.



e Wysoki poziom prezentacji: Rozprawa jest, ogolnie rzecz biorac, starannie na-
pisana i logicznie zorganizowana. Autor demonstruje solidne opanowanie odpowied-
niego aparatu matematycznego i potrafi poprowadzi¢ czytelnika przez wymagajace
technicznie argumenty.

Ogolna struktura rozprawy — sktadajaca sie z pieciu rozdziatéw, wprowadzenia i ob-
szernego aneksu — jest spojna i dobrze przemyslana. Aneks w szczegdlnosci stuzy jako
uzyteczne i samodzielne zroédto informacji o niezbednym materiale podstawowym.

Uwagi i punkty do dyskusji

Niezaleznie od wysokiej jakosci, rozprawa skorzystataby na uwzglednieniu nastepuja-
cych punktow, ktore by¢ inspiracja do dalszych rozwazan i dyskus;ji.

1. Zalezno$¢ od wymiaru N w zatozeniach dotyczacych potencjatow typu Kato—Rellicha
i wyrazow nieliniowych (warunki (5b), (8b), itp.) jest dos¢ zawita. Pozadane byloby
skomentowanie, w jakim stopniu warunki te sa optymalne, czy tez wynikaja gtéwnie
z technicznych ograniczen metody.

2. W przypadku nierezonansowym zalozenie, ze zlinearyzowane rownania (5.28) 1 (5.29)
nie dopuszczaja nietrywialnych e7-okresowych rozwigzan tagodnych, odgrywa klu-
czowg role. Warto bytoby wiedzie¢, czy warunek ten mozna przeformutowaé w czy-
sto spektralnym jezyku, na przyktad w odniesieniu do operatoréow —A +V — @ i
-A+V —a.

3. Warunek é\(loo) < \/Elp, ktory gwarantuje k-kontraktywnos¢ operatora przesuniecia,
wydaje si¢ by¢ kluczowy dla metody. Warto bytoby wyjasni¢, czy zatozenie to jest
istotne dla samych wynikow istnienia, czy tez jest gtownie wymogiem technicznym
zapewniajacym stosowalno$é wybranych ram topologicznych.

4. 7 perspektywy redakcyjnej, niektore czesci wywodu sa niepotrzebnie geste i sty-
listycznie nieco rozwlekte (,barokowe”), co moze utrudnia¢ czytelnosé. Dostepnosé
pracy mozna by poprawié, przenoszac niektére bardziej techniczne lub pomocnicze
materialy do aneksu.

5. Wywod czasami opiera sie na rozbudowanych tanicuchach odniesienn wewnetrznych
(odwolania zagniezdzone), co moze zaciemnia¢ logiczng strukture rozumowania.
Bardziej bezposrednia prezentacja lub konsolidacja kluczowych odniesiern poprawi-
taby przejrzystosc.

6. Rola tak zwanego wzoru Krasnosielskiego, ktory petni role podstawowa w oblicze-
niach indeksu punktu stalego, zastuguje na bardziej precyzyjne i jawne sformutowa-
nie, wraz z jasnym odniesieniem bibliograficznym.

7. Wreszcie, mozna zapytaé, czy alternatywne zasady punktu statego (na przyktad typu
Browdera—Schaudera, Darbou, Sadowskiego lub pokrewne) mogtyby dostarczy¢ wy-
nikéw istnienia przy zalozeniach typu Landesmana—Lazera lub innych, potencjalnie
oferujac komplementarne podejécia do problemu.
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Ocena z perspektywy prawnej

Przepisy prawne cytowane we wstepie niniejszej recenzji okreslaja podstawowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim. Najistotniejsze regulacje zawarte sa w artykutach
187 i 188 ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, a takze w uchwale nr 89 Senatu
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika z dnia 25 czerwca 2019 r. wraz z pdzniejszymi zmia-
nami.

1. Zgodnie z tymi przepisami rozprawa doktorska powinna:

(a) stanowi¢ oryginalne rozwiazanie problemu naukowego lub oryginalne zastosowanie wynikoéw badan
naukowych,

(b) dotyczy¢ oryginalnego rozwiazania problemu naukowego lub innowacyjnego zastosowania wynikow
wlasnych badan naukowych w sferze gospodarczej lub spotecznej,

(c) wykazywaé ogolng wiedze teoretyczna kandydata w danej dyscyplinie oraz umiejetnosé samodzielnego

prowadzenia pracy naukowe;j.

2. Rozprawa powinna by¢ przedstawiona w formie:

(a) monografii,

(b) zbioru opublikowanych i tematycznie powiazanych artykulow naukowych,
(c) pracy projektowej, konstrukeyjnej, technologicznej lub wdrozeniowej, albo
)

(d) samodzielnej i wyodrebnionej czesci pracy zbiorowej.

3. Rozprawa musi by¢ przygotowana samodzielnie, a jej tres¢ musi by¢ oryginalna i wolna od plagiatu.

W przypadku prac zbiorowych nalezy okresli¢ indywidualny wktad autora.

4. Przepisy wymagaja, aby cze$¢ wynikéw badan zawartych w rozprawie zostala opublikowana w recen-

zowanych czasopismach naukowych lub publicznie zaprezentowana przed obrona.

5. Rozprawa powinna by¢ napisana w jezyku polskim lub w jezyku obcym, za zgoda promotora i jednostki

prowadzace;j.

W swietle tych przepiséw stwierdzam, co nastepuje:

1. Rozprawa doktorska przedtozona przez mgra Klinikowskiego spelnia wymagania
okreslone w punktach 1(a), (b) i (c).

2. Rozprawa zostata przedstawiona w formie monografii wykazujacej spdjnosé lo-
giczna i integralno$é strukturalng. Indywidualny wktad autora jest jednoznacz-
nie identyfikowalny.

3. W mojej ocenie rozprawa jest oryginalna i wolna od plagiatu.

4. Czes¢ wynikow zostata opublikowana w recenzowanych miedzynarodowych
czasopismach naukowych; ponadto znaczace czeéci rozprawy zostaly przygoto-
wane do ztozenia w czasopismach do publikacji.

5. Rozprawa jest napisana w jezyku angielskim; jednak wskazane bytoby dotacze-

nie streszczenia w jezyku polskim.

Konkluzja konicowa

Podsumowujac, mgr Witadystaw Jan Klinikowski przygotowal rozprawe doktorska o
wysokim poziomie naukowym, zawierajaca oryginalne i znaczace wyniki w dziedzinie ana-

9



lizy nieliniowej. Praca demonstruje dojrzate opanowanie zaawansowanych metod anali-
tycznych i przekonujaco rozwiazuje trudny i istotny problem matematyczny.

Rozprawa spetnia — i pod wiekszoscia wzgledoéw przewyzsza — standardowe wymagania
stawiane rozprawom doktorskim z matematyki.

Dlatego wnioskuje o przyjecie rozprawy w celu nadania stopnia doktora
filozofii. Co wiecej, ze wzgledu na jej jakosé, proponuje, aby zostala uwzgledniona w
postepowaniu o wyrdznienie.
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