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4.1 Wstep

W teorii niezawodnosci jednym z kluczowych pojeé sg systemy koherentne. Odgrywaja one
istotna role w matematycznym modelowaniu ztozonych urzadzen technicznych, ktoére sktadaja
sie z prostych komponentéow. Podstawowym zatozeniem jest to, ze stan takiego systemu zalezy
od stanéw jego komponentéw wytacznie poprzez funkcje struktury. Funkcja struktury systemu
kohernetnego powinna spetnia¢ dwa warunki: musi by¢ niemalejaca wzgledem stanéw kompo-
nentéw oraz kazdy komponent musi by¢ istotny (komponent jest nieistotny, jesli jego dziatanie
lub awaria nie maja wptywu na funkcjonowanie systemu). Kluczowa monografia poswiecona
tej tematyce jest [4]. Wigkszos¢ badan w literaturze dotyczy przypadku binarnego, w ktérym
zaréwno system, jak i jego komponenty moga znajdowaé sie wylacznie w jednym z dwdch
stanow: pelnej sprawnosci lub catkowitej awarii. Jednym z waznych przyktadow systemow ko-
herentnych sa systemy typu k-sposrod-n. W modelu binarnym system taki pozostaje sprawny,
dopoki co najmniej k sposrod n jego komponentéw dziata poprawnie. Zauwazmy, ze przypadki
k = 1 oraz k = n odpowiadaja odpowiednio systemom réwnoleglym i szeregowym. Jednak
w rzeczywistych zastosowaniach bardziej elastyczne okazuje si¢ podejscie wielostanowe, ktore
pozwala na modelowanie systeméw o réznych poziomach wydajnosci — od pelnej sprawnosci
az do calkowitej awarii. Zatézmy, ze zaréwno system, jak i jego komponenty moga przyjmowac
M + 1 mozliwych stanéw, oznaczonych jako 0, ..., M, gdzie M oznacza stan pelnej sprawnosci,
a 0 stan catkowitej awarii. W naszych badaniach ograniczamy sie do modeli typu k-sposrod-n,
gdzie k = (ky, ..., ky) jest parametrem okreslajacym wymagania dotyczace dziatania systemu.
W pracach [47] i [73] zaproponowano dwie rézne definicje systeméw wielostanowych typu k-
sposréd-n, oznaczane jako (1)1 (I1). Nie przytaczamy ich tutaj w petni, jednak warto zwrécié
uwage na istotna réznice miedzy nimi. Wedltug definicji (1), aby system znajdowatl si¢ w stanie
J lub wyzszym, wystarczy spetnienie dowolnego z warunkow dotyczacych liczby komponentow
dziatajacych w stanach od j do M. Natomiast w definicji (I7) konieczne jest spetnienie wszyst-

kich wymagan dotyczacych liczby komponentow w stanach od 1 do j. Funkcje czasu zycia
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i przezycia dla tych dwoch rodzajow systeméw wielostanowych, przy zatozeniu, ze czasy zycia
komponentéw sa niezaleznymi, o tym samym rozktadzie (ang. independent identically distri-
buted, 1ID) zmiennymi losowymi, zostaly przeanalizowane w pracy [21]. Istnieje réwniez wiele
rozszerzen systemow wielostanowych, w tym modele uwzgledniajace komponenty o réznych
wagach, zwane wazonymi systemami wielostanowymi. Wiecej informacji na ten temat mozna
znalez¢ m.in. w pracach [27, 26, 35, 51] oraz [C1].

Nasze badania skupimy na przypadku tréjstanowych systemow typu k-sposrod-n zgodnie
z definicja (I), gdy M = 2. W tym modelu stan 2 oznacza pelna sprawnosé¢ systemu, stan 1
reprezentuje jego czesciowa funkcjonalno$é, natomiast stan 0 odpowiada catkowitej awarii za-
réwno systemu, jak i jego komponentow. Definicje (1) zaproponowana w [47] mozna uproscié

i dostosowaé do trojstanowych systemoéow k-sposrod-n w nastepujacy sposob.

Definicja 1 Trojstanowy system typu k-sposréd-n, okreslony przez parametr k = (ky, ks), znaj-
duge sie w stanie 1 lub wyzszym, jesli co nagjmniej ki komponentow znajduje sie w stanie 1 lub
wyzszym lub co nagmniej ke komponentow znajduje sie w stanie 2. Natomiast system osiqga

stan 2 wtedy @ tylko wtedy, gdy co naymniej ko komponentow znajduje sie w stanie 2.

W analizie systemow technicznych, z perspektywy niezawodnosci, tradycyjnie rozwaza si¢ mo-
dele, w ktorych czasy zycia komponentéow sg opisywane za pomoca ciagtych rozktadow praw-
dopodobienstwa. Jednak w ostatnich sze$ciu latach modele dyskretne zyskaty na znaczeniu
jako narzedzie do badania niezawodnosci systeméw. W wielu praktycznych sytuacjach zatoze-
nie o dyskretnym charakterze czasu zycia okazuje sie bardziej realistyczne i uzyteczne. Czasami
ciagte monitorowanie systemu jest niemozliwe ze wzgledéw technicznych, ekonomicznych lub
organizacyjnych, a jego stan moze by¢ oceniany jedynie w okreslonych, dyskretnych momentach
czasowych (zob. [75]). Ponadto, w wielu przypadkach czas zycia systeméw lub ich komponen-
tow jest naturalnie okreslany jako liczba cykli do momentu awarii. Przyktadowo, trwato$é¢ opon
samochodowych mierzy sie w przejechanych kilometrach lub dniach eksploatacji, natomiast zy-
wotnos¢ wlacznika okresla liczba jego wlaczen i wytaczen. W niniejszych badaniach skupiamy
sie na dyskretnych rozktadach czasow zycia komponentéw. Takie podejscie znaczaco komplikuje
analiz¢ niezawodnosci, poniewaz w jednej chwili moze dojs¢ do awarii wiecej niz jednego kom-
ponentu. Kluczowa pozycja w literaturze jest praca [25], w ktérej oméwiono modele dyskretne
oraz ich zastosowania w inzynierii niezawodno$ci i statystycznej kontroli jakosci.

Nasze badania koncentruja sie na pewnych aspektach probabilistycznych teorii niezawodno-
Sci. Interesujemy sie liczbg komponentéw w kazdym stanie w systemie koherentnym w momencie
jego awarii lub w przypadku, gdy system nadal funkcjonuje w ustalonej chwili ¢. Jak powszech-
nie wiadomo, najistotniejszym narzedziem probabilistycznym dla poznania natury tej zmiennej
jest jej rozktad prawdopodobienstwa. Jest to bardzo wazna wielko$¢, poniewaz umozliwia ope-
ratorom systemu lepsze planowanie i bardziej efektywne wykorzystanie zasobow. Odpowiednie
prawdopodobienstwa dostarczaja niezbednych informacji do zapobiegania awarii systemu. Ope-

ratorzy moga podjaé dziatania majace na celu wymiane lub przywrocenie do stanu operacyjnego



komponentow, ktore ulegty awarii, aby unikng¢ lub zminimalizowaé ryzyko catkowitej awarii
systemu. Podejmujemy rowniez zagadnienie o istotnym znaczeniu praktycznym, zwigzane z bi-
narnymi systemami typu k-sposrod-n, dotyczace wnioskowania o dyskretnym rozktadzie czasu
zycia komponentow. Precyzyjniej, analizujemy estymacje najwickszej wiarygodnosci nieznane-
go parametru tego rozktadu w sytuacji, gdy dostepne dane obejmujg czasy awarii komponentow

zarejestrowane do momentu uszkodzenia catego systemu, wlacznie z ta chwila.
Oznaczenia

Rozwazamy system sktadajacy sie z n komponentéw ponumerowanych od 1 do n. Zaktada-
my, ze rozpoczyna on dziatanie w chwili ¢ = 0. Oznaczmy przez T czas zycia systemu. Czasy
zycia poszczegolnych komponentow oznaczymy przez zmienne losowe 77, ..., 7T, o dystrybuan-
tach Fi(t) = P(T; <t),i=1,...,n. W literaturze, m.in. w [4], jako typowe rozktady szeroko
stosowane w teorii niezawodnosci wymienia sie nastepujace rozktady ciagte: wyktadniczy FE()),
A > 0, gamma G(a,\), a, A > 0, Weilbulla We(«, 5), o, > 0 oraz dyskretne: Poissona
Poiss(#), 6 > 0, dwumianowy b(w,#), # € (0,1), dwumianowy ujemny nb(w,#), 6 € (0,1),
oraz geometryczny geo(f), 0§ € (0,1). Niech Ty, < ... < T,,., oznaczaja statystyki porzadkowe
odpowiadajace czasom zycia komponentow.

Nastepnie przez I(-) oznaczamy funkcje wskaznikowa, czyli I(B) = 1, jesli zdarzenie B
zachodzi oraz I(B) = 0 w przeciwnym przypadku. Funkcja ta przyjmuje wartosci w zbio-
rze boolowskim, co oznacza, ze jej dziedzina sktada si¢ wylacznie z dwoch elementéw, ktore
interpretujemy jako fatsz i prawde. Przyjmujemy takze konwencje, ze (;cp B; = 2, a wigc prze-
ciecie pustego zbioru zdarzen jest rowne calej przestrzeni probabilistycznej 2. Ponadto przez
P" oznaczamy zbiér wszystkich permutacji (j1, jo, ..., jn) liczb (1,2,...,n). Dalej przez P,
m=20,...,noraz P .0 < m < r < n,oznaczymy podzbiory zbioru P", zawierajace wylacznie

m,r?

te permutacje, ktére spetniajg odpowiednio warunki

1 <J2<...<Jm jm+1<jm+2<"'<jn7

jl <j2 <... <jm7jm+1 <jm+2 <... <jr7 jr+1 <jr+2 <... <jn-
Przyjmujemy, ze Py, = P oraz Py, = Py
Ponadto N'(0, %) oznacza rozklad normalny o wartoéci oczekiwanej 0 i wariancji o%. Ozna-
.  P-as. ’ . 77 . . . . d . ;.
czenie — okresla zbiezno$¢ prawie wszedzie wzgledem miary P, natomiast — zbieznosé
wedtug rozktadu. Na koniec, dla dodatniej liczby rzeczywistej x, symbole In x and [z] oznaczaja

odpowiednio logarytm naturalny z x oraz najwigksza liczbe catkowita nieprzekraczajaca x.

4.2 Liczba popsutych komponentéw w binarnym, dzialajacym sys-

temie koherentnym

Wyniki tego podrozdziatu odnosza sie do pracy [A5], w ktérej analizowany jest przypadek bi-

narny, czyli sytuacja, gdy zaré6wno system, jak i jego komponenty moga znajdowac sie w jednym
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z dwoch mozliwych stanéw: pelnej sprawnosci lub catkowitej awarii. Okreslamy prawdopodo-
bienstwo, ze w binarnym systemie typu k-sposrod-n znajduje sie doktadnie w uszkodzonych
komponentow, gdzie w = 0,...,n — k, pod warunkiem, ze system pozostaje sprawny w chwi-
li £. Uzyskane wyniki zostaly nastepnie uogélnione na dowolne binarne systemy koherentne.
W zastosowaniach praktycznych znajomos¢ takiego prawdopodobienstwa moze mieé istotne
znaczenie. System jako cato$¢ moze bowiem nadal funkcjonowaé, nawet jesli cze$é¢ jego kom-
ponentéw ulegta awarii. Co wiecej, czasy uszkodzen poszczegdlnych komponentéw moga pozo-
stawa¢ nieznane. Jednak w sytuacji, gdy liczba niesprawnych elementéw przekroczy okreslony
prog, system przestaje dziata¢. Wiedza na temat tego prawdopodobienstwa dostarcza kluczo-
wych informacji, ktére moga wspomagaé zapobieganie awariom systemu poprzez lepsze pla-
nowanie dzialan konserwacyjnych oraz bardziej efektywne zarzadzanie zasobami. W ostatnich
latach zmienna losowa opisujaca liczbe uszkodzonych komponentéw w danej chwili cieszyta
sie rosngcym zainteresowaniem w literaturze. Rozwazano rézne scenariusze oraz ograniczenia
dotyczace rozktadu czaséw zycia komponentéw, a takze rézne zaleznosci pomiedzy komponen-
tami. Rozktad liczby uszkodzonych komponentéw w momencie awarii systemu sktadajacego sie
z wymienialnych (ang. exchangeable) komponentéw zostal zbadany w pracach [67] oraz [20].
Analogiczny problem rozwazono dla systemu typu k-sposrod-n o n uporzadkowanych kompo-
nentach, ktory ulega awarii wtedy i tylko wtedy, gdy popsuje sie co najmniej k kolejnych jego
komponentéow (ang. consecutive k-out-of-n system). Takie struktury moga dobrze modelowaé
systemy telekomunikacyjne oraz rurociagi naftowe, zob. [64]. W pracy [64] analizowano rozktad
liczby uszkodzonych komponentow przy zatozeniu, ze czasy zycia komponentéw sg IID zmien-
nymi losowymi. Z kolei w [19] badano wtasciwosei liczby sprawnych komponentéw w takim
systemie podczas jego dziatania.

Prawdopodobienstwo w formie zaproponowanej w pracy [A5] byto wczesniej analizowane
w [2] przy zalozeniu, ze czasy zycia komponentéw sa IID absolutnie ciagtymi zmiennymi loso-
wymi. Naturalnie pojawia si¢ pytanie, jak obliczy¢ prawdopodobienstwo liczby uszkodzonych
komponentow w dziatajacym systemie, jesli ostabimy klasyczne zatozenie IID lub zrezygnuje-
my z zatozenia o cigglodci rozktadu. Warto podkredli¢, ze zaréwno zalezno$é¢ miedzy kompo-
nentami, jak i dyskretny charakter ich rozkltadow sa bardziej adekwatne w wielu praktycznych
sytuacjach. Na przyktad wystarczy rozwazy¢ system monitorowany jedynie w okreslonych dys-
kretnych momentach lub system sktadajacy sie z wymienialnych komponentéow. W przypad-
ku wymienialnosci komponenty majg identyczne rozktady, ale oddzialujg na siebie nawzajem
w obrebie systemu. Doktadniej méwigc, méwimy, ze czasy zycia komponentéw T4, ...,7T, sa

wymienialne, jesli dla dowolnego (ji, .. ., jn) € P" wektor losowy (Tj,,...,T},) ma ten sam roz-

Jn
ktad co (T, ...,T,). Otwarty problem zostal rozwigzany dla binarnych systeméw k-sposréd-n,
a nastepnie uogélniony na binarne systemy koherentne w pracy [A5]. W najbardziej og6lnym
przypadku rozwazano sytuacje, w ktorej czasy zycia komponentéw 11, . .., T,, moga by¢ zalezne,
o niekoniecznie identycznym rozkladzie (ang. dependent not necessarily identically distributed,

DNID) oraz pochodzié¢ z rozktadu dyskretnego.
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Binarny system k-sposréd-n

Cheac zaprezentowaé wyniki pracy [A5], wprowadzimy pomocnicze oznaczenie: N(t) to
zmienna losowa reprezentujaca liczbe uszkodzonych komponentéw w systemie k-sposrod-n
w chwili czasu t. Doktadniej méwigc, w konteks$cie binarnego systemu k-sposrod-n okreslamy
nastepujace prawdopodobienstwo warunkowe:

P(N(t) =w|T >t), w=0,1,...,n—k, (4.2.1)

gdzie zakres dla w wynika z faktu, ze co najmniej k sprawnych komponentéw gwarantuje
dziatanie calego systemu, tzn. T' = T}, 1.,. Ponadto S(t) = n— N(t) opisuje liczbe sprawnych
komponentow w dziatajacym systemie w chwili czasu t. Dlatego badanie zmiennych losowych
N(t) i S(t) jest rbwnowazne.

Poniewaz zdarzenie {N(t) = w} zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ma miejsce zdarzenie
{Twm <t <Tyiin}, to

P(N(t) = w, T >t) _ P(Tyn <t < Tusrin, Tppin > 1)
P(N(t) = w|T > t) = =— ' '
( ( ) w| ) P(T > t) P(Tn—k—i-l:n > t)
P(Twn < t < Tw+1:n)

= ' , w=0,1,....,n—k. 4.2.2
P(Tnkarl:n > t) ( )

Korzystajac z metod pracy ze statystykami porzadkowymi, zaproponowanych w [12] i [8], ktore

odnosza sie do DNID zmiennych losowych dyskretnych, prawdopodobiefistwo (4.2.2) zostato
obliczone w [A5]. Ponizej cytujemy Twierdzenie 1 z pracy [A5].

Twierdzenie 1 ([A5], Twierdzenie 1) Rozwaimy system k-sposréd-n, skladajgecy sie z n
komponentow, ktorych dyskretne czasy zycia 11, ...,T, s¢ DNID zmiennymi losowymi. Wow-

czas dla dowolnego w =0, ..., n — k otrzymujemy

Z(jlyu-,jn)epﬁg P ((JL,]TL)HII})
Z?:_(l;: Z(jl,...,jn)e’p;n P ((JLJH)H;) )

P(N(t) = w|T > t) = (4.2.3)

gdzie
=1 l=v+1

s~ (g, <0)n A 1,20).
W szczegolnosci mamy
P(N(t) = w|T > t)

(m)p < (lﬁlmgt}> n <l_f§+1{Tl >t}) >

—— — , gesh Ty, ..., T, sqg wymienialne,
(ﬂ{ﬂ<t})ﬂ( N {Tl>t})>

l=s+1

,,,,, n)ePn \I=1 (=w+1 px 1 ;
niykl Jn)€ i . , gesliTy, ..., T, sq niezalezne.
£ r (Heo)( 11 7oe)
5=0 (j1,.--,in)EPR \I=1 l=s+1



Warto odnotowaé, ze wyrazenie (4.2.3) w przypadku IID jest takie samo, jak te uzyskane
w [2], gdzie rozwazano model IID zmiennych losowych o rozktadzie ciaglym. W zwiazku z tym,

wlasnosci zaproponowane w [2] sa réwniez prawdziwe w przypadku dyskretnym.

Whiosek 1 ([A5], Wniosek 1) W przypadku, gdy dyskretne (lub ciggle) czasy zycia Ty,. .., T,

sq 1ID zmiennymi losowymi o wspélnej dystrybuancie F', prawdopodobienistwo (4.2.3) mozna

upro$cic do

M FeE" (¢ RICIO

P<N<t>=w|T>t>:n(;”) () . () n(;”)( (1))
()FOF" 1) T (1) @)

s=0

gdzie ¢(t) = %

Binarny system koherentny

W pracy [A5], w spos6b naturalny rozszerzamy uzyskane wyniki na dowolny system kohe-

rentny. W konsekwencji wyznaczamy nastepujace prawdopodobienstwo warunkowe

t < Twiim, T >1)
P(T > t)

Zauwazmy, ze przypadek w = n, czyli sytuacja, w ktorej wszystkie elementy uleglty awarii,
prowadzi do uszkodzenia catego systemu. W celu okreslenia pozadanego prawdopodobienstwa
stosujemy metode inna niz ta zaproponowana w [2]. Wykorzystujemy nastepujaca reprezentacje

czasu dzialania systemu 7T’

T = max min T, (4.2.4)
1<j<s peP;
zaproponowana w [4], s. 13, gdzie Py, ..., Py sa minimalnymi $ciezkami. Przypomnijmy, zZe

zbior P C {1,...,n} jest Sciezka systemu koherentnego, jesli system dziata, gdy wszystkie
komponenty o indeksach nalezgcych do P funkcjonuja. Sciezke nazywamy minimalng, jesli
nie zawiera zadnego podzbioru, ktéry rowniez jest Sciezka. W przypadku systemu k-sposrod-
n istnieje (Z) minimalnych $ciezek, czyli wszystkich zbioréw sktadajacych sie doktadnie z £
komponentéow. Ponadto reprezentacja (4.2.4) oznacza, ze system dziala, jesli wszystkie kom-
ponenty przynajmniej jednej z jego Sciezek funkcjonujg. Podejécie z wykorzystaniem reprezen-
tacji (4.2.4) zastosowano w sposéb oryginalny do wyznaczenia prawdopodobienstwa zdarzenia

{Twm <t < Tyi1n, T > t}. Nastepnie udowodniono ponizsze Twierdzenie 2 z pracy [A5].

Twierdzenie 2 ([A5], Twierdzenie 2) Rozwaimy system koherentny skladajgcy sie zn kom-

ponentow. Zakltadamy, zZe dyskretne czasy zZycia komponentow T, ..., T, sg DNID zmiennymi



losowymi. Wowczas dla dowolnego w =0, ...,n — 1, otrzymujemy

i(_l)j+1 > p (Tw:n S E< Tyy1m, N {Tp > t})

7=1 1<k1<...<kj§8 pEPklu...Uij

P(N(t) = w|T > t) =
(-1t y P ( N {5> t})
7=1 1<k1<~..<kj§8 pGPklu...Uij

W szczegolnosci mamy

PN(t

=w|T > t)

)
g VALY ZI<|UPkl—m)( )(ﬂ{Tpl>t}mn{ T<n N AT >t}>

1<k<.. <k <sm=1 l=w+1

ZP(H{Tl>t})Z( Pt 3 (IUPkZI m) ;

1<k <...<ks<j =

gesli Ty, ..., T, sq¢ wymienialne,

s ) n—w J m w n—m
st 2 (Um0 £ s T e
j=1 1<k1<. <k <s m=1 = =1 (oo g ) EPIT M I=1 I=w+1

1
(ﬁﬂ(ﬂ) y (-1t 7 I( L]J Pkllm)
1 J

j=1 1<k <...<ks<j \ I=1

gesli Ty, ..., T, sq niezalezne.

Przypomnijmy Twierdzenie 3 z pracy [A5], ktére dotyczy sposobu wyznaczania prawdopodo-
bienstwa warunkowego w modelu IID zmiennych losowych. Nalezy zauwazy¢, ze jest to uprosz-
czona wersja wezesniejszego wyniku. Co wiecej, twierdzenie to jest rownowazne wynikowi uzy-

skanemu w [2], gdzie analizowano model IID zmiennych losowych o rozkladzie ciagltym.

Twierdzenie 3 ([A5], Twierdzenie 3) Zaldimy, Ze dyskretne (lub ciggle) czasy zZycia kom-
ponentow T, ..., T, sq IID zmiennymi losowymi o wspdlnej dystrybuancie F'. Wiedy dla do-

wolnego w = 0,...,n — 1 mamy
Fw(t)anw(t) 28: (_1)j+1 ) (‘ Ul Pk ) (nfm)
= 1<ki<.. <k; <sm 1 1o w
P(N(t)=w|T > t) = - - — ; ;
EF Sy (| 0l =)
m=1 j=1 1<k1<..<ks<J =1

lub réwnowaznie
n—w

Fw(t)F"_w(t)]ijl(—l)j“ D i: I(JuL

1<ki<..<kj<sm

(L5, ) Oror

E
Q

P(N(t) = w|T > t)=

v=0 \m=v+1
gdzie wektor s = (s1,...,8,) jest nazywany sygnaturg Samaniego i zalezy jedynie od struktury
systemu, a nie od rozkladu zmiennych (Ty,...,T,), zob. [69] po wiecej szczegolow.
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Warto zaznaczy¢, ze Twierdzenia 1, 2 oraz ich uproszczone wersje zostaly zastosowane do
opracowania optymalnej strategii wymiany urzadzen na podstawie ich wieku w systemach réw-
nolegtych w przypadku dyskretnym, oméwionej w pracy [33].

Dodatkowo, w pracy [A5] uzyskujemy nastepujaca, wezesniej nieznana, formute na sygnature

Samaniego systemu wyrazona w terminach jego minimalnych $ciezek. Dla 1 <i<n otrzymujemy

n—i+1 (n:a) s ‘ J
si= . Ly (=1)y* > I (| U Pe.| = m) :
m=1 (,;Ll) 7j=1 1<k <. <kj<s w=1

Rola sygnatur w teorii niezawodnosci zostata szczegdtowo oméwiona w pracy [70].

4.3 Liczba uszkodzonych komponentéw w binarnym systemie kohe-

rentnym z réznymi typami komponentéw

Wyniki tego podrozdziatu odnosza sie do prac [A4] i [A2] oraz stanowia kontynuacje rezultatow
przedstawionych w poprzedniej czesci autoreferatu. Najpierw rozwazymy przypadek, w ktérym
system dziata w chwili ¢, a nastepnie sytuacje, w ktorej jest niesprawny. Tym razem jednak
analizujemy bardziej realistyczny scenariusz, w ktorym komponenty systemu sa K > 2 réznych
typow. Moéwimy, ze komponent jest typu i, jesli jego czas zycia jest zmienng losowa typu 1.
Doktadniej, niech n; oznacza liczbe zmiennych losowych Tl(i), e ,T,Eﬁ), reprezentujacych czasy
zycia komponentéw typu i o dystrybuancie Fj, i = 1,..., K, gdzie Y%  n; = n. Zaktadamy, ze
wszystkie komponenty tego samego typu maja identyczny rozktad czasu do awarii, natomiast
dystrybuanty zmiennych losowych réznych typoéw sg parami rozne. W szczegdlnosci czasy zycia
komponentow moga mieé¢ rozktad dyskretny.

Model systemu k-sposrod-n, sktadajacy sie z réznych typow komponentow, ktérych czasy
zycia sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, zostal przeanalizowany w pracy [23]. Autor zapro-
ponowal metode okreslania optymalnego momentu wymiany systemu, wykorzystujac informacje
o liczbie uszkodzonych komponentéw kazdego typu w chwili ¢, gdy system nadal funkcjonuje,
lub w momencie jego awarii — zaleznie od tego, co nastapi pierwsze. Podkreslit réwniez, ze uogol-
nienie tych wynikéw na dowolny system koherentny ma istotne znaczenie praktyczne. Udato sie
to skutecznie zrobi¢ w pracach [A4] i [A2]. Warto zaznaczy¢, ze artykul [A2] zostal wyr6zniony
zaproszeniem do publikacji w specjalnym wydaniu ” Computational Methods in System Reliabi-
lity” (SI-CMSR) prestizowego czasopisma Journal of Computational and Applied Mathematics
(Elsevier), obok o$miu innych wybranych prac.

Liczba uszkodzonych komponentéw w dziatajacym lub niesprawnym binarnym systemie ko-
herentnym nie nalezy do klasycznych charakterystyk rozwazanych w teorii niezawodnosci. Do-
starcza jednak cennych informacji na temat liczby czesci zamiennych potrzebnych do wymiany
wszystkich uszkodzonych elementow. Ponadto pozwala czesciowo oszacowaé czas zycia systemu,
co umozliwia operatorom redukcje kosztow i zwigkszenie rentownosci poprzez bardziej efektyw-

ne zarzadzanie zasobami. Aby uniknaé¢ zbednych kosztow zwigzanych z wymiang komponentow,

11



operatorzy moga stosowaé strategie konserwacji korygujacej (naprawczej) lub zapobiegawczej.
Takie dziatania pozwalaja na planowanie okresowych przegladéw, podczas ktorych wszystkie
uszkodzone komponenty sg zastegpowane nowymi, a sprawne poddawane procesowi regeneracji.
Wymiana korygujaca jest przeprowadzana po awarii systemu, natomiast wymiana zapobiegaw-
cza ma miejsce przed jej wystapieniem, co pomaga zapobiega¢ nieoczekiwanym przestojom.
W pracy [A2] analizowana jest klasyczna strategia wymiany oparta na wieku systemu. Szcze-

gotowe omoéwienie tego podejscia zostanie przedstawione w jednym z kolejnych paragraféow.
Dzialajacy binarny system koherentny

Rezultaty z tego paragrafu odnosza sie do pracy [A4]. Rozpoczynamy od oznaczenia
Nt(i) dla liczby popsutych komponentéw typu i, i = 1,..., K, w chwili t. (4.3.1)

Ponadto T nadal oznacza czas zycia systemu. Przyjmujemy zatozenie, ze w chwili £ system
koherentny nadal funkcjonuje, czyli T > ¢. Problem analizowany w [A4] polega na wyznaczeniu

ponizszego prawdopodobienstwa warunkowego:

P(NY = w;, T > t)
P(T > t) ’

P(Nt(i):wi\T>t): w; =0,1,...,n;.

Nalezy zauwazy¢, ze jest to inaczej postawiony problem niz w poprzednim podrozdziale (por.
ze wzorem (4.2.1)), poniewaz tym razem interesuje nas liczba uszkodzonych komponentéw kon-
kretnego typu, a nie taczna liczba komponentéw, ktore uleglty awarii.

Reprezentacja (4.2.4) czasu zycia systemu koherentnego za pomoca minimalnych $ciezek
Py, ..., P, umozliwia nam uzyskanie analitycznych wzoréow na funkcje przezycia systemu oraz
na prawdopodobienstwo zdarzenia {Nt(i) = w;, T > t}. Warto dodaé, ze w [A4] odpowiednie wy-
razenia zostaly otrzymane w szerszym kontekscie niz tylko dla przypadku niezaleznych czasow

zycia komponentow. Efektem bylo udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 ([A4], Twierdzenie 1) Rozwazmy system koherentny skladajgcy sie zn kom-
ponentow, ktorych czasy zycia T, ..., T, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi K > 2 réznych

typow. Wtedy dla w; = 0, ..., n;, oraz dowolnego 1 =1, ..., K, otrzymujemy

P (N = wi|T > t)
n—w; ny n; —wj

S8 IS Gy () FT). O ). TR0

m=1m1=0 m;=0 mg=0 Wi

w; T —Wq mi+..+m;+...4+mg=m
- S — |
Z e Z a(m17._.7mK)F1 (t) e FK (t)
m1=0 mi=0

mi+..4+mg>1
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gdzie

s

A J
Vi ,mg) = Z:(—l)frl Z I < U Py, zawiera dokladnie my indeksow
j=1 (Rt} {1y} V=1
czasow zycia komponentow typu 1,

dokladnie my indeksow czaséw Zycia komponentow typu K). (4.3.2)

W pracy [A4] szczegblowo wyjasniamy, jak w praktyce wyznaczy¢ wspotczynniki cpm, .. me)-
W tym miejscu przypominamy t¢ procedure. Zauwazmy, ze wspotczynnik oy, . m,) obliczany
jest jako suma Scisle okreslonych sktadnikéw, ktore zaleza od struktury systemu za pomoca mi-
nimalnych $ciezek. Na poczatku rozwazamy wszystkie mozliwe sumy minimalnych Sciezek, tj.
U{Zl Py, j=1,...,s. Pierwszy sktadnik z dodatnim znakiem reprezentuje liczb¢ pojedynczych
Sciezek, ktore sktadajg sie doktadnie z m; komponentéw typu 1, ..., oraz myg typu K. Drugi
sktadnik wskazuje, ile sum dwoch minimalnych $ciezek ma pozadang strukture, a jest doda-
wany z ujemnym znakiem. Kontynuujemy te sumowanie, az rozwazymy sume s minimalnych
Sciezek. Jesli spetnia ona nasz warunek, ostatni sktadnik jest réwny (—1)*"!. Procedura ta jest

zastosowana w praktyce dla systemu mostkowego w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 1 Rozwazmy system mostkowy przedstawiony na Rysunku 1. Przypusémy, ze czasy

zycia komponentow Ty, ..., Ty sq niezalezne K = 2 roznych typow: Ty, T3, Ts ~ Fy, oraz 15, Ty ~

.
O——)
(5)
(D——)
Rysunek 1: System mostkowy.

Latwo zauwazyc, zZe system mostkowy ma 4 minimalne Sciezki:
P ={1,2}, P, ={3,4}, Ps={1,3,5}, P, ={2,4,5}.
Ponadto

PiUP,={1,2,3,4,5}\ {5},
PuUPy={1,2,3,4,5}\ {4},
P UP, ={1,2,3,4,5}\ {3},
P,u Py ={1,2,3,4,5}\ {2},
P,u P, ={1,2,3,4,5}\ {1},
Py;u P, ={1,2,3,4,5}
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J
U Pw =11,2,3,4,5}, gdy 1 <k <...<k; <5 orazj>3.
=1

Zauwazmy, ze minimalne Sciezki Py, P skiadajg sie z jednego komponentu kazdego typu. Mi-
nimalna sciezka Ps sklada sie wylgcznie z elementow typu 1, podczas gdy P, zawiera jeden
element typu 1 @ dwa elementy typu 2. Dodatkowo zauwazmy, ze sumy Py U Py, Py U Py oraz
P, U Py zawierajg po dwa elementy kazdego typu, podczas gdy P, U Ps oraz Py U Py sktadajg sie
z trzech komponentow typu 1 1 jednego komponentu typu 2. Na koniec, P3U Py, wszystkie sumy
trzech minimalnych éciezek oraz \Ui_, P; zawierajq trzy elementy typu 1 i dwa elementy typu 2.

W zwigzku z tym

4 ) <m17m2) = (37 2)7

, jesli (mqy, mo (1,1)
(370)7 <m17m2) - (172>7
(3,1)

( )
1, jesli (my, my)
Qlmims) =4 —2, jesli (mq,mg) =
_37 ]eéh (mlam2) = (272)7

0, w przeciwnym przypadku,

) )

stosujac (4.3.2).

W pracy [A4] przedstawiamy rowniez jak stosowaé Twierdzenie 4 w przypadku rozwazanego
systemu mostkowego.
Niesprawny binarny system koherentny

Ten paragraf odnosi sie do pracy [A2]. Problem rozwiazany w [A2] polega na wyznacze-
niu prawdopodobienstwa warunkowego zwigzanego ze zdarzeniem, w ktéorym doktadnie w; =
0,...,n; komponentéw typu ¢ ulegto awarii, pod warunkiem, ze system nie dziata. Innymi stowy,

podamy wzor jak liczyé

P (N =w;, T <t)
P(T <t) ’

P(Nt(i):wi|T<t>: w; =0,...,n,
Aby osiagnac cel, postugujemy sie pojeciem minimalnych cie¢. Przypominamy, ze C C{1,...,n}
jest cieciem, jesli system sie psuje, gdy wszystkie elementy o indeksach nalezacych do C' ulegaja
awarii. Ciecie nazywamy minimalnym, jesli nie zawiera zadnego podzbioru, ktéry réowniez jest
cieciem. Powszechnie wiadomo, ze jesli system koherentny ma s minimalnych cie¢ C, ..., Cs,
to jego czas zycia T" mozna przedstawic¢ jako

T = min max7;, (4.3.3)

1<j<s ’iECj
(zob. [4], s. 13). Wzér (4.3.3) méwi o tym, ze system sie psuje, jesli wszystkie komponenty
w co najmniej jednym minimalnym cigciu ulegna awarii. Dzigki tej reprezentacji otrzymujemy
metode jak obliczaé prawdopodobiefistwa zdarzen {T' < t} oraz {N{) = w;, T < t}. Odpo-

wiednie wzory zostaly uzyskane w [A2], i to w bardziej ogélnej sytuacji niz tylko w przypadku
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niezaleznych czasow zycia komponentow. Ponizej przedstawiamy glowne twierdzenie z pracy

A2).

Twierdzenie 5 ([A2], Twierdzenie 1) Rozwaimy system koherentny skladajocy sie z n ele-
mentow, ktorych czasy zycia Ty, ..., T, s¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi K > 2 réznych

typow. Wtedy dla w; = 0,...,n;, oraz dowolnego 1 =1, ..., K, otrzymujemy

P (Nt(i) _ wi\T < t) _ Fiwi <t>F?i—wi (t)

nooni Wi nK —v; v Vi— Vi v
21 Zo' . Zo' . Zoﬁ(vlw-avK)(wzf'ui)Fll(t> e FUOTNOESN ) - FRE ()
v=1lv1= v;= VK=
v14...Fvi .. Fvg=v
ny nK N ’
X 2 B FU(E) - FRE(t)
U1:0 ”UKZO
vi+...+vg>1

gdzie

Bor,ox) = z:(—l)jJr1 Z I <d0kiadme vy indeksow
Jj=1 {k1,...,k}C{1,...,s}
J
czasow zycia komponentow typu 1 nalezy do U Chi)
1=1

doktadnie vk indeksow czasow zZycia

J
komponentéw typu K nalezy do | J Ckl). (4.3.4)
=1
Procedura wyznaczania wspotczynnikéw 3, ..,) zostala szczegétowo opisana w pracy [A2].

W dalszej czedci tekstu omowimy jg ponownie. Zauwazmy, ze wspofczynniki (3 ) zalezg

Ve UK
od struktury systemu przez minimalne ciecia i sg niezalezne od rozktadow czasow zycia kom-
ponentéw. Dla danych minimalnych cie¢ Cf, ..., Cs, mozemy okresli¢ wszystkie mozliwe ich
sumy, tj. U{Zl Cr, 7 = 1,...,s. Dla ustalonych vq,...,vk, v; = 0,...,n;, v1 +... +vg > 1,
od razu widzimy liczbe sum, ktore dajg pozadany sktad typoéw komponentow. Te wielkosci po-
zwalaja nam wyznaczy¢ poszukiwane wspotczynniki By, .. v)- Aby zaprezentowa¢ metode ich

obliczania, stosujemy ja dla systemu mostkowego wczesniej rozwazanego w Przyktadzie 1.

Przykltad 2 Rozwaimy ten sam system, co w Przykladzie 1, przedstawiony na Rysunku 1.

Zauwazmy, ze istniejq cztery minimalne ciecia dla tego systemu mostkowego:

Oy ={1,4}, Cy = {2,3}, Cs = {1,3,5}, Cy = {2,4,5}.
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Widzimy, ze

CLUC, ={1,2,3,4,5}\ {5},
CLUCs ={1,2,3,4,5}\ {2},
CLUC, = {1,2,3,4,51\ {3},
CyUCs =1{1,2,3,4,5} \ {4},
CyUCy ={1,2,3,4,5}\ {1},
CyUC = {1,2,3,4,5}

J
UCk =1{1,2,3,4,5}, gdy 1 <ki <...<k; <5 orazj > 3.
=1

Oczywiscie, minimalne ciecia Cy, Cy skladajg sie z jednego komponentu kazdego typu, podczas
gdy Cs, Cy skladajg sie z dwoch elementow typu 1 @ jednego elementu typu 2. Teraz spojrzmy
na sumy dwoch minimalnych cieé. Cy U Csy, Cy U Cy oraz Cy U Cs zawierajg po dwa elementy
kazdego typu, a CyUCs, Co U Cy majg trzy komponenty typu 1 i jeden komponent typu 2. Roz-
wazajge C3UCy, wszystkie sumy sktadajgce sie z trzech minimalnych cieé oraz sume wszystkich
manimalnych cieé, widac, ze sktadajq sie one z trzech elementow typu 1 © dwdoch elementow ty-

pu 2. Te obserwacje pozwalajg nam wyznaczyé nastgpujgce wspétczynniki By, v,) zdefiniowane

w (4.8.4).

2, jesli (U17U2) = (17 1)7 (U17U2) = (2a 1)7 (Ulan) = (372)7
5 o _27 ]GS/ZZ (U17U2) = (37 1)7
v TN 3 jesli (v1,v2) = (2,2),

0, w przeciwnym przypadku.

W pracy [A2] pokazujemy rowniez jak stosowaé Twierdzenie 5 na przykladzie rozwazanego

systemu mostkowego.
Zastosowanie

Niniejszy paragraf odnosi sie do zastosowania wynikéw uzyskanych w pracach [A4] i [A2],
a dotyczy problemu okreslenia optymalnej liczby czesci zamiennych, ktére powinny by¢ dostepne
W magazynie, aby zapewni¢ utrzymanie systemu w optymalnym stanie dziatania. Problem ten
jest istotny, poniewaz awarie oraz niedostepnos¢ systemu moga generowaé wysokie, nieocze-
kiwane koszty dla jego uzytkownikéw. Z tego wzgledu szczegdlne znaczenie ma opracowanie
metod umozliwiajacych obliczanie charakterystyk waznych z punktu widzenia niezawodnosci
systemu, ktore sa przydatne w procesie jego optymalnego projektowania. Kierunek tych badan
obejmuje analize liczby uszkodzonych komponentéw zaréwno w dziatajacym, jak i niesprawnym
dowolnym systemie koherentnym, sktadajacym sie z réznych typow komponentéow. W przypad-

ku klasycznej strategii wymiany, charakterystyka ta moze zosta¢ wykorzystana do okreslenia
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optymalnego momentu wymiany zapewniajacego minimalizacje $redniego kosztu eksploatacji
systemu.

W pracy [A2], przy zalozeniu, ze system rozpoczyna dziatanie w chwili ¢ = 0, rozwazamy
klasyczna strategie wymiany oparta na wieku. Oznacza to, ze w fazie eksploatacji system jest
wymieniany prewencyjnie w ustalonym momencie ¢ > 0 lub naprawczo w przypadku jego awarii
— w zaleznosci od tego, ktore zdarzenie nastapi wezesniej. Strategia ta ma na celu minimalizacje
nieoczekiwanych kosztow zwigzanych z wymiang. Modele wymiany oparte na wieku byty szeroko
analizowane w literaturze w réznych ujeciach, zob. na przyktad [6], [24], [31], [36], [59], [60],
oraz [77].

Przypomnijmy szczegdty rozwazanej sytuacji. Operatorzy systemoéw przeprowadzaja okre-
sowe przeglady, dazac do utrzymania systemow w optymalnym stanie pracy oraz do jak najbar-
dziej efektywnego wykorzystania dostepnych zasobéw. Gdy system jest sprawny w chwili ¢t > 0,
operatorzy wymieniaja jeden popsuty komponent typu ¢ ponoszac koszt ¢; oraz odnawiaja nie-
popsuty komponent za kwote ¢}, przy czym obowiazuje zaleznos¢ ¢; > ¢f, dlai =1,..., K.
W przypadku awarii systemu dodatkowo ponoszg koszt ¢** zwigzany z jego uszkodzeniem. Za-
rowno po odnowieniu, jak i po wymianie komponenty odzyskuja petna sprawnosé, stajac sie
tak dobre jak nowe. Catkowity koszt konserwacji korygujacej (naprawczej) po awarii systemu

mozna wyrazi¢ nastepujaco:

K K
ae(t) =Y 6B (N <t) + Y B (i — NOT)|T < t) + ¢
i=1 =1
K ) K
=Y (ci— )E (NOD)T <t) + 3 cfny + ¢, (4.3.5)

.
Il
—

i=1

gdzie zmienne losowe NO(T), i =1,..., K, sa zdefiniowane w (4.3.1). Calkowity koszt konser-

wacji zapobiegawczej przed awaria, tj. gdy T' > t, jest okreslony wzorem:

B (NO|T> 1)+ i ¢E (ni = NO|T> t)

=1

IR

-
I
_

ap(t) =

.

.
Il
—

' K
(ci—e)E (NOIT > )+ cjma. (4.3.6)
=1

baczac teraz wyrazenia (4.3.5) oraz (4.3.6), w pracy [A2] wyznaczamy nastepujacy $redni koszt

utrzymania systemu koherentnego na jednostke czasu:

L ()P(T < t) 4 ap(t)P(T > t)
nit) = E(min (£, 7))

(4.3.7)
(cf. [23], s. 248), gdzie E(min(t,T)) = Ji P(T > z)dx. Z praktycznego punktu widzenia,

istotne jest wyznaczenie optymalnego czasu wymiany t,, ktéry minimalizuje funkcje okreslong
w (4.3.7).
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Sformutowany problem optymalizacyjny jest stosowany w [A2] do systemu mostkowego
przedstawionego na Rysunku 1. Projektantom systemu daje sie mozliwos¢ wyboru, ktére kom-
ponenty systemu mostkowego bedag typu 1, a ktére typu 2. Wszystkie mozliwe konfiguracje
zostaly przedstawione w Tabeli 1 w [A2]. Rozwazamy przypadki, w ktérych czasy zycia kom-

ponentow sg z rozktadu geometrycznego, gdzie
Ft)=1-1-p), p€(0,1), i=12 pi#ps t=0,1,...,
lub z rozktadu Weibulla, gdzie
Ft)=1—e % o, 5;>0, i=1,2, t>0.

W Tabeli 1 w [A2] przedstawiamy optymalny czas wymiany g, ktéry minimalizuje n(t) zde-
finiowana w (4.3.7) oraz minimalna wartos¢ n(ty) dla wybranych p;, «;, §; oraz kosztéow ¢;, cf,

i=1,21c"

4.4 Rozklad liczby komponentéw w poszczegdlnych stanach podczas
awarii trojstanowego systemu k-sposréd-n

Nastepny podrozdziat, odnoszacy si¢ do pracy [Al], jest $cisle zwiazany z wynikami dotyczacy-
mi systeméw tréjstanowych k-sposréd-n, gdzie k = (ky, ka) (zob. Definicja 1). Niemniej jednak
przypadek systemu (/1) (zob. Wstep oraz [73]) nie bedzie tutaj analizowany, a zatem nie ma
potrzeby by symbol (I) byl dalej uzywany w odniesieniu do systemu. Zaleta modelowania z po-
mocg systemu trojstanowego jest to, ze jest ono bardziej efektywne i elastyczne niz podejscie
binarne. W rzeczywistych sytuacjach system moze nie ulec catkowitej awarii, ale jego zdol-
nos¢ do dziatania moze zostaé¢ ograniczona. Dodanie stanu ” czesciowego dzialania” pozwala na
bardziej realistyczne odwzorowanie wydajnosci urzadzenia, co ostatecznie prowadzi do lepszej
optymalizacji i efektywnosci systemu. Aby lepiej zobrazowaé praktyczne zastosowanie podejscia
tréjstanowego, w pracy [Al] przedstawiamy nastepujacy przyktad. Rozwazmy system zasilania
energig sktadajacy sie z jednostek ja generujacych. Doktadniej, zat6zmy, ze obserwujemy farme
wiatrowa, sktadajaca sie z turbin wiatrowych zlokalizowanych w tym samym regionie. Oczywi-
Scie, zadaniem pojedynczej turbiny jest produkcja energii elektrycznej poprzez przeksztatcanie
energii kinetycznej wiatru w energie elektryczna. Zdolno$¢ produkcji energii przez turbing wia-
trowg zalezy od predkosci wiatru. Méwimy, ze turbina dziata perfekcyjnie, gdy generuje pelna
moc. Jesli moc zaczyna spada¢, méwimy, ze turbina znajduje sie w stanie czesciowego dziatania.
Oczywiscie, gdy predkos¢ wiatru jest ponizej predkosci wejécia, turbina nie produkuje energii.
Predkosé¢ wejscia okresla moment, w ktorym topaty turbiny zaczynaja sie obracac¢, generujac
moc. Gdy predkos$¢ wiatru osiggnie predkos¢ znamionows, moc generowana przez turbine po-
zostaje stata, nawet jesli wiatr nadal przyspiesza. Gdy natomiast osiagnie predko$é¢ wytaczenia,
turbina zostaje automatycznie zatrzymana. Takie dziatanie chroni turbine przed potencjalnymi

uszkodzeniami mechanicznymi. Po wiecej informacji odsytamy do [23].
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Zaktadamy dalej, ze ky > ko, poniewaz odwrotna sytuacja prowadzi do systemoéw binar-
nych (zob. [22]). Aby przedstawi¢ wyniki pracy [Al], wprowadzamy nastepujace oznaczenia.
Przez Ty; oraz Ty;, 1 = 1,...,n, oznaczamy czasy, w ktorych i-ty komponent przechodzi od-

'1". Oczywiscie, Ty; oraz Ty; mozna traktowaé odpowiednio

powiednio do stanu ‘0" i stanu
jako czas zycia i-tego komponentu oraz jego czas zycia w stanie ‘2, ktory odpowiada perfek-
cyjnemu dziataniu. Zmiennie losowe Tj; oraz T5; sa zalezne, a wiadomo réwniez, ze T7; jest
wieksze w zwykltym porzadku stochastycznym niz Th;, tzn. T1; >4 Th;, 1 = 1,...,n. Nastepnie,
niech 11 1.0, 11 2m, - - - D1 pm 0TZ T 1., T 90, - - - T o, Deda statystykami porzadkowymi odpo-
wiadajacymi zmiennym losowym odpowiednio 171, T1o, ..., T, oraz Ty, Ths, ..., Ts,. Zgodnie

z Definicja 1, czas zycia systemu trojstanowego k-sposrod-n jest okreslony jako
T = maX{Tl,n—kl—i-l:na T2,n—k:2+1:n}- (441)

Zauwazmy z kolei, ze czas zycia trojstanowego systemu k-sposréd-n w stanie ‘2" mozna opisaé
jako Ty gy+1:m- Przy zalozeniu, ze wektor (11;,7%;), i« = 1,...,n, sktada si¢ z niezaleznych
zmiennych losowych odpowiednio Tyq,...,Ty, oraz Tsy,...,T5,, o niejednakowym, ciggtym
rozkladzie, autorzy pracy [34] badali wspdlna funkcja przezycia jak i odpowiednie funkcje brze-
gowe dla wektora (T, 75, —k,+1.). W przypadku IID w pracy [22] analizowano érednig liczbe
komponentow znajdujacych sie w stanie pelnej sprawnosci lub czesciowej funkcjonalnosci za-
roOwno w momencie awarii tréjstanowego systemu k-sposrod-n, jak i w czasie jego dziatania.
Natomiast w pracy [28] przeprowadzono analize niezawodnosci systeméw wazonych k-sposrdéd-n
zbudowanych z trojstanowych komponentéw.

Analizujac przypadek binarny wspomnieliémy, ze w analizie niezawodnosci coraz wicksza
uwage poswieca sie liczbie uszkodzonych komponentéw zaréwno w systemie niesprawnym, jak
1 wciaz dziatajacym. W Podrozdziatach 4.2 i 4.3 przypomnieliSmy niektére dotychczasowe ba-
dania. W pracy [A1] kontynuujemy te analizy. Dokladniej, wyznaczamy taczny rozktad wektora
{Xl((?)l =1, XSBL = j}, gdzie zmienna losowa XI(L)L oznacza liczbe komponentéw znajdujacych sie

w stanie 'r’, r = 0, 1, w momencie awarii trojstanowego systemu k-sposréd-n. Oczywiscie liczba
)

komponentéow w stanie ‘2’ jest réwna n — Xl((?zl — X1(<,n- Zaktadamy, ze (T}, T» ;) to wektory loso-

we ztozone z IID dyskretnych zmiennych losowych odpowiednio T}, ..., T, oraz Ty, ..., Ty,
gdzie
Ft;1) = P(Tu <), F(t;2) = P(Ty <),
Fit;1)=1—-F(t;1)=P(Ty; >1t), Ft;2)=1-F(t;2) = P(Ty > 1),
p(t;1) = P(Th; = t), p(t;2) = P(Iy = t),
dla?=1,...,n. Dodatkowo zaktadamy, ze w dowolnej ustalonej chwili ¢ komponenty systemu

mogg zmienia¢ stan jedynie z '2' na "1’ lub z '1’ na '0’, tj. nie jest mozliwe, aby komponent ulegt
awarii bezposrednio ze stanu pelnej sprawnosci. Zalozenie to nie odnosi si¢ jednak do catego

systemu, ktéry w danym momencie moze zmienia¢ swoj stan o wiecej niz jeden poziom.
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Twierdzenie 6 ([A1l], Twierdzenie 2.1) Rozwaimy trdjstanowy system k-sposréd-n, gdzie
k= (k1,k2), sktadajgcy sie z komponentow o IID dyskretnych czasach Zycia. Wowczas tgczny
rozktad liczby komponentéow znajdujgcych sie w momencie awarii calego systemu w stanach '0/

i "1, opisany odpowiednio przez zmienne losowe X,(c?,z 7 X,(C?T)L, wyraza Sie wzorem
P(X0 =i X\ =) =S P (X)) =i X{)=5T=t), (4.4.2)
t=2

dlat=n—ki+1,...,n,0orazj=0,...,n—1.

Podobne wyniki, ale dotyczace podejscia binarnego, zostaly przedstawione w pracy [8]. Autorzy
skoncentrowali si¢ na wyprowadzeniu doktadnego rozktadu zmiennej losowej Xy, ,,, ktéra repre-
zentuje liczbe uszkodzonych komponentéw w momencie awarii systemu. Nowos¢ Twierdzenia
6 polega na rozszerzeniu tej analizy na trojstanowy system w przypadku dyskretnych czasow
zycia. Tak postawione zagadnienie nie bylto poruszano wczesniej w literaturze. Praca [Al] wy-
pelia te luke. Warto podkresli¢, ze wprowadzenie dodatkowego stanu z jednej strony lepiej
odzwierciedla rzeczywiste dziatanie urzadzen, ale z drugiej strony znaczaco komplikuje analize
niezawodno$ci systemu. Efektywnag metoda umozliwiajaca analize jeszcze bardziej ztozonych
struktur wydaje sie podejscie oparte na zanurzeniu w skonczonym taricuchu Markowa (ang. fi-
nite Markov chain imbedding approach, FMCIA), zaproponowane w [37], natomiast sama nazwa
metody zostata wprowadzona w [54].

Zauwazmy ponadto, ze suma w (4.4.2) zaczyna sie od ¢t = 2, poniewaz w przypadku dyskret-
nym zakladamy, ze czeSciowa i catkowita degradacja kazdego komponentu nie moga wystapi¢
jednoczesnie, tzn. stan komponentu musi najpierw zmienié¢ sie z ‘2’ na 'l’, a dopiero pdzniej,
w nastepnym kroku, z ‘1 na '0’. Ponadto, aby praktycznie stosowaé¢ Twierdzenie 6, musimy
znalez¢ analityczne wzory, ktére umozliwig wyznaczenie sktadnikow sumy w (4.4.2). W pracy
[A1], w dowodzie Twierdzenia 6, pokazujemy, jak to zrobi¢, w zaleznosci od tego, jakie warunki

decyduja o awarii systemu. 7 (4.4.1) wynika, ze

{T =t} :{ max{T} p—k,+1:n, L2on—kot1n} = t}
:{Tl,n—kl—i-l:n < T2,n—k2+1:n - t} U {TQ,n—k2+1:n < Tl,n—k1+1:n - t}
U {Tl,nflirl:n == T2,nfk2+1:n = t},

a zatem

PXYO) =i, X =4, T =1)

:P(Xl(c(,)v)z = i? Xl(:r)L = j7 Tl,n7k1+1:n < T2,nfk2+1:n = t) (443)
+ P(Xl((?'r)z = i? XISBL = j7 TQ,n—kg—i—l:n < Tl,n—kl—&-l:n = t) (444)
+ P(XY) =0, X = . Tintasin = Tontatin = ). (4.4.5)

Nastepnie prawdopodobienstwa (4.4.3)-(4.4.5) rozwazane sa w oddzielnych przypadkach. Od-

powiednie wzory zostaly podane w Propozycjach 4.1, 4.2 oraz 4.3 i zostaly przytoczone ponizej.
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Dowody wymagaja umiejetnosci pracy ze statystykami porzadkowymi w przypadku dyskret-
nym, przy jednoczesnym uwzglednieniu, ze zmienne losowe 17, oraz T5;, 7 = 1,...,n sa zalezne,

co nie jest tatwym zadaniem.
Przypadek 1

Po pierwsze, liczone jest prawdopodobienstwo podane w (4.4.3) dlai =n—Fk;+1,...,n—ky
oraz j = n—ke+1—1i,...,n—i. Zauwazmy, ze ten przypadek jest rownowazny sytuacji, w ktorej
awaria systemu jest spowodowana brakiem odpowiedniej liczby ks w petni sprawnych kompo-
nentow (w stanie '2’) w systemie, poniewaz wymagane k; komponentéow czesciowo sprawnych
(w stanie '1") juz wczesniej ulegto uszkodzeniu. Oczywiscie, na starcie w chwili ¢ = 0 wszystkie

komponenty systemu sg w pelni sprawne.

Propozycja 4.1 ([A1], Propozycja 2.1) Rozwazmy tréjstanowy system k-sposréd-n, gdzie
k=(ki, ks), sktadajqcy si¢ z komponentow o IID dyskretnych czasach Zycia. Niech i = n —k; +
1,....,n—ko orazj =n—ko+1—i,...,n—i. Wowczas prawdopodobienstwo (4.4.3) jest podane
nastepujgcym wzorem

P (XIE:?T)L = %X;(cl?i - JaTl,n—kl-‘rl:n < T2,n—k‘2+1:n = t)

- [(“) > (o) ey 1>>H}

' l(ngl)i(] ) (F(t:2)—F(t; 1) = p(t: 2))" (p(t; 2))f—“> (F:2))" "

u=0 u

Przypadek 11
Nastepnie obliczamy prawdopodobienistwo podane w (4.4.4) dlai =n — ky +1,...,n oraz

j=max{0,n — ks +1—1i},...,n—i. W analizowanym przypadku system ulega awarii w cza-
sie t z powodu braku wymaganej minimalnej liczby ky dziatajacych (mozliwie czesciowo) kom-
ponentéw. Wymagana liczba ks w petni sprawnych komponentéw musiata juz wczesniej ulec

zmniejszeniu.

Propozycja 4.2 ([A1l], Propozycja 2.2) Rozwaimy tréjstanowy system k-sposréd-n, gdzie
k= (ky, k2), skladajacy sie z komponentow o 11D dyskretnych czasach zZycia. Prawdopodobieristwo
(4.4.4) jest dane nastepujgcym wzorem

XO) _Z le;lgb_jaTZn ko+1:n <T1n kl—i-ln:t)

,n

[(n> 3 kl <> (t—1;1))" (p(t; 1))“’]

<n‘7 )u max{0,n—ks z+1}<j>[F(t; 2)—F(t;1)=p(t: 2)]"(p(t; 2)) "
(F2)"
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Przypadek III

Na sam koniec obliczane jest prawdopodobienstwo podane w (4.4.5) dlai = n—k;+1,...,n—
ko, oraz j = n — ko + 1 —1,...,n — 1. Taka sytuacja ma miejsce, gdy w momencie ¢ awarii
systemu brakuje wymaganej liczby komponentéw (wymagane k;) w stanie ‘1’ (dzialajacych,
mozliwie czesciowo) oraz brakuje wymaganej liczby komponentéw (wymagane ky) w stanie "2/
(w pelni dziatajacych), a 6w brak dzialajacych komponentéw ujawnia si¢ doktadnie w tym

samym czasie t.

Propozycja 4.3 ([A1], Proposition 2.3) Rozwazmy tréjstanowy system k-sposréd-n, gdzie
k = (k1, ko), sktadajgcy sie z komponentéw o IID dyskretnych czasach Zycia. Dla ustalonych
i=n—Fk+1,....n—kyorazj=n—ky+1—1i,...,n—1i, prawdopodobienstwo (4.4.5) jest
dane nastepujgcym wzorem

P (Xl(c?z = i7 X]Sr)b = ju T2,n—k2+1:n = Tl,n—kl—l—l:n = t)

- [(”) S (1) -y ot 1>>”]

()3 (2 wn-re -2 peyr | (Fe2)

W pracy [A1] dostrzegamy tez problem z obliczaniem w praktyce prawdopodobienistwa po-
danego w (4.4.2), gdy Ty;, Ts;, i = 1, ..., n, sa zmiennymi losowymi o nieskonczonych nognikach.
Latwo zauwazy¢, ze wzér (4.4.2) wymaga nieskonczonej liczby sktadnikéw, co moze byé ktopo-
tliwe w implementacjach numerycznych. W zwiazku z tym proponujemy metode przycinania,
aby rozwiaza¢ ten problem. Ogoélna idea polega na ustaleniu pewnego poziomu doktadnosci

d > 0, np. d = 0.0001 i przycieciu sumy po prawej stronie wzoru (4.4.2) w punkcie g, tak aby

[e%°) to
S PXYD =i, Xph =5, T =)= P(X\) =i, Xy ) =j, T =1)
t=2 t=2 7
+ 3 P(X =i, Xy =4, T =1),
t=to+1

gdzie ty jest wybrane tak by

Y P(X) =i, Xy =4, T=1t)<d.

t=to+1
W ten sposéb otrzymujemy przyblizony wzor
S PXO =i X\ =i T=t)~ Y P(X\) =i, X)) =j,T =1)
t=2 =2

z bledem nie wiekszym niz d. Nastepujaca propozycja z [Al] daje odpowiedZ na pytanie, jak

znalez¢ odpowiedni poziom przycinania tg.
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Propozycja 4.4 ([A1], Propozycja 2.4) Niech (T1;,T%), i = 1,...,n bedzie wektorem lo-
sowym, ktorego skiadowe to IID zmienne losowe Ti1,...,T1, oraz Ty, ..., Ts,, odpowiadajgce
czasom spedzonym w stanach '1" 1’2" przez kazdy z n komponentéw w tréjstanowym systemie
k-sposrod-n. Jesh ty spetnia warunek

— d

zd= (’;‘) (”_Z) (3. 20HFL — 21 — 27) wéwezas blgd przyblizenia dla wzoru
00 t
S P (X0 =i XD =T =)~ Y P (X0 =i, X0 = 5, T =)
t=2 t=2

jest co najwyze] rowny d.

W [A1] przedstawiamy réwniez przyktad numeryczny ilustrujacy wyniki Twierdzenia 6. Ana-
lizujemy dyskretny system trojstanowy typu k-sposréd-n, w ktorym degradacja komponentow
przebiega zgodnie z procesem Markowa. Zakladamy, ze zmienne losowe T5;, ¢ = 1,...,n maja
rozktad geometryczny z funkcja masy prawdopodobienstwa p(t;2) = q(1 —q) ', t =1,2,....
Przez W1y, i = 1,...,n oznaczamy czas spedzony przez i-ty komponent w stanie ‘1. Zakladamy,
ze te zmienne losowe majg rowniez rozkltad geometryczny z funkcjg masy prawdopodobienstwa
P(Wy =1t) = p(1 —p)=', t = 1,2,.... Parametry ¢ i p maja tutaj naturalne interpretacje.
Mozna je rozumieé¢ jako prawdopodobienstwa degradacji pojedynczego komponentu w jednej
jednostce czasu: ¢ opisuje przejscie ze stanu ‘2" do stanu '1’, natomiast p odpowiada za degra-

dacje ze stanu ‘1’ do stanu '0’. Wowczas
TM:TQZ'—l-WM, Z:L,n

Zmienne losowe Wy; oraz Ty; sa niezalezne, co wynika z zatozenia, ze degradacja komponentow
przebiega zgodnie z procesem Markowa. Dalsza analiza prowadzi do nastepujacego wyniku
pit:1) =L (1-pt - (1), t=2.3,...,
q—p

i w konsekwencji
1—p)' —p(l—q)

q—p '
Korzystajac z tych informacji oraz Twierdzenia 6, w Tabelach 1-2 w [A1] przedstawiono taczny
rozklad wektora losowego (XS%,XISZ), gdzie odpowiednio n = 3, k = (k1,ks) = (2,1), oraz
n =06, k = (ki, k) = (4,2), dla wybranych wartosci ¢,p € (0,1), ¢ # p.

Pty =1— 4

4.5 Estymatory najwiekszej wiarygodnosci oparte na dyskretnych

czasach zycia komponentow w systemie k-sposrod-n

Wiyniki przedstawione w tym podrozdziale odnosza si¢ do prac [A6], [A3]. Artykutl [A3] znalazt

sie w gronie dziewieciu prac wyrdznionych zaproszeniem do publikacji w specjalnym wydaniu
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”Computational Methods in System Reliability” (SI-CMSR) prestizowego czasopisma Jour-
nal of Computational and Applied Mathematics wydawanego przez Elsevier. W obu pracach
prezentujemy wyniki dotyczace estymacji metoda najwickszej wiarygodnosci nieznanego pa-
rametru dyskretnego rozktadu czaséw zycia komponentéw w binarnym systemie k-sposrod-n,
zaktadajac, ze te czasy zycia sg IID zmiennymi losowymi. Réwniez tym razem, w estymacji
uwzgledniamy liczbe popsutych komponentow w systemie. Rejestrujemy ja az do momentu
(wlacznie) jego awarii. Kluczowe znaczenie ma tutaj taczny rozktad tej liczby i czaséw awarii
odpowiadajacych jej komponentéw. Najpierw omawiamy przypadek ogélny, czyli dowolnego
rozktadu dyskretnego, ktory spetnia okreslone tagodne warunki regularnosci. Nastepnie ana-
lizujemy typowe rozktady dyskretne, takie jak rozktad Poissona, dwumianowy, dwumianowy
ujemny oraz geometryczny. Dodatkowo rozszerzamy wyniki dotyczace rozktadu geometrycz-
nego, uznawanego za jeden z najczesSciej stosowanych w praktyce. Prezentowane wyniki sa
pierwszymi w literaturze, ktore uwzgledniaja dyskretne czasy zycia komponentéw w kontekscie
estymacji metoda najwigkszej wiarygodnosci. Wezesniejsze prace koncentruja si¢ gtownie na
przypadku, w ktorym czasy zycia komponentéw maja rozktady absolutnie ciggle. Na przyktad
w [40] oraz [5] autorzy opisuja wtasciwosci asymptotyczne estymatoréw najwiekszej wiarygod-
nosci (ang. mazximum likelihood estimators, MLEs) opartych na czasach awarii komponentéw
w systemie k-sposréd-n. W literaturze, m.in. w [53], [57], zaprezentowano uogdélnienia tych
wynikow na przypadek z czedciowo cenzurowanymi czasami uszkodzen. Ponadto istnieja pra-
ce rozwijajace metody estymacji rozktadu czasu zycia komponentéw na podstawie obserwacji

czasOw zycia systemu, zob. np. [46], [61], [62], oraz inne pozycje w tych artykutach.
Oznaczenia

Chcac zaprezentowa¢ odpowiednie wyniki, potrzebujemy nowych oznaczen. Niech F =
{F(6,-),0 € ©} bedzie rodzing dystrybuant dla rozktadéw dyskretnych, gdzie § € R jest
parametrem, ktéry nas interesuje. Rozwazamy binarny system k-sposrod-n, sktadajacy sie
z komponentéw, ktorych czasy zycia Ty,7T5, ..., T, sa IID zmiennymi losowymi o jednako-
wej dystrybuancie F(0,-) € F, gdzie F(0,t) = Py(11 < t). Nastepnie p(0,t) = Pp(Ty = t)
i F(0,t) =1 — F(A,t). Ponadto, dla uproszczenia notacji, zaktadamy, ze dla kazdego 6 € ©
nosnik funkcji F'(0,-), oznaczony jako supp F'(6,-), ma posta¢ {0,1,...,V}, gdzie V < oo.
Przypomnijmy ponadto, ze T}., < T5., < ... <1}, oznaczaja statystyki porzadkowe odpowia-
dajace zmiennym losowym 714,75, ..., T,. Dodatkowo, system typu k-sposrod-n ulega awarii,
gdy nastapi awaria (n — k + 1)-ego komponentu. Zatem jego czas zycia T jest réwny T}, g1 1.5-

Problem

Naszym celem jest zastosowanie metody najwiekszej wiarygodnosci do oszacowania niezna-
nego parametru ¢ na podstawie danych o awariach komponentéow zebranych az do (i tacznie
z) momentu popsucia sie systemu k-sposroéd-n. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku dyskretnych
czasOw zycia komponentéw, gdy k # 1, w momencie awarii systemu niekoniecznie obserwujemy

doktadnie n — k£ + 1 niesprawnych elementow. Ze wzgledu na mozliwo$¢ jednoczesnych awarii
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komponentow z niezerowym prawdopodobienstwem, liczba elementéw, ktore ulegly uszkodze-
niu, moze by¢ wigksza niz n — k + 1 — szczegétowe oméwienie takiej sytuacji znajduje sie w [8].
Oznacza to, ze zbierajac dane do momentu awarii systemu k-sposréd-n, mozemy zarejestrowac
nie tylko wartosci statystyk porzadkowych TY.,, To.n, - - - s Trn_gi1:m, lecz takze wartos¢ zmiennej
Xkn — liczby elementow, ktore ulegly awarii w momencie catkowitego uszkodzenia systemu.

Innymi stowy, obserwujemy:
ch,na Tl:n7 T2:na s 7Tn7k+1:n7

lub réwnowaznie
Xk,n7 Tl:n7 T2:n7 s 7TXk’n:n-

Warto podkredli¢, ze przedstawiony problem, choé¢ sformutowany w kontekscie wnioskowania
na podstawie czaséw awarii komponentéw systemu k-sposrod-n do momentu (wlacznie) jego
catkowitego uszkodzenia, moze by¢ réwnie dobrze zastosowany do analizy danych dyskretnych
z prawostronnym ucieciem typu II. W eksperymencie z ucieciem typu Il testuje sie n elementow
o IID czasach zycia 11,75, ..., T, . Ze wzgledu na ograniczenia budzetowe, czasowe lub z powo-
dow etycznych — szczegdlnie w badaniach biomedycznych — eksperyment konczy si¢ w momen-
cie wystapienia r-tej awarii, przy czym warto$¢ r < n jest ustalona z gory. Jesli czasy zycia
T; sa dyskretnymi zmiennymi losowymi, istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, ze w chwi-
li wystapienia r-tej awarii uszkodzeniu ulegnie tacznie wiecej niz r elementéw. Dlatego, aby
nie pomina¢ istotnych informacji, zasadne jest uwzglednienie nie tylko wartosci statystyk po-
rzadkowych T'.,, Ts.p, . - . , Ty, lecz takze liczby uszkodzonych elementéw w chwili zakonczenia
eksperymentu, oznaczonej jako Xy ,. W konsekwencji, problem sprowadza si¢ do wnioskowania
na podstawie zbioru danych (Xy , 1., T2y - - -, Lrn). Co wiecej, przy zalozeniu r =n—k+1,
jest to doktadnie ten sam problem, co analiza czaséw awarii komponentow systemu k-sposrod-n
az do jego catkowitego popsucia.

Pierwszym problemem, ktéry nalezy rozwigzac, jest znalezienie jawnej postaci dla tacznej
funkcji masy prawdopodobienstwa dla zmiennych losowych Xy ,,, 1.0, Tom, - .., T'xpn, & W dal-
szej kolejnosci — wyznaczenie odpowiadajacej jej funkcji wiarygodnosci. Korzystamy z podej-
Scia zaproponowanego w pracy [38], opartego na koncepcji tzw. serii remiséow (ang. tie-runs).
Zakladamy, ze obserwowane wartosci zmiennych Xi,, Ti.p, ..., Tx, . $8 rOwne odpowiednio
Syt1, ... ts, gdzie s € {n —k+1,....,n}, tp_pr1=...= ts, a clag wartosci t; < to < ... < &

zawiera m serii remiséw o dtugosciach zi, 29, . .., 2, (takich ze z; + ... + 2, = s), to znaczy:

= .=t <tyi1= ... =ty <... <ty gor 111= = by 1o (= t5).
Woéwezas obserwowana funkcja wiarygodnosci dla zmiennych Xj ,, T, Tom, - - -, T, > dana
wyrazeniem:
L(0) = L(0; s, t1,...,ts)
= Py(Xkn=8Tin =11, . Tnki1n = tnekit, -, Lsn = ts)
= Py( Xy =5, Thn=t1,. ... Tp—kr1n=tn—ts1, - -, Lsmn=ts, Tsy1.0 > ts),
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gdzie T,, 1., = 00, ma postac

n! O — n—s
L(6) = 0.t 7 [F, 1, 45.1
0 = g (10O ) [FO.0) (451)
jeslise {n—k+1,...,n}oraz t, 1 =...=ts,. W przeciwnym razie prawa strona wyrazenia
(4.5.1) jest réwna 0.

Zauwazmy, ze jezeli pochodne %p(@, t),dlat € {0,1,...,V}, istnieja, to réwnanie wiary-
godno$ci & log L(0; s, t1,...,t,) = 0 mozna zapisa¢ w postaci

" Ologp(0,t.,4. 42) dlog F(0,t,)
>z 55 + (n 8)—80

=0,

i=1
gdzie % log F'(0,t,) definiuje sie jako réwne 0 jesli t, = V < oo.
Mocna zgodnosé

Przedstawiony wynik odnosi si¢ do przypadku ogélnego, w ktérym rozktad czasow zycia
komponentéw systemu k-sposrod-n spetnia pewne tagodne warunki regularnosci (W1)—(W3)

(zob. Twierdzenie 7). Dowodzimy, ze réwnanie wiarygodnosci

0
@ log L(G, Xk,rm Tl:n; Ce 7TXk,n3”) = 0 (452)
ma rozwigzanie 0, z Py-prawdopodobienstwem 1, dla wszystkich wystarczajaco duzych war-
tosci n, a ciag (én,n > 1) estymatoréw parametru 6 jest mocno zgodny. Co wiecej, przedsta-
wione wyniki moga by¢ stosowane szerzej tj. gdy nosnik rozkladu jest postaci supp F(0,-) =
{zo,21,...,2v}, V< ocoraz xy < x; < ... < zy, a jesli V = oo, to gdy ciag (z,,n > 0) nie

posiada punktow skupienia (zob. dowéd Twierdzenia 7 w Dodatku do pracy [A6]).

Twierdzenie 7 ([A6], Twierdzenie 1) Przyjmijmy, Ze rodzina rozkladéw F = F(\),\ € ©

spelnia nastepujgce trzy warunki:
(W1) zbior © C R jest przedzialem otwartym (byé moze nieograniczonym,);

(W2) dla kazdego A € © oraz j € {0,1,...,V} istnieje pochodna trzeciego rzedu % i jest

ona funkcjq ciggle wzgledem parametru \ € ©;
(W3) 28820 £ () dla kazdego \ € ©.

Niech Ty, ..., T, bedq IID zmiennymi losowymi o dystrybuancie F'(0,-) dla pewnego 6 € ©. Jezeli
k=k(n)=[1-qn|, n>1, gdzie ¢ € (0,1), a [x] oznacza najwickszq liczbe caltkowitq nie-
przekraczajgeg x, to istnieje ciqgg estymatorow (én, n > 1) taki, Ze z Py-prawdopodobienstwem 1

~

o dla wszystkich wystarczajgco duzych wartosci n, 6, jest rozwigzaniem rownania wiarygod-
nosci (4.5.2);
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. én—>99dyn—>oo.

Zauwazmy, ze Twierdzenie 7 moze by¢ uzyteczne w praktyce, poniewaz dla danej rodziny
F={F(0,),0 € ©} mozemy zweryfikowaé, czy jego zalozenia sa spelnione, nie znajac wartosci
prawdziwego parametru 6. Z kolei w dowodzie Twierdzenia 7 standardowe techniki stosowane
w asymptotycznej teorii estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci, opartych na IID zmiennych
losowych, nie znajduja bezposredniego zastosowania do naszego problemu, poniewaz wniosku-
jemy na podstawie zmiennych losowych zaleznych i o niejednakowych rozktadach, takich jak
Xk Timy - oy Tn—gt1.. Niemniej jednak, odpowiednio dostosowujemy te¢ metodologie, aby wy-
kaza¢ mocng zgodno$é¢ estymatorow w naszym przypadku, przy zalozeniu spetnienia pewnych

warunkow regularnosci.

4.6 Estymatory najwiekszej wiarygodnos$ci (MLE) dla wybranych

rodzin rozkladow

W tym podrozdziale rozwazamy rozktady: Poissona Poiss(6), gdzie 8 > 0, rozktad dwumia-
nowy b(w, ), gdzie § € (0,1), rozktad dwumianowy ujemny nb(w,#), gdzie 6 € (0,1), oraz
rozklad geometryczny geo(f), gdzie 6 € (0, 1), jako mozliwe rozktady czaséw zycia komponen-
téw w systemie k-sposréd-n. Te cztery rozktady zostaly wymienione w [4] jako typowe dys-
kretne rozklady awarii szeroko stosowane w teorii niezawodnosci. Wykazemy, ze dla wszystkich
tych dyskretnych rozktadéw, jezeli estymator najwiekszej wiarygodnosci (MLE) parametru 6
oparty na obserwowanych wartosciach Xy, T1.p, - - -, Tx, - istnieje, to jest on wyznaczony jed-
noznacznie. Ponadto Twierdzenie 7 pozwala wywnioskowa¢, ze w tych przypadkach estymator
MLE parametru 6 istnieje prawie na pewno dla dostatecznie duzych n i jest mocno zgodny.

Oczywiscie, poniewaz rozktad geometryczny jest szczegdlnym przypadkiem rozkladu dwu-
mianowego ujemnego, wyniki udowodnione dla czaséw zycia komponentéw o rozktadzie dwu-
mianowym ujemnym maja zastosowanie rowniez w przypadku czaséw zycia o rozktadzie geome-
trycznym. Niemniej jednak przypadek geometryczny jest prostszy — w tym przypadku uzysku-
jemy jawny wzor na estymator najwiekszej wiarygodnosci (MLE) parametru 6. Jest to punkt
wyjécia do rozwazan nie tylko nad wtasno$ciami asymptotycznymi, lecz takze nad dokltadnym
rozktadem tego estymatora. Z tego powodu przypadek geometryczny jest szczegdélowo omawia-
ny w osobnym paragrafie. Doktadne wlasnosci rozktadu estymatora udato sie okredli¢ tylko dla
systemow szeregowych (k = n). W pozostalych przypadkach przeprowadzamy badanie symu-
lacyjne metoda Monte Carlo (zob. [A3]), majace na celu analize wlasnosci estymatoréw MLE
przy skonczonej liczbie obserwacji. Nie bedziemy ich cytowaé tutaj.

Chcac udowodni¢ wyniki przedstawione w kolejnych paragrafach poswieconych wybranym
rozktadom dyskretnym, wykorzystujemy dwa nastepujace lematy. Pierwszy z nich pochodzi
z ksiazki [66], s. 41.
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Lemat 1 Niech promieri zbieznosci szeregu potegowego > 32, a;x’ wynosi p € (0, 00], niech licz-
ba jego zer w przedziale 0 < x < p wynosi Z, a liczba zmian znaku w ciggu jego wspotczynnikow

wynosi C'. Wtedy zachodzi nierownosé Z < C.

Drugi lemat dotyczy kombinacji liniowych wielomianéw Bernsteina i zostal po raz pierwszy
udowodniony w [71]. Przypomnijmy, ze wielomiany Bernsteina stopnia w sa definiowane wzorem
Bj.,(x) = (Z”)xj(l — ) gdzie z € (0,1),aj=0,...,w.

Lemat 2 Liczba zer danej, niezerowej kombinacji liniowej wielomiandéw Bernsteina B(x) =
Yo BiBin(x), x € (0,1), nie przekracza liczby zmian znaku w ciggu wspotczynnikow [ =
(Bo, - -+, Bn). Pierwszy i ostatni znak tej sumy sq identyczne odpowiednio ze znakami pierwszego

i ostatniego niezerowego elementu ciggu wspotczynnikow [.

Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy dalej oznaczenie:
0= thzl -+ ZQtZ1+22 + ...+ ths. (461)

Rozklad Poissona

W tym paragrafie czasy zycia komponentéw T;, i = 1, ..., n, maja rozktad Poissona Poiss(6)

z funkcjg masy prawdopodobienstwa

t
p(0,1) :eai, te {0,1,2,...}, (4.6.2)

gdzie 8 > 0 jest parametrem podlegajacym estymacji. Korzystajac z (4.5.1) oraz (4.6.1),
mozemy zapisa¢ funkcje wiarygodnosci na podstawie zaobserwowanych wartosci zmiennych

Xins Tims - -, Tx, :n W pOstaci

00 j n—s
L() = Cre @0 ( > 9) .0>0,

j:t5+1 ‘]'

gdzie (' nie zalezy od 6. Proste przeksztalcenia pozwalajg otrzymac

=3\ S !

d 5 S RTAN
@logL(ﬁ):—n+§+(n—s)ZT Y —| ,8>0. (4.6.3)

Rozwijajac pochodng funkcji log-wiarygodnosci, podang we wzorze (4.6.3), w szereg potegowy,
a nastepnie analizujac znaki wspotczynnikow tego rozwiniecia oraz stosujac Lemat 1, mozemy

sformutowaé¢ gtéwny rezultat w postaci Twierdzenia 2 z pracy [A6].

Twierdzenie 8 ([A6], Twierdzenie 2) Zakladamy, Ze czasy Zycia komponentow systemu k-
sposréd-n sq z rozkladu Poissona o funkcji masy prawdopodobienstwa podanej we wzorze (4.6.2).
Rozwazmy przypadek, w ktorym obserwowano czasy awarii tych komponentow az do momentu

(wlgcznie), gdy nastgpita awaria calego systemu uzyskujoc Xi,, = 8, T = t1, ..., Tom = ts.
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(1) Wéwczas éML’k’n(s,tl, ..., ts), estymator najwickszej wiarygodnosci parametru 6, o ile

istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie. Doktadniej mamy

- éML’k’n(s,tl, ..., ts) mie istnieje, jesli s =n oraz 6 = 0 (tj. jesli ty=ty= ... =t,=0),
- éML’k’n(s,tl, ..y ts) =0/n, jesli s =mn oraz § > 0,
- éML’k’n(s,tl, ..., ts) jest wyznaczony jednoznacznie i nalezy do przedziatu (g,%) ,

a zatem moze byé latwo uzyskany przy uzyciu metod numerycznych, jesli s € {n—k+1,
co,n—1}.

(2) Ponadto, na mocy Twierdzenia 7, jesli k = [np], 0 < p < 1, to prawie na pewno, dla
wszystkich wystarczajgco duzych n, estymator HAML,;W = éML’k’n(ka,Tlm, . ,TXk’nm)

istnieje oraz Opp kn jest estymatorem mocno zgodnym parametru 6.

Rozklad dwumianowy

W tym paragrafie zaktadamy, ze czasy zycia komponentéw T;, ¢ = 1,...,n, w systemie k-

sposréd-n maja rozklad dwumianowy b(w, @) z nastepujaca funkcja masy prawdopodobienistwa

p(0,t) = (f) 0'(1—0)"" te {0,1,...,w}, (4.6.4)
gdzie w € {1,2,...} jest znane, a 6 € (0, 1) jest parametrem do oszacowania. Stosujac notacje
(4.6.1) funkcje wiarygodnosci, podana we wzorze (4.5.1), mozemy zapisaé jako

6 ws—§ - w j w—j )
L(6) = Co0°(1 — ) [ > (,)9](1—9) J] , 0€(0,1),
J

j=te+1

gdzie Cy nie zalezy od 6. Latwe przeksztalcenia pokazuja, ze dla 6 € (0, 1),

— > —wh) (V)01 — g)ywIT!
ilogL(@) _ 0 ws—9 +(n—s5)= ts+1(i l(J) ( ) .
J=tatl <j>0](1 —0)

4.6.5
do 0 1—-4 ( )
W pracy [A6] wyrazamy pochodna funkcji log-wiarygodnosci, podana w (4.6.5), jako kombinacje

liniowa wielomianéw Bernsteina. Analizujac znaki jej wspotczynnikéw oraz stosujac Lemat 2,

wyprowadzamy gtowny wniosek, ktory jest sformutowany jako Twierdzenie 3 w pracy [A6].

Twierdzenie 9 ([A6], Twierdzenie 3) Przypusémy, Ze czasy Zycia komponentéw systemu
k-sposréd-n sq z rozkladu dwumianowego o funkcji masy prawdopodobienstwa podanej w (4.6.4).
Zaktadamy, Ze obserwowano czasy awarii tych komponentéw az do momentu (wlgcznie), gdy

nastgpita awaria catego systemu uzyskujge Xgp = 8, Ty = t1, ..., T = ts.

(1) Wéwczas éML’k’n(s,tl, ..., ts), estymator najwickszej wiarygodnosci parametru 6, o ile

istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie. Doktadniej mamy
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— O n(S,t1, ..., ts) nie istnieje, jesli s =n oraz 6 =0,

- éML’k’n(s,tl, cots) = %, jesli s =n oraz § > 0,
- éML’k’n(s,tl, ..., ts) jest wyznaczony jednoznacznie i moze bycé tatwo uzyskany przy
uzyciu metod numerycznych, jesli s € {n —k+1,...,n— 1}.

(2) Ponadto prawdziwa jest teza (2) z Twierdzenia 8.

Rozklad dwumianowy ujemny

W tym paragrafie rozwazamy system k-spoéroéd-n, ztozony z n elementéw, ktorych czasy

zycia T;, dla i = 1,...,n, maja rozktad dwumianowy ujemny nb(w, #) z funkcja masy prawdo-
podobienstwa
t+w—1Y), w
p(0,t) = ] '(1—-0)", te{0,1,2,...}, (4.6.6)
w _

gdzie w € {1,2,...} jest znane, a § € (0,1) jest parametrem do oszacowania. Korzystajac

z (4.6.1), funkcje wiarygodnosci (4.5.1) mozna zapisa¢ jako

L) = 0395(1—9)SW{1_§3(”w—l)gj@_e)w} _

o\ w—1
— C396<1_6)nw Z <j+w—1>0] ’96(071)7
j:ts+1 w — 1

gdzie Cj5 nie zalezy od 6. Proste przeksztalcenia pozwalaja otrzymaé dla 6 € (0, 1) nastepujace

rownanie wiarygodnosci

> (] -1\ . > ' -1 ,
-0 —nwey S (PN ra—om—s S (PTUT =0 @6
- w—1 - w—1

j=ts+1 j=ts+1
Lewa strone (4.6.7) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego. Nastepnie analizujemy
znaki wspotezynnikéw liczbowych tego szeregu i stosujemy Lemat 1, aby wyprowadzi¢ Twier-
dzenie 4 z pracy [A6].

Twierdzenie 10 ([A6], Twierdzenie 4) Rozwazmy system k-sposréd-n ztozony z komponen-
tow, ktorych czasy zycia sq z rozkladu dwumianowego ujemnego o funkcji masy prawdopodo-
bienistwa podanej w (4.6.6). Przypusémy, ze obserwowano czasy awarii tych komponentow az
do momentu (wlgcznie), gdy nastgpita awaria calego systemu otrzymujoc Xp, = s,T1., =
s Tom = ts.

» 6 » »_ 6 »
o O nw+o

(1) Teza (1) z Twierdzenia 9 pozostaje prawdziwa po zmianie

(2) Ponadto, prawdziwa jest takze teza (2) z Twierdzenia 8.
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Rozklad geometryczny

Jak zaznaczono na poczatku tego podrozdziatu, wyniki dotyczace rozktadu geometrycz-
nego zostaly poszerzone w poréwnaniu do pozostatych przypadkoéw. Przedstawione rezultaty
opieraja sie na pracy [A3]. Szczegdtowo rzecz ujmujac, zaktadamy, ze czasy zycia komponen-
tow sg IID zmiennymi losowymi o rozktadzie geometrycznym, okreslonym przez funkcje masy
prawdopodobienstwa

po(t) =0(1—0), te{0,1,2,...}. (4.6.8)

gdzie 6 jest nieznanym parametrem. W pierwszym etapie przedstawiamy wynik dotyczacy wy-
znaczenia estymatora najwiekszej wiarygodnosci parametru 6. Rozwazamy prostszy przypadek,
w ktorym obserwowany jest pojedynczy system k-sposrod-n, az do jego awarii przy czym reje-
strowane sg czasy awarii jego komponentoéw. Na podstawie zebranych danych podajemy jawna
posta¢ estymatora MLE parametru 6. Nastepnie, koncentrujac sie na systemach szeregowych
(k = n), wyprowadzamy jego doktadne wtasnosci. W dalszej czesci uogélniamy nasze wyniki
na przypadek, w ktorym obserwujemy N niezaleznie dziatajacych systemoéow typu k-sposrod-
n, zamiast pojedynczego uktadu. Dokladne wlasnosci rozktadu estymatora udaje sie ponownie
uzyska¢ w przypadku N systemoéw szeregowych. Dodatkowo analizujemy asymptotyczne zacho-
wanie estymatora MLE parametru 6 w dwoch granicznych sytuacjach: gdy liczba komponen-
tow n w systemie szeregowym dazy do nieskonczonosci oraz gdy do nieskonczonosci dazy liczba
obserwowanych systemow V.

Poniewaz rozklad geometryczny jest szczegdlnym przypadkiem rozkltadu dwumianowego
ujemnego, na mocy Twierdzenia 10 wiemy, ze estymator najwickszej wiarygodnosci parametru
0 jesli istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie oraz jest mocno zgodny. Chociaz w pracy
[A6] udowodniono, ze estymator MLE istnieje prawe na pewno w przypadku, gdy czasy zZycia
komponentow podlegaja rozktadowi dwumianowemu ujemnemu, to nie uzyskano jawnej postaci
tego estymatora. Zamiast tego zaproponowano jedynie metode numeryczng do jego obliczenia.
Niemniej jednak, szczeg6lny przypadek, w ktérym czasy zycia komponentow majg rozktad geo-
metryczny, jest znacznie prostszy, dlatego w tym paragrafie przedstawiamy analityczng postac
interesujacego nas estymatora MLE.

Stosujac (4.6.8), funkcje wiarygodnosci (4.5.1), dlase{n—k+1,... , n}orazt, p1=...=ts,

mozna przedstawi¢ w postaci

n!
(n— )T 2!

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie

L(6) =

021+---+Z’m (1 _ e)zltzl +Z2t21+22 +---+thzl+.4.+zm +(n_5)(ts+1) .

Ak,n = Tl:n + TQ:n + ...+ Tka:n + (TL - Xk,n)TXk’n:n (469)

oraz
A=t +to+...+ts+(n—8)ts =9+ (n— s)ts
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(por. (4.6.1)) dla obserwowanej wartosci Ay, ,,. Warto podkresli¢, ze Ay, stanowi wazng wielkos¢
w teorii niezawodnosci, gdyz opisuje taczny czas pracy komponentow w systemie (ang. total
time on test) do momentu, gdy test zostal przerwany tj. po (n — k + 1)-szej awarii. Ponizej

przedstawiamy Twierdzenie 2.1 zaczerpniete z pracy [A3].

Twierdzenie 11 ([A3], Twierdzenie 2.1) Zaléimy, Ze czasy awarii komponentéw systemu
k-sposrod-n zostaly zaobserwowane — az do i tgcznie z momentem, w ktorym caly system ulegl
awarii. Jesl czasy zycia komponentow T1,Ts, ..., T, sq¢ IID zmiennymi losowymi o rozkiadzie
geometrycznym geo(0), to estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru 0 jest wyznaczony

jednoznaczny 1 dany jest wzorem:

Xk,n o Xk,n
Ak,n +n Tl:n + T2:n +...+ TXk’n:n + (Tl - Xk,n)TXk,n:n + TL'

OMLjn = (4.6.10)
Zauwazmy, ze estymator Ons L.k dany wzorem (4.6.10) moze przyjmowac wartos¢ 1, gdy Ay, =0
oraz X, = n, czyli w sytuacji, gdy t; = t2 = --- = t, = 0. Oznacza to, ze wszystkie n
komponentow systemu k-sposrdéd-n uleglto awarii w momencie rozpoczecia eksperymentu. Aby
uwzgledni¢ takze ten przypadek, mozna uznaé, ze estymator wowczas nie istnieje lub rozsze-
rzy¢ pojecie rozktadu geometrycznego. Innymi stowy, dopuszczamy warto$é¢ 6 = 1, przyjmujac
konwencje, ze rozklad geometryczny geo(f) dla @ = 1 jest rozkladem zdegenerowanym skon-
centrowanym w punkcie 0. Oznacza to, ze czas zycia komponentu ma rozktad geo(1), jesli
z prawdopodobienstwem 1 komponent ulega awarii doktadnie w chwili rozpoczecia jego uzyt-
kowania.

Korzystajac teraz z Twierdzenia 10, natychmiast otrzymujemy, ze estymator najwiekszej
wiarygodnosci (4.6.10) jest mocno zgodnym estymatorem parametru 6 przy n — oo, a k zmienia

sie wraz z n w taki sposéb, ze k = k, = [nq] dla pewnej wartosci ¢ € (0,1).

Whiosek 2 ([A3], Wniosek 2.1) Niech spelnione bedg zalozenia Twierdzenia 11, niech 6 €
(0,1) oraz k = [nql], q € (0,1). Wéowczas, Pyp-prawie na pewno, dla wszystkich dostatecznie du-
zych n, zachodzi éML,k,n € (0,1). Ponadto, estymator éML,k’n jest mocno zgodnym estymatorem

parametru 0 przy n — oo.

W pracy [A3] interesujg nas réwniez doktadne whasnosci rozkladu estymatora Orr Lkn- W tym ce-
lu istotna jest znajomosc¢ rozktadu tacznego zmiennych losowych Xj. ., T, - ., T in- W 0g0l-
nym przypadku rozktad ten ma jednak bardzo ztozonag postaé, co czyni go mato uzytecznym
w praktycznych zastosowaniach. Inaczej jest w szczegdlnym przypadku systemow szeregowych
(k = n), ztozonych z komponentéw o niezaleznych czasach zycia, ktére maja rozktad geome-
tryczny geo(#), 6 € (0,1). Wéwczas zmienne losowe X, ,, 1 1., sa niezalezne. Wlasnos¢ te po
raz pierwszy zaobserwowano w [8], przy stabszych zalozeniach — gdy czasy zycia komponentéw
Ti,...,T, saniezalezne, a T; ~ geo(;), gdzie 0; € (0,1) dlai = 1,...,n. Umozliwia ona wyzna-
czenie doktadnych wtasnosci rozktadu estymatora w tej szczegodlnej sytuacji, ktére przedstawia

ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 12 ([A3], Twierdzenie 2.2) Przy zalozeniach Twierdzenia 11, w ktérym ”sys-
tem k-sposrod-n” zastepujemy “systemem n-sposrod-n”, estymator najwiekszej wiarygodnosci

parametru 0 jest dany wzorem
XTL n

é nn — " /m AN
ML,n, n(len + 1)

oraz dla dowolnego 0 € (0,1),

(i) éML,n’n jest estymatorem obcigzonym parametru 6 z

—In(1-(1-0)")
x—=or

Ey (Orrmn) =0

(i1) obcigzenie estymatora Oy, nn, dane wzorem

. —In(1—-(1-06)"
Ey (eML,n,n—e)_e< ((1 _(g)n ”—1),

jest dodatnie, co oznacza, ze estymator Oy, przecigtnie przeszacowuje wartosé para-

metru 0,

(111) blad Sredniokwadratowy estymatora GAML,,M jest dany wzorem

Eg <(éML,n,n — (9)2)

— 2 <<1 — :L + nl@> Li?((l(l__e)?n> + o (1(1__(19)_n9)n) + 1) ,

gdzie

00 .0

, T
Liy(x) = 272’ lz| < 1,

i=1
jest funkcjqg specjalng nazywang funkcjg dilogarytmiczng lub funkcjg Spenca, ktorg mozna

przedstawié jako
Lis(z) = —/ =Y g g <1,
0

v
z0b. na przyktad [58] oraz [76].

Teraz uogdélnimy nasze wyniki na sytuacje, w ktorej obserwujemy N niezaleznie dziatajacych
systeméw k-sposrdd-n, a nie tylko jeden taki uktad, przy czym N € {1,2,...} jest ustalona
liczba. Kazdy pojedynczy system sktada sie z n komponentow o IID dyskretnych czasach zycia,
o wspoélnej dystrybuancie Fy, gdzie 6 € © C R jest nieznanym parametrem do oszacowa-
nia. Podczas eksperymentu, dla kazdego z tych systeméw k-sposrod-n, zbieramy dane az do

momentu jego awarii wigcznie. Oznaczamy przez

9T
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czasy zycia komponentow j-tego systemu k-sposrod-n, przy czym zmienne losowe Ti(j ), 1=
1,...,n,7=1,...,N,s3IID i majg wspolnag dystrybuante Fy. Przez X,E{BL, j=1,...,N, ozna-
czamy liczbe uszkodzonych komponentéw w j-tym systemie k-sposréd-n w momencie jego awa-
rii. Zatem w trakcie eksperymentu obserwujemy wartosci X ,g]% = s;j oraz T’ 1(],2 = tgj ), o T s(j)n =

fg), j=1,...,N. Oczywiscie, dla dowolnego j =1,..., N,
s;je{n—k+1,...,n} oraz tfﬁkﬂ = ... :tﬁ?-
Zaproponujmy analogiczne oznaczenie do (4.6.9)

A =T T+ T)‘ggﬂ )

+(n— X1,

a wtedy zaobserwowang wartosc¢ A,(f 21 bedziemy oznaczaé przez
A=ttt + (= st j=1,... N

Rozwazajac funkcje wiarygodnosci w kontekscie przeprowadzonego eksperymentu oraz zaktada-
jac, ze czasy zycia komponentéw maja rozktad geometryczny, w [A3] przedstawiamy wyniki dla
przypadku N niezaleznie dziatajacych systeméw, odpowiadajace analogicznym wynikom uzy-
skanym dla pojedynczego uktadu. Pierwszym z nich jest nastepujace twierdzenie, stanowigce

odpowiednik Twierdzenia 11.

Twierdzenie 13 ([A3], Twierdzenie 3.1) Zalézmy, Ze zaobserwowano N niezaleinie dzia-

taggcych systemow k-sposrod-n, z ktorych kazdy byt obserwowany az do momentu swojej awarii,

wlgcznie. Dla j-tego systemu, gdzie j = 1,..., N, zarejestrowano liczbe uszkodzonych kompo-

nentéow w chwili awarii, oznaczong przez X ET)L, oraz czasy zycia tych komponentow, ktore ulegly

awarii do tego momentu (wlgcznie), tj. Tl(:]n)7 e 7T§<)J‘>. . Jezeli czasy Zycia komponentow w kaz-
k,n'n

dym systemie sq IID zmiennymi losowymi o rozkladzie geometrycznym geo(6), to estymator

najwiekszej wiarygodnosci parametru 6 jest wyznaczony jednoznaczny i wyraza Sie wWzorem:

L

N

j-V:l A,E/,J}L—{—nN

OML kN =

7 tych samych powodow, co w przypadku N = 1, a mianowicie dlatego, ze doktadny roz-
klad 6, Lkn,N jest ogdlnie zbyt skomplikowany i nierokujacy uzyskania analitycznych wynikéw,
skupimy si¢ na systemach n-sposrod-n, czyli systemach szeregowych.

Twierdzenie 14 ([A3], Twierdzenie 3.2) Przy zalozeniach Twierdzenia 13 dla k = n, es-

tymator najwiekszej wiarygodnosci parametru 0 wyraza sie wzorem

Y XY)
neY, (T4 +1)

QML,n,n,N =

oraz dla dowolnego 0 € (0,1),

34



(i) éML’n’n,N jest estymatorem obcigZonym parametru 0 z

A NO(1 — (1 —g)M)N-L pa-or o N-1
B (i) == a1 . 9)7”3 — | T—wp
:N9(1 - (1- 9)n>N—1(_1)N [ln (1—(1—6)m

(1 =6~ |
‘2§<1‘u—<f—e>>>l

(i1) obcigzenie estymatora Opp pn N, dane wzorem

R _ N(l _ (1 _ 9)n)N—1 (1-9)™ wN—l
E9 (QML,n,n,N 0) =40 < (1 — 9)”N A m dw 1 s

jest dodatnie, co oznacza, ze estymator Oyrr nn N Preecigtnie przeszacowuje wartosé para-
metru 0,

(111) blad Sredniokwadratowy estymatora HAML,,W’ N jest rowny

A 2 o(1—(1—0)m)N-1 11 N-1
Ey ((QML,W,N —0) ) N0 (1 - 1_(1_9>n>

1-om 1 u N-1
/ - / Y aw) du
0 u\Jo (I —w)N

—20E, (éML,n,N> + 62,

gdzie Ey (éML,n,n7N> jest podane w czesci (i).

Cho¢ Twierdzenie 14 stanowi punkt wyjscia, wyprowadzenie wniosku, ze estymator 0 MLnn,N
posiada pozadane wtasnosci asymptotyczne gdy n — oo, nie jest natychmiastowe i wymaga

istotnego naktadu pracy analityczne;j.

Whiosek 3 ([A3], Wniosek 3.1) Przy zaloZeniach Twierdzenia 14, dla dowolnego 6 € (0,1),
gdy n — oo,

(i) Eq <9ML,n,n7N) — 0, co oznacza, ze Oy nn N jest estymatorem asymptotycznie nieobcig-
zonym parametru 6,
.. A 2 . N . .
(ii) Ey (QML,n,n,N — 9) — 0, co oznacza, ze Opppn N jest estymatorem zgodnym w sensie
zbieznosci Lo, a w konsekwencyi, ze Onrrnn.n jest estymatorem zgodnym.

7 Twierdzenia 14 widzimy, ze w przypadku N systeméw n-spoérod-n, estymator najwickszej

wiarygodnosci O L.nn,N konstruuje si¢ na podstawie IID dwuwymiarowych obserwacji

(XM, 1i), (X218, (), 1Y)

n,n’ n,n



Powyzsza obserwacja pozwala nam wykorzysta¢ klasyczny wynik, ze estymatory najwiekszej
wiarygodnosci zbudowane z obserwacji 11D sg silnie zgodne, asymptotycznie normalne i efek-
tywne, do wykazania asymptotycznych wtasnosci éML,n’n,N gdy N — oo. Ugyskujemy w ten
sposéb Twierdzenie 4.1 z [A3]. Wspomniany klasyczny wynik mozna znalezé na przyktad w [74]

i zostal on takze przypomniany w Twierdzeniu A.2 w Dodatku do pracy [A3].

Twierdzenie 15 ([A3], Twierdzenie 4.1) Przy zalozeniach Twierdzenia 14, dla dowolnego
0 € (0,1), gdy N — oo,

A Py-a.s. . A .
(i) Oripann — 0, to znaczy, ze Onpnnn jest mocno zgodnym estymatorem parametru 6;

(11) éML,n,mN jest asymptotycznie normalny i efektywny:

R 1
QML,n,n,N ~ AN (07 )

n 1
N - 6(1—0)  1—(1—-0)~

tzn. \/N(éML,n,n,N - 9) i>N <0, (9(1719) ' 1(119)")_1)'

4.7 Whnioski

Osiagniecia opisane w niniejszym autoreferacie stanowig wyniki zwiazane z liczba uszkodzo-
nych komponentéw w systemie, gdy natozono roézne warunki dotyczace jego stanu. Badania
koncentruja sie gtéwnie na przypadkach, w ktorych czasy zycia komponentéw sg dyskretnymi
zmiennymi losowymi. Jak wykazaliSmy, to zalozenie zyskalo na popularnosci wéréd badaczy,
szczegblnie w ciggu ostatnich szesciu lat. Z jednej strony sprawia ono, ze analiza niezawodno-
Sci systemow staje sie bardziej skomplikowana niz w przypadku rozktadow cigglych. Z drugiej
strony, nierzadko jest to bardziej odpowiednie zaltozenie, np. gdy monitorowanie systemu jest
ograniczone do dyskretnych punktéw czasowych, zamiast ciagtych inspekcji. W wielu przypad-
kach dazymy réwniez do ztagodzenia klasycznego zatozenia o 11D czasach zycia komponentow.
Staramy sie bowiem z jednej strony usungé zatozenie o niezaleznosci, a z drugiej uwzglednié
mozliwos¢, ze system moze sktadaé sie z komponentéw réznych typow.

Interesuje nas rozktad prawdopodobienstwa liczby uszkodzonych komponentéw, majac in-
formacje o stanie systemu. Znajomos¢ tego rozktadu moze okazaé¢ sie niezwykle przydatna
w zapobieganiu nieoczekiwanym awariom, co pozwala unikna¢ wysokich kosztéw zwigzanych
z naprawg elementéw systemu. PokazaliSmy rowniez, ze informacja o liczbie uszkodzonych kom-
ponentow jest uzyteczna we wnioskowaniu statystycznym. Mozna jg bowiem wykorzysta¢ do

konstrukeji estymatora o dobrych wtasnosciach asymptotycznych.

4.8 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze, niewchodzace w sktad ww. osiagniecia stanowi 22 ar-

tykutéw naukowych.
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Streszczenie

Moje pozostate osiggniecia po uzyskaniu stopnia doktora zwigzane sa z szeroko rozumiang
analizg danych uporzadkowanych. Dotycza takich modeli probkowania statystycznego jak sta-
tystyki porzadkowe i wartodci rekordowe wraz z ich uogdélnieniami, a przedmiotem badania sg
ich rézne aspekty matematyczne jak i zastosowania praktyczne takie jak wtasnosci rozktadow,
ich momenty, charakteryzacje oraz asymptotyczne zachowanie ([C1]-[C3] oraz [C5]-[C18]). Do-

minujacym zalozeniem jest to, ze obserwacje pochodza z rozktadéw dyskretnych. Utrudnia to
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analize, gdyz z dodatnim prawdopodobienstwem obserwacje moga przyjmowac te same warto-
sci. Ponadto w pracy [C4] stosujemy narzedzia statystyczne w dermatologii.

Pierwsza grupa artykutéw, ztozona z [C1], [C3], [C5], [C6], [CT], dotyczy pewnych zagadnien
z teorii niezawodnosci systeméw technicznych. W [C1], [C3] i [C5] zakladamy, ze czasy zycia
komponentow, sktadajacych sie na system, reprezentowane sg za pomoca dowolnie zaleznych
zmiennych losowych o niekoniecznie jednakowym, dyskretnym rozkltadzie. Z kolei w [C6] obo-
wigzuje zalozenie, ze sa to zmienne losowe niezalezne, o jednakowym rozktadzie. Natomiast
w [C7] istnieje zalozenie o niezaleznosci, ale dopuszczamy ponownie sytuacje, gdy rozklady
moga by¢ rozne.

W pracy [C1] rozpatrujemy wazone systemy k-sposrod-n. Zaktadamy, ze system ztozony z n
komponentoéw podobnie jak one moze wystepowaé tylko w dwoch stanach: kompletnej awarii
lub perfekcyjnego funkcjonowania. Poszczegdlnym komponentom przypisujemy wagi wy, . . . , Wy,
bedace dodatnimi liczbami catkowitymi. Mozna je interpretowac jako pojemnosci odpowiednich
komponentow. Powiemy, ze taki wazony system k-sposrod-n dziata, o ile suma wag dziatajacych
komponentow nie spadnie ponizej ustalonego poziomu k. W sytuacji, gdyby wszystkie wagi by-
tyby rowne 1, to otrzymalibysmy klasyczny system k-sposrod-n, ktory funkcjonuje dopoki dziata
co najmniej k sposrod jego n komponentow. Model wazonych systemow k-sposréd-n znajdu-
je zastosowanie np. przy modelowaniu systemoéw klimatyzacyjnych, chtodzacych i grzewczych,
zob. [29]. W pracy [C1] otrzymujemy wzér na funkcje masy prawdopodobienistwa catkowitej
pojemnosci utraconej przez system w chwili jego awarii. Zaktadamy przy tym, ze czasy zycia
komponentow moga by¢ zaleznymi zmiennymi losowymi o niejednakowych, dyskretnych rozkta-
dach. Jest to rozszerzenie wyniku uzyskanego w [32] dla przypadku ciagtego. Nastepnie wynik
ten wykorzystujemy do sformutowania problemu optymalizacji liczby zapasowych komponen-
téw kazdego typu. Warto zaznaczy¢, ze wedtug wiedzy autoréw [C1] do chwili napisania pracy
tylko w [26] dopuszczono zatozenie dyskretnosci w kontekscie systeméw wazonych. Mozliwym
rozszerzeniem uzyskanych wynikéw jest rozwazenie wersji wielo-stanowych systemow wazonych
przy niezmiennym zalozeniu dyskretnosci rozktadow czaséw zycia komponentow.

W pracy [C5] badamy ogdlna liczbe popsutych komponentéw w systemie koherentnym roz-
patrujac dwa scenariusze przegladéw, ktérym poddawany jest taki system. Dopuszczamy sy-
tuacje gdy czasy zycia komponentéw maja rozktady o niekoniecznie ciggtej dystrybuancie.
W pierwszym scenariuszu dokonujac przegladu w chwili ¢ patrzymy na liczbe popsutych kom-
ponentéw pod warunkiem, ze system wciagz dziata, ale juz co najmniej k£ jego elementéw ulegto
awarii (zob. Twierdzenie 2.1). Scenariusz z k = 0 rozwazono w pracy [A5]. W drugim scenariu-
szu system koherentny poddajemy dwoém przegladom odpowiednio w chwilach 1 ity (t3 > 7).
Badamy liczbe popsutych komponentow w chwili £5, a wiec podczas drugiego przegladu, pod
warunkiem, ze system wcigz dziata i w czasie pierwszego przegladu w chwili ¢; stwierdzono awa-
rie k komponentéw (zob. Twierdzenie 2.4). Rozwazane scenariusze sa wazne z punktu widzenia
praktycznego, bo pozwalaja operatorom systeméw w lepszym planowaniu dziatan i gospoda-

rowaniu dostepnymi zasobami sprzetowymi. Uzyskane w [C5] wyniki teoretyczne ilustrujemy
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przyktadami systeméw, w ktérych istnieje rozna struktura zaleznosci miedzy komponentami,
a ktorych czasy zycia pochodza z réznych rozkladéw. Rezultaty z pracy [C5] stanowia uogélnie-
nie wynikéw uzyskanych wezesniej w [41]. Wykorzystujemy jednak w tym celu inne narzedzie,
jakim jest reprezentacja czasu zycia systemu za pomoca tzw. minimalnych Sciezek, zapropo-
nowana w [4]. Wartym podkreslenia jest to, ze z jednej strony rozpatrujac oba scenariusze
opuszczamy zalozenie o niezaleznosci czaséw przezycia komponentéw, a z drugiej strony do-
puszczamy sytuacje, ze ich rozktady sa dyskretne o nosniku skonczonym badz tez nie, ktory
stanowi podzbioér zbioru liczb catkowitych nieujemnych.

W pracy [C3] rozpatrujemy tzw. systemy szeregowo-réwnolegte (ang. series-parallel sys-
tems). Systemy te zbudowane sa z roztacznych modutéw potaczonych szeregowo. Pojedynczy
modutl tworza natomiast komponenty potgczone réwnolegle. Systemy te majg szerokie zasto-
sowanie np. stuza do modelowania systemu naweglania (zob. [55]) lub systemu transporto-
wania paliw rurociagami w porcie (zob. [52]). W [C3]| podajemy jawny wzoér opisujacy funk-
cje masy prawdopodobienstwa ogolnej liczby popsutych komponentéw w chwili awarii syste-
mu szeregowo-réwnolegtego (zob. Twierdzenie 1). Do jego otrzymania uzywamy reprezentacji
czasu zycia systemu koherentnego za pomoca minimalnych cie¢. Otrzymane wyniki stanowia
rozwiazanie otwartego problemu postawionego w pracy [15], gdzie zaproponowano porzucenie
zalozenia o niezaleznodci czaséw zycia komponentéw. Doktadniej w [C3] rozpatrujemy systemy
szeregowo-rownolegte o czasach zycia komponentéw bedacych dowolnie zaleznymi zmiennymi
losowymi o niejednakowych, dyskretnych rozktadach. Z kolei przypadek systemoéw szeregowo-
rownolegltych, gdzie niezalezne czasy zycia komponentéw majag rozktady o ciaglej dystrybuancie
rozpatrzono w [30]. Podobny problem w kontekscie klasycznych systeméw k-sposrdéd-n rozwia-
zano w pracy [8]. W [C3] podejmujemy tez kwestie praktycznego wykorzystania otrzymanych
wynikéw w przypadku, gdy nosniki rozktadow czasow zycia komponentow sg nieskonczone.
Proponujemy metode przycinania prowadzacg do otrzymania przyblizonych wartosci.

Praca [C6] stanowi rozszerzenie wynikéw uzyskanych w [39] oraz [65] na przypadek dys-
kretny. Precyzujac, rozwazamy systemy koherentne o n komponentach, ktorych czasy zycia
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym dyskretnym rozktadzie. Dla k = 2,...,n,
zaktadamy, ze nawet k — 1 awarii wsréd komponentéw nie powoduje defektu catego systemu.
Dopiero kazda kolejna niesprawnos$¢ komponentu moze spowodowaé¢ popsucie catej struktury.
Interesuja nas wtasnosci zywotnosci takiego systemu po chwili ¢, gdy wiemy, ze do tego momentu
stwierdzono awari¢ okreslonej liczby komponentéw, ale k-ta awaria wcigz nie nastgpita, a wiec
system wciaz dziata (zob. Twierdzenie 1 i jego rozszerzenie na dowolny system koherentny -
zob. Twierdzenie 2). Z kolei Twierdzenie 3 dotyczy podobnego zagadnienia ale w szczegdlnej
sytuacji, gdy czasy zycia komponentéw nalezg do rodziny rozktadéw o rosnacej intensywnosci
awarii (ang. increasing failure rate, IFR). Por6wnano tez dwa systemy koherentne o opisanej
wyzej zywotnosci, zbudowane z identycznych komponentéw biorac pod uwage zwykty porzadek
stochastyczny oraz porzadek hazardowy pomiedzy odpowiadajgcymi im sygnaturami Samanie-

go (zob. Twierdzenie 5).
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W pracy [C7] badamy pewne warunkowe wlasnosci niezawodnosciowe klasycznych syste-
mow k-sposrod-n. Zaktadamy, ze czasy zycia komponentéw reprezentowane sg przez niezalezne
zmienne losowe o réznych, dyskretnych rozktadach. W przypadku, gdy ten rozktad jest taki sam,
to odpowiednie wyniki mozna znalez¢ w [12]. W [C7] podajemy wzory na prawdopodobienstwo,
ze system k-sposrod-n ulegnie popsuciu doktadnie w chwili ¢; pod warunkiem, ze posiadamy
czesciowy informacje o liczbie i rodzaju popsutych komponentéw oraz o czasie ich awarii oraz
ze ta wiedza pochodzi z przegladu, ktory nastapit w chwili ¢;, ¢; < t;, zob. Twierdzenia 11 2.

Praca [C2] takze nawiazuje swoja tematyka do teorii niezawodnosci systeméw. Stanowi
kontynuacje rozwazan podjetych w [A3] oraz [A6]. Celem tej serii prac byta parametryczna es-
tymacja metodg najwiekszej wiarygodnosci na podstawie czasow awarii komponentéw systemu
k-sposrod-n z zastrzezeniem, ze dane te byly rejestrowane jedynie do momentu awarii cale-
go systemu. W [C2]| rozwazane sa systemy k-spo$rod-n, ktorych czasy zycia komponentéw to
niezalezne zmienne losowe ale o niejednakowych rozktadach geometrycznych. Powiemy zatem,
ze system taki sktada sie z komponentéw roéznego typu. Przypadek niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie geometrycznym zostal zbadany w [A3]. W [C2] wyznaczamy
estymatory najwickszej wiarygodnosci parametrow czaséw zycia komponentéw poszczegdlnych
typow, zob. Twierdzenie 3.1. Nastepnie przedyskutujemy ich istnienie. Proponujemy dwa po-
dejscia w przypadku, gdyby taki estymator nie istniat. Uwzgledniajac te podejscia w Twier-
dzeniach 4.1 i 4.2 podajemy jawne wzory na warto$¢ oczekiwang i btad Sredniokwadratowy
otrzymanych estymatoréw gdy analizowang strukturg byt system szeregowy. Ponadto w obu
przypadkach estymatory sg asymptotycznie nieobcigzone. W przypadku, gdy nie sg to syste-
my szeregowe, z powodu trudnosci analitycznych w otrzymaniu podobnych formut, uzywamy
metody Monte-Carlo do numerycznego wyznaczenia pewnych charakterystyk dla otrzymanych
estymatorow.

W pracy [C9] badamy popularna wlasno$é Markowa dla statystyk porzadkowych. W ogdlno-
Sci nie jest ona spelniona, gdy statystyki porzadkowe pochodza od zmiennych losowych o dys-
kretnym rozktadzie. Jednakze znane sa w literaturze pewne koncepcje uogoélnienia wtasnosci
Markowa tak, aby pod pewnymi dodatkowymi warunkami zachodzita dla statystyk porzadko-
wych pochodzacych od niezaleznych zmiennych losowych o tym samym dyskretnym rozktadzie.
W Twierdzeniu 1 z [C9] uogélniamy jeden z takich wynikéw opisanych w pracy [68] poprzez roz-
patrzenie statystyk porzadkowych od zmiennych losowych niezaleznych, ale o niejednakowych
dyskretnych rozktadach.

Kolejna grupa prac, ztozona z [C8], [C10], [C11], [C12], [C13] i [C14], poswiecona jest k-
tym rekordom pochodzacym z rozktadéw dyskretnych. Od 2005 roku i pracy [16] wiadomo, ze
funkcjonujace w literaturze definicje k-tych rekordéw, uznawane do tej pory za réwnowazne,
w rzeczywistosci w przypadku dyskretnym réwnowazne nie sg. Aby uporzadkowaé terminolo-
gie wprowadzono rézne nazwy dla k-tych rekordéw generowanych przez trzy nieréwnowazne
definicje: mocne k-te rekordy, k-te rekordy, stabe k-te rekordy.

W artykutach [C10] i [C12] podejmujemy problem granicznego zachowania sie stabych k-tych
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rekordow i k-tych rekordéw, gdzie k£ > 1. Opisujemy zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa
(patrz Wnioski 1,2 w [C10] oraz Wnioski 1,2 w [C12] ) oraz zbiezno$¢ prawie wszedzie (patrz
Twierdzenie 2 w [C10] oraz Twierdzenie 3 w [C12]) ilorazu niekoniecznie sasiednich odpowiednio
stabych k-tych rekordow i k-tych rekordow. Wyniki te stanowia uogélnienie wtasnosci, ktore
znane sa w literaturze dla zwyktych stabych rekordéw i zwyktych rekordéow tj. dla k = 1, zob.
odpowiednio [72] oraz [18]. Pokazujemy, ze graniczne zachowanie si¢ takiego ilorazu zalezy od
granicznego zachowania si¢ dystrybuanty F' wyjsciowego rozktadu, a scisle) méwiac od tego,
czy jest funkcjg wolno, regularnie czy szybko zmieniajgcy sie.

W pracy [C8] zbadano graniczne zachowanie sie spacji, czyli réznic niekoniecznie sasiednich
stabych k-tych rekordéw i k-tych rekordow. Wyniki otrzymane dla k-tych rekordéw nie byty
znane wczesniej w literaturze. Z kolei rezultaty dotyczace stabych k-tych rekordéw sg uogolnie-
niem tych uzyskanych w [45], a ktére dotyczyly tylko zwyktych stabych rekordow, tj. dla k = 1.
W [C8] pokazano, ze w obu badanych przypadkach spacje nie zbiegaja do 0 z prawdopodobien-
stwem jeden dla dowolnego wyboru dystrybuanty F' dyskretnego wyjsciowego rozktadu, ktorej
prawy koniec nosnika jest nieskoriczony (zob. Twierdzenia 11 3). Doktadajac pewne dodatkowe
zatozenie o asymptotycznym zachowaniu sie dystrybuanty F' udowodniono réwniez, ze spacje
te nie zbiegaja do nieskonczonosci z prawdopodobienstwem jeden (zob. Twierdzenia 2 i 4).

W pracy [C13] wykorzystujemy wyniki uzyskane w [14] do wyprowadzenia rekurencyjnych
wzoréw opisujacych wartos¢ oczekiwang iloczynu oraz kowariancje dowolnych stabych k-tych
rekordow, k-tych rekordéw oraz mocnych k-tych rekordéw (zob. Twierdzenia 1 i 3). Uzyskujemy
ich uproszczenie w przypadku obserwacji o rozktadzie geometrycznym (zob. Twierdzenia 2, 4
i5).

W pracy [C11] pokazujemy, ze rozklad geometryczny jest jedynym rozktadem dyskretnym,
dla ktorego regresja dowolnego stabego k-tego rekordu wzgledem zerowego stabego k-tego rekor-
du jest funkcja liniowa warunku ze wspoétezynnikiem kierunkowym réwnym jeden (zob. Twier-
dzenie 1). Ponadto otrzymujemy charakteryzacje rozktadu geometrycznego, dla ktorej nie jest
potrzebna pela niezaleznos¢ pomiedzy zerowym stabym k-tym rekordem a roéznica dowolnego
i zerowego stabego k-tego rekordu (zob. Twierdzenia 2 i 3). W pracy [C14] podobne wyniki
uzyskujemy dla k-tych rekordéow (zob. Twierdzenia 2.3, 3.1 1 3.3). Prace [C11] i [C14] stanowia
kontynuacje rozwazan z artykutéw [1], [7], [9], [17], [49].

Prace [C15] i [C17] stanowia kolejng grupe bliskich tematycznie artykutéw. Podejmuja pro-
blem analizy zachowania liczby obserwacji znajdujacych si¢ w otoczeniu pewnej statystyki po-
rzadkowej. Ten problem zostal zapoczatkowany w pracy [63], gdzie rozwazano otoczenie naj-
wickszej statystyki porzadkowej czyli otoczenie maksimum z préby. Od tego momentu tematyka
ta sukcesywnie rozwijata sie¢ w literaturze. Liczby obserwacji w otoczeniu statystyki porzadko-
wej pojawiaja sie w réznych problemach praktycznych. Na przyktad znajduja zastosowanie
w matematyce ubezpieczeniowej, zob. [13], [42], [56]. Wykorzystywane sa tez do konstrukeji
estymatorow roznych wielkosci opisujacych dystrybunate F' rozktadu, z ktérego pochodza ob-
serwacje, zob. [42], [43], [44] oraz [48].
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W pracy [C15] badamy zbiezno$é prawie wszedzie dla proporcji liczby obserwacji w otocze-
niu centralnej statystyki porzadkowej, tzn. k,-tej statystyki porzadkowej, gdzie k,, jest ciggiem
dodatnich liczb takim, ze k, /n zbiega do pewnej liczby A z przedziatu (0, 1). Wiekszosé prezen-
towanych w literaturze wynikow dotyczy sytuacji, gdy obserwacje wchodzace w sktad probki
sq niezalezne o tym samym rozktadzie. Wéréd wyjatkéw sa prace [3], [10], [42], [44], w ktorych
podjeto probe odejscia od zalozenia niezaleznosci obserwacji. W pracy [C15] takze odrzucamy te
restrykcyjne zatozenie na rzecz bardziej realistycznego, ze obserwacje tworza ciag scisle stacjo-
narny i ergodyczny (zob. Twierdzenie 2.1). Ponadto rezygnujemy z zlozenia, ze kwantyl rzedu
A dystrybuanty F' rozktadu, z ktérego pochodza obserwacje, jest wyznaczony jednoznacznie
(zob. Twierdzenia 3.1 1 3.2).

W pracy [C17] pokazujemy, ze wlasciwie wystandaryzowana proporcja liczby obserwacji
w otoczeniu statystyki porzadkowej: centralnej (odpowiada sytuacji, gdy k,/n — XA € (0,1)),
skrajnej (gdzie k, albo n— k,, nie zaleza od n) oraz asymptotycznie skrajnej (gdzie k, /n — X €
{0,1}, k,, — oo oraz n — k,, — oo) ma rozktad normalny (zob. Twierdzenie 1). Zakladamy, ze
obserwacje tworza ciag $cisle stacjonarny i spetniony jest dla nich warunek a—mieszania oraz ze
dystrybuanta F’ jest nieciggta. Nieciggltos¢ rozumiemy tu w ten sposob, ze odpowiedni kwantyl
rzedu A dystrybuanty F' nie jest punktem skupienia jej nosnika. Uzyskane wyniki stanowia
uogdlnienie rezultatéw z pracy [11].

Prace [C16] i [C18] sa w tym samym nurcie badan, w ktérym znalazly si¢ wszystkie pozy-
cje ujete w doktoracie. Ich wspélnym mianownikiem jest poszukiwanie géornych optymalnych
oszacowan dla waznego z punktu widzenia praktyki parametru jakim jest wariancja odpowied-
nio statystyk porzadkowych w modelu losowania ze zwracaniem i bez zwracania oraz k-tych
rekordow z populacji ciagtych. Uzyskane oszacowania sa wyrazone w jednostkach wariancji po-
jedynczej zmiennej losowej. Wraz z warunkami osiggalnosci mozemy je znalezé w Twierdzeniu
1 dla modelu ze zwracaniem i w Twierdzeniu 2 dla modelu bez zwracania w pracy [C18]. Z ko-
lei w Twierdzeniu 2.1 z pracy [C16] znajdziemy oszacowania dla wariancji k-tych rekordow.
W [C16] na uwage zastuguje réwniez Propozycja 2.1, ktéra méwi o tym, ze jesli dla skoriczonej
liniowej kombinacji pewnych funkcji prawdziwa jest znana w literaturze wtasnosé zmniejszania
zmiennosci (ang. variation diminishing property, VDP), to mozna ja rozszerzy¢ na przypadek,
gdy ta kombinacja jest nieskoniczona. W szczegélnosei propozycje te w [C16] stosuje sie do
skonczonej liniowej kombinacji funkeji potegowych, dla ktérej prawdziwa jest wtasnos¢ VDP
(zob. [50]).

Wyniki przedstawione w pracy [C4] dotycza analizy danych w dermatologii. Analizujemy
jak obecnosé melasmy (ostudy) na twarzy modelki wptywa na postrzeganie jej przez inne osoby.
Badamy jak zmienia si¢ jej ocena spoteczna oraz atrakcyjnos$¢. Zwracamy przy tym uwage na
potozenie anatomiczne tych zmian skornych na twarzy. Ponadto przedmiotem zainteresowania
jest ocena tatuazy na twarzy pod wzgledem ich atrakcyjnosci wizualnej dla innych oséb. Po-
strzeganie osOb z melasmg lub tatuazem badamy zaréwno poprzez analize fiksacji gatki ocznej

ogladajacego zdjecie jak i wypelniany przez niego kwestionariusz dotyczacy wybranych cech

43



osobowosciowych modelki ze zdjecia ocenianych w pieciostopniowej skali Likerta. Moje obo-

wigzki polegaty na restrukturyzacji i agregacji danych. Nastepnym zadaniem byto dobranie

i przeprowadzenie odpowiednich analiz statystycznych. W badaniach wykorzystano dwuczyn-

nikowa analize wariancji (ANOVA) z powtarzanymi pomiarami wraz z testami post hoc. Wér6d

wybranych dwoch czynnikéw byty rodzaj zmiany i jej potozenie na twarzy a zmienng zalezng

liczba fiksacji gatki ocznej. Innym razem czynnikami byty potozenie zmiany oraz wybrane cechy

osobowosciowe a zmienng zalezng wynik punktowy z kwestionariusza. Analiza zostata wykona-

na z wykorzystaniem oprogramowania IBM SPSS Statistics (v28) oraz $rodowiska R (v4.2.2).

5

Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia na-
ukowgq albo artystyczng realizowang w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,

w szczeglolnosci zagranicznej

. Tygodniowa wizyta naukowa 15.11-19.11.2021, na zaproszenie dr. hab. inz. Wojciecha

Domitrza, prof. PW, Dziekana Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej. W czasie tej wizyty wspotpracowatem z dr hab. Anna Dembinska, prof.
PW. (Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska). W wyniku
tej wspolpracy powstal zarys artykutu [A3] i pomyst na kolejny artykut [C2].

. Wspélpraca z prof. dr. hab. Tomaszem Rychlikiem (Instytut Matematyczny Polskiej Aka-

demii Nauk), pie¢ wspélnych publikacji naukowych: [C18], [B1], [B2], [B3], [B4].

. Wspbdlpraca z dr. hab. Agnieszka Goroncy, prof. UMK (Wydzial Matematyki i Informaty-

ki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu), dwie wspélne publikacje naukowe: [C1],

A1].

. Wspélpraca z dr. Markiem Jankowskim (Wydzial Lekarski w Collegium Medicum w Byd-

goszczy, Uniwersytet Mikolaja Kopernika w Toruniu) oraz dr. hab. Agnieszka Goroncy,
prof. UMK (Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w To-
runiu) w ramach analizy danych statystycznych w dermatologii, jedna wspélna publikacja

naukowa: [C4].

. Udzial w spotkaniach miedzynarodowej grupy badawczej Ordered Statistical Data Me-

eting w Matematycznym Centrum Konferencyjnym IMPAN w Bedlewie koto Poznania,
28.05-02.06.2017 r. oraz 12.05-17.05.2019 r. Wynikiem tych spotkan i nawiazanej w ich
ramach wspoéltpracy z dr hab. Anna Dembinska, prof. PW (Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika Warszawska), sa dwie wspdlne publikacje naukowe: [A6],
[C15].
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6.1

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-

cyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

Dzialalnos$é dydaktyczna

Prowadzacy seminaria inzynierskie dla 17 studentow 3 roku matematyki stosowanej (od
semestru letniego 2023 r.). Promotor 1 pracy inzynierskiej w 2024 r. oraz 7 prac inzynier-
skich w 2025 r. na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika

w Toruniu.

Prowadzacy zajecia dydaktyczne na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w To-
runiu, m.in. ze statystyki opisowej, statystyki matematycznej, eksploracji danych, ra-
chunku prawdopodobienstwa, analizy matematycznej, ze wstepu do statystycznej analizy
danych, z wprowadzenia do R w formie ¢éwiczen i zaje¢ laboratoryjnych, dla studentow
studiéw stacjonarnych z informatyki, matematyki, matematyki i ekonomii, matematy-
ki stosowanej. Niektére zajecia byly realizowane czesciowo zdalnie, z wykorzystaniem
nowoczesnych metod nauczania, m.in. platformy obstugi nauki Moodle oraz MS Teams.
Narzedzia wykorzystywane do pracy w laboratoriach komputerowych: érodowisko R, KNI-
ME, Python, Microsoft Excel 2019 oraz oprogramowanie PS IMAGO (IBM SPSS Stati-
stics) na zajeciach akredytowanych przez firme Predictive Solutions Sp. z o.0. (certyfika-
ty akredytacji nr AKR002/W4/09-2012, AKR002/W5/09-2013, AKR002/W7/09-2015,
AKR002/W9/09-2017, AKR002/W13/09-2021,AKR002/W14/09-2022, AKR002/W15/
092023, AKR002/W16/09.2024).

Przygotowanie programu szkolenia i scenariuszy zaje¢ "W koétko o matematyce” oraz
prowadzenie tychze zaje¢ w ramach projektu ”Lubimy $ciste! — opracowanie programow
ksztatcenia i realizacja innowacyjnych pozaszkolnych zaje¢ edukacyjnych z matematyki
i informatyki dla dzieci i mtodziezy w wieku od 6 do 16 lat na Wydziale Matematyki
i Informatyki UMK w Toruniu” realizowanego w ramach Programu Operacyjnego Wiedza
Edukacja Rozwéj (projekt nt POWR.03.01.00-00-U157/17), 2019 r.—2021 r.

Prowadzacy ”Zajecia wyréwnawcze — prawdopodobienstwo” w ramach projektu pn. "IKS
— Inwestycja w Kierunki Strategiczne na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK?”

realizowanego w ramach Programu Operacyjnego Kapital Ludzki, 2013 r.—2014 r.

Prowadzacy zajecia dydaktyczne na Wydziale Nauk o Ziemi Uniwersytetu Mikotaja Ko-
pernika w Toruniu z podstaw statystyki w formie ¢wiczen dla studentéw kierunku tury-
styka i rekreacja, 2011 r.—2012 r.
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6.2

Dziatalno$¢ organizacyjna

e Czlonek komisji do przeprowadzenia rozméw kwalifikacyjnych na studia II stopnia na

6.3

kierunku analiza danych na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu, luty
2024 .

Udzial w pracach nad powstaniem bloku kompetencyjnego Statystyczna analiza danych
obejmujacego przedmioty: Data mining dla niezaawansowanych, Statystyka opisowa, Wpro-
wadzenie do R, Podstawy statystycznej analizy danych, przewidzianego dla wszystkich
studentow UMK w Toruniu, jesien 2023 r. Blok wystartowal w semestrze letnim ro-
ku akademickiego 2024/2025. Koordynator i prowadzacy przedmiot ogblnouniwersytecki
Wprowadzenie do R oraz koordynator przedmiotu ogblnouniwersyteckiego Statystyka opi-

sowa.

Czlonek Komitetu Organizacyjnego XLIV Konferencji Statystyka Matematyczna, 3 — 7
grudnia 2018 r., Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

Udzial w pracach nad tworzeniem nowego kierunku studiéw: matematyka stosowana na
Wydziale Matematyki i Informatyki UMK, 2016 r.

Opieka naukowa nad Indywidualnym Programem Studiéow dla studentki Zuzanny Kwiat-
kowskiej, studentki II roku studiéw I stopnia na kierunku matematyka i ekonomia na
Wydziale Matematyki i Informatyki, UMK w Toruniu, w roku akademickim 2016/2017.

Cztonek Komitetu Organizacyjnego 11th International Conference on Ordered Statistical
Data (OSD 2014), Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedle-

wie, 2 — 6 czerwca 2014 r.

Dzialalnosé popularyzujgca nauke

Udzial w Dniu Otwartym Kierunkéw Scistych, Przyrodniczych i Technicznych na UMK
w Toruniu. Przeprowadzenie zaje¢ pt. ,Czy kawa tagodzi obyczaje? Regresja liniowa
w praktyce” dla uczniéw szkot érednich z Torunia i okolic na Wydziale Matematyki i In-
formatyki UMK w Toruniu: grudzien 2023 r.

Udzial w seminarium naukowym na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w Toru-
niu dla studentéw z uczelni zagranicznych odbywajacych czterotygodniowy staz naukowy
w ramach programu ”Torun Students Summer Program in Exact Sciences” oraz wygto-

szenie w jego ramach wyktadu ”Introduction to Reliability Theory”: lipiec 2023 r.

Wyktad ”Ktamstwo a statystyka” w ramach obchodéw ”Dzien liczby I1” na Wydziale
Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu: marzec 2016 r.
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e Wyktad popularyzujacy nauke pt. ” Prawdopodobienstwo geometryczne” wygtoszony w:

— Liceum Ogoélnoksztatcace im. Wiadystawa Jagietty w Plocku: styczen 2014 r.
— V Liceum Ogélnoksztatcace im. Jana Pawta II w Toruniu: marzec 2014 r.

— Liceum Ogodlnoksztatcace SOP im. Ks. Poety Jana Twardowskiego

w Plocku: marzec 2014 r.

e Wyklad pt. "Wzory Viete’a dla wielomian6ow” w ramach Regionalnego Kota Matema-

tycznego w I Liceum Ogdlnoksztatcacym w Swieciu: marzec 2010 r.

Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze i inna dzia-

lalnosé

7.1 Granty i projekty badawcze

. Projekt badawczy Applications of Probability in Reliability Theory zrealizowany w ra-
mach "Inicjatywy Doskonato$ci-Uczelnia Badawcza”, program Torun Students Summer
Program in Exact Sciences (TSSP ExSci) na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK
w Toruniu, zastepca kierownika, 24.06-21.07.2024 r. W projekcie uczestniczyty student-
ki: Marta Rudzate z Wydziat Nauki i Technologii Uniwersytetu Lotewskiego w Rydze
i Faustyna Korejwo z Wydziatu Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu. Kierowni-
kiem projektu byta dr hab. Agnieszka Goroncy, prof. UMK. Rezultatem tego projektu
jest publikacja [C1].

. Grant Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, nr 1218-M pt. Asymptotyka liczby
obserwacyi w otoczeniu statystyk pozycyjnych - gtowny wykonawca, pazdziernik 2018 r. —
luty 2019 r.

Grant Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, nr 2515-M pt. Oszacowania miar
potozenia 1 rozproszenia uporzgdkowanych rozktadow — M. Zastosowania do statystyki

bayesowskiej i ubezpieczeniowej - gtéwny wykonawca, kwiecien 2016 r. — grudzien 2016 r.

Grant Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, nr 1776-M pt. Oszacowania warian-
¢t statystyk pozycyjnych i czasu pracy systemow niezawodno$ciowych - gtdwny wykonaw-

ca, maj 2014 r. — grudzien 2014 r.

Grant Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, nr 192-M pt. Oszacowania wariancyi
statystyk pozycynych i czasu pracy systemow niezawodno$ciowych - gtéwny wykonawca,
grudzien 2011 r. — grudzien 2012 r.
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6.

7.2

7.3

Stypendysta projektu ”Stypendia dla doktorantéw 2008/2009 — ZPORR” wspotinanso-
wanego przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego oraz Budzetu Pan-
stwa w ramach Zintegrowanego Programu Operacyjnego Rozwoju Regionalnego, 2008 r.
— 2009 r.

Nagrody i wyrdznienia

Medal Brazowy za Dlugoletnig Stuzbe przyznany przez Prezydenta Rzeczypospolitej Pol-
skiej w 2024 roku.

Indywidualne wyrdznienie rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za osiagniecia

uzyskane w dziedzinie naukowej w 2021 roku.

Indywidualne wyrdznienie rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za osiagniecia

uzyskane w dziedzinie naukowo — badawczej w 2016 roku.

Laureat konkursu na najlepsze dydaktyczne materiaty autorskie w ramach projektu ” Wzmoc-
nienie potencjatu dydaktycznego UMK w Toruniu w dziedzinach matematyczno — przyro-
dniczych” - przygotowano wyktad i ¢wiczenia w jezyku polskim i angielskim do przedmiotu

Statystyki porzqgdkowe - termin realizacji: maj 2015 r. — wrzesien 2015 r.

Laureat konkursu na najlepsze dydaktyczne materiaty autorskie w ramach projektu ” Wzmoc-
nienie potencjatu dydaktycznego UMK w Toruniu w dziedzinach matematyczno — przyro-
dniczych” - przygotowano wyktad i ¢wiczenia w jezyku polskim i angielskim do przedmiotu

Teoria niezawodnosci - termin realizacji: styczen 2015 r. — lipiec 2015 r.

Zajecie I miejsca w konkursie ” Najlepszy Cwiczeniowiec w roku akademickim 2012 /2013”

na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu.

Inna dzialalnosé

Artykuly na zaproszenie opublikowane w specjalnym tomie ”Computational Methods
in System Reliability” (SI-CMSR) czasopisma Journal of Computational and Applied
Mathematics, wydawanaego przez Elsevier. Publikacje: [A2] oraz [A3)].

Poza referatami przedstawionymi na konferencjach, umieszczonymi w Wykazie osiggniec
naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny wktad w rozwady okreslones dyscypli-
ny, wygtositem rowniez 13 referatéw na seminariach Wydziatu Matematyki i Informa-
tyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu (w latach 2011 — 2025), 5 referatéw
na seminarium Statystyka matematyczna i inne zastosowania probabilistyczne, IM PAN
w Warszawie (w 2015 r., 2017 r., 2018 r., 2021 r., 2022 r. i 2023 r.), 1 referatu na Se-
manarium Probabilistycznym Wydziatu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej (w 2019 r.).
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e Bytem recenzentem 10 prac magisterskich, 9 inzynierskich z matematyki stosowanej oraz

7 licencjackich z matematyki.
e Kursy i szkolenia

— Udzial w webinariach ”Po pierwsze jakosé¢ danych! — zobacz, jak przygotowaé¢ dane
do analizy” oraz "Porzadkowanie zmiennos$ci — analiza wariancji” organizowanych

przez firme Predictive Solutions /// Know-How, listopad 2022 r, marzec 2024 r.

— Ukonczone czterosemestralne Studium Pedagogiczne na UMK w Toruniu - uzyskane

kwalifikacje pedagogiczne, 2007 r.
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