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3 Zatrudnienie w jednostkach naukowych
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stanowisko: Adiunkt

2003 - 2010 Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu,
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4 Wskazanie osiggniecia habilitacyjnego

Jako osiggniecie naukowe, o ktorym mowa w art. 219 ust 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca
2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, wskazuje cykl powigzanych tematycznie
artykutow naukowych pod wspélnym tytutem

Globalne bifurkacje z orbit krytycznych funkcjonaléw niezmienniczych
z zastosowaniem do eliptycznych réwnan rézniczkowych

Lista artykutow sktadajacych sie na osiggniecie naukowe:

(A1) Golebiewska Anna, Rybicki Stawomir, Equivariant Conley index versus degree for
equivariant gradient maps, Discrete and Continuous Dynamical Systems Series S,
vol. 6, nr 4, 2013, s. 985-997.



(A2) Golebiewska Anna, Kluczenko Joanna, Connected sets of solutions for a nonlinear
Neumann problem, Differential and Integral Equations, vol. 30, nr 11-12, 2017, s.
833-852.

(A3) Golebiewska Anna, Kluczenko Joanna, Stefaniak Piotr, Bifurcations from the orbit
of solutions of the Neumann problem, Calculus of Variations and Partial Differential
Equations, vol. 57, nr 1, 2018, s. 1-23.

(A4) Golebiewska Anna, Stefaniak Piotr, Global bifurcation from an orbit of solutions
to non-cooperative semi-linear Neumann problem, Journal of Differential Equations,
vol. 268, nr 11, 2020, s. 6702-6728.

(A5) Golebiewska Anna, Stefaniak Piotr, Structure of sets of solutions of parametrised
semi-linear elliptic systems on spheres, Nonlinear Analysis - Theory Methods &
Applications, vol. 212, 2021, s. 1-20.

(A6) Golebiewska Anna, Kluczenko Joanna, Stefaniak Piotr, Bifurcations from degenerate
orbits of solutions of nonlinear elliptic systems, Journal of Fixed Point Theory and
Applications, vol. 25, nr 1, 2023, s. 1-22.

Tematyka prac sktadajacych si¢ na powyzszy cykl dotyczy wtasnosci zbiorow punktow
krytycznych funkcjonatéw niezmienniczych. Zaprezentowane rezultaty sa wynikiem badan
prowadzonych w nastepujacych dwoch kierunkach:

1. rozwoju metod topologii niezmienniczej stosowanych do badania zbioru punktow
krytycznych funkcjonatu, ze szczegdlnym uwzglednieniem stopnia gradientowych
odwzorowan wspotzmienniczych oraz niezmienniczego indeksu Conleya,

2. zastosowania rezultatéw otrzymanych przy pomocy powyzszych metod do opisu
wtasnosci zbioréw rozwiazan pewnych typéw réwnan rézniczkowych. W szczegdl-
nosci interesuje nas problem istnienia spdjnych oraz nieograniczonych podzbiorow
takich zbiorow. W przedstawionym cyklu koncentrujemy sie na pokazaniu zastoso-
wania omawianych metod do ukladow réwnan eliptycznych. Podkreslamy jednak,
ze metodami takimi badaliémy réwniez réwnania hamiltonowskie i newtonowskie.

4.1 Wprowadzenie

Jako punkt wyjécia do oméwienia zagadnien rozwazanych w cyklu prac (A1)-(A6) mozna
przyjac¢ badanie zbioru stabych rozwigzan nastepujacego uktadu rownan eliptycznych:

{AAu =V.F(u,\) wQ (4.1)

%:0 na OS2,



przy zatozeniu, ze Q@ C RY jest otwartym, ograniczonym zbiorem z brzegiem klasy
C>,F € C*(R? x R,R) oraz A = diag (ay,...,ap),a; € {—1,1}. Stosujemy przy tym
nastepujace oznaczenia: Au dla funkeji u: 2 — RP oznacza operator (Auy, ..., Au,), zas
V. F oznacza gradient funkcji F' ze wzgledu na zmienng u.

Dodatkowo zaktadamy, ze powyzszy uktad posiada tak zwang trywialng rodzine roz-
wiazan, przyjmujac, ze istnieje punkt uy € RP, ktéry jest punktem krytycznym potencjatu
F dla kazdego A. Oczywiscie zatozenie to spelnione jest na przyktad, gdy F' jest postaci
F(u,\) = AF(u), gdzie F: R? — R oraz istnieje punkt krytyczny u funkcji F. Definiu-
jac wtedy 1o jako funkcje stala o wartosci ug, otrzymujemy rodzine rozwigzan postaci
{@p} x R, nazywana rodzina trywialna.

Interesujacym nas problemem jest badanie zbiorow rozwiazan, ktore nie nalezg do ta-
kiej rodziny, czyli tak zwanych rozwigzan nietrywialnych. W tym celu bedziemy stosowaé
podejscie wariacyjne, zatem zamienimy rozwazany problem na problem szukania punk-
tow krytycznych pewnego funkcjonalu Oznaczmy przez H'(Q)) standardowa przestrzen

Sobolewa i przyjmijmy H = @ HY(

Na przestrzeni H x R ZdeﬁIHUme funkcjonal stowarzyszony z uktadem (4.1), ktadac:

A) = ; i i(—ai|Vui(x)|2)dx— [ Eue), A (4.2)

Zauwazmy, ze slabe rozwiazania uktadu (4.1) sa we wzajemnie jednoznacznej odpo-
wiedniosci z rozwigzaniami rownania

Vu®(u, \) = 0. (4.3)

Oczywiscie rodzina {@p} X R jest rodzina rozwiazan powyzszego réwnania, ktéra w dal-
szym ciggu nazywana bedzie rodzing trywialng. Wiadomo ponadto, ze V,®: Hx R — H
jest pelmociggltym zaburzeniem liniowego, ograniczonego, samosprzezonego operatora Fre-
dholma indeksu zero. W szczegélnej sytuacji, gdy wszystkie wspotezynniki a; uktadu (4.1)
sg rowne —1, rozwazany operator jest pelnociggltym zaburzeniem identycznosci. W pra-
cach z prezentowanego cyklu rozwazana byta zaréwno taka sytuacja, jak i przypadek
uktadu niekooperatywnego, to znaczy takiego, w ktérym nie wszystkie wspotezynniki sg
tego samego znaku. Funkcjonal stowarzyszony z uktadem jest w takiej sytuacji silnie nie-
okreslony, tzn nie jest ograniczony z gory ani z dotu nawet modulo skonczenie wymiarowe
podprzestrzenie.

Zamiana uktadu réwnan postaci (4.1) na réwnanie operatorowe postaci (4.3) pozwala
na stosowanie do badania wtasnosci zbioru rozwiazan réznego rodzaju metod wariacyjnych
oraz topologicznych. Przyktadowymi monografiami, w ktérych omawiane sg takie metody;,
sa [31], [33], [34], [45]. Podkreslmy, ze w przypadku funkcjonatu stowarzyszonego z ukta-
dem niekooperatywnym nie da si¢ stosowaé¢ metod bezposrednich rachunku wariacyjnego,
polegajacych na poszukiwaniu ciaggéw minimalizujacych. W sytuacji tej mozna natomiast
uzywacé twierdzen typu min-max, takich jak twierdzenie o punkcie siodtowym czy twier-
dzenie o gérskiej przeteczy. Analogicznie w przypadku metod topologicznych, narzedzia
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stosowane dla uktadéw niekooperatywnych, muszg uwzgledniaé silng nieokreslonosé funk-
cjonatu. W naszych pracach skupiliSmy sie na zastosowaniu do badania rozwigzan réwnan
postaci (4.3) metod topologicznych, a w szczegdlnosci metod teorii bifurkacji.

Idea tej teorii polega na badaniu zmiany (przy zmianie parametru ) struktury zbioru
rozwiazan réwnania postaci (4.3) lub, ogdlniej, postaci

U(u, \) = 0, (4.4)

gdzie U: X x A — X spetnia pewne dodatkowe warunki, X jest przestrzeniag Banacha, za$
A jest rodzina parametréw. Doktadniej, dla punktu (g, Ag), bedacego elementem rodziny
trywialnej, rozwaza sie warunki implikujace fakt, ze jest on punktem bifurkacji lokalnej (to
znaczy punktem skupienia nietrywialnych rozwiazan réwnania) lub globalnej (pojecie to
zostanie zdefiniowane w dalszej czedci tego omodwienia). Najbardziej znanym rezultatem
dotyczacym tego zjawiska jest Globalne Twierdzenie Bifurkacyjne, udowodnione przez
Rabinowitza, vide [37], jako rozwiniecie idei Krasnosielskiego, vide [27].

Twierdzenie Rabinowitza podaje warunki na wystepowanie zjawiska globalnej bifur-
kacji rozwiazan réwnania typu (4.4), gdy operator ¥ jest pelnociaglym zaburzeniem iden-
tycznosci. Ponadto opisuje ono strukture emanujacych zbioréow rozwigzan. Twierdzenie to
posiada wiele uogélnien, przy zatozeniach réznego rodzaju (uogélnienia te zostaty opisane
na przyklad w przegladowym artykule [30]). Najczesciej jednak przy takich rezultatach
zaktada sie, ze istnieja wartosci \ e R, dla ktorych g jest izolowanym rozwiazaniem
réwnania W(-, A) = 0.

Z drugiej strony, uklady postaci (4.1) posiadaja czesto naturalne symetrie pewnych
zwartych grup Liego. W naszych pracach rozwazaliSmy dwa rodzaje takich symetrii: sy-
metrie pochodzace od dziedziny oraz od prawej strony uktadu. Pierwsza z tych sytuacji
zachodzi, gdy zbidér € jest niezmienniczy ze wzgledu na pewng grupe symetrii przestrzeni
RY, na przyktad grupe SO(N), czyli specjalng ortogonalng grupe N-wymiarows. Przez
niezmienniczos¢ zbioru rozumiemy wtedy, ze ax € Q dla kazdych a € SO(N) i x € Q.
Drugi rodzaj symetrii otrzymujemy, gdy F' jest odwzorowaniem I'-niezmienniczym ze
wzgledu na zmienna u, dla pewnej zwartej grupy Liego I' dziatajacej na przestrzeni RP,
czyli spetiony jest warunek F'(yu,\) = F(u,\) dla wszystkich v € I';u € RP, A € R.
W obu przypadkach symetrie réwnania powoduja, ze stowarzyszony funkcjonal jest nie-
zmienniczy, co implikuje, ze jego punkty krytyczne tworza orbity. Wobec tego zatozenie,
ze rozwiazania réwnania (4.3) sa izolowane na pewnych poziomach A czesto nie jest spet-
nione.

W naszych badaniach zajeliSmy sie opisem wtasnosci zbioru rozwigzan (w szczegdl-
nosci wystepowaniem zjawiska globalnej bifurkacji z rodziny trywialnej) réwnania typu
(4.3) w przypadku z symetriami. Do ich badania zastosowaliémy niezmienniczy indeks
Conleya (vide [24]) i stopient wsp6lzmienniczych odwzorowan gradientowych (vide [14],
[21], [42]). Z jednej strony, w pracach (A1), (A4), (A6) rozwijaliSmy teori¢ tych nie-
zmiennikéw. 7 drugiej strony, w pracach (A2)-(A6) wykorzystywaliSmy je do badania
zbioréw rozwiazan ukladéw postaci (4.1) oraz uktadéw réwnan eliptycznych na sferze.



Zagadnieniem, od ktérego rozpoczelidémy rozwazanie uktadu (4.1) bylo istnienie nieog-
raniczonych zbioréw rozwiazan. Problem ten badali$émy w pracy (A2), gdzie dla pewnego
szczegblnego przypadku takiego uktadu udowodniliSmy istnienie nieograniczonej sktado-
wej spojnosci zbioru rozwigzan nietrywialnych. Zastosowana metoda byto tutaj badanie
bifurkacji z nieskonczonosci, przy uzyciu odpowiednio zdefiniowanego indeksu (wyrazo-
nego w terminach stopnia odwzorowan wspétzmienniczych).

Istotnym ograniczeniem podejscia wykorzystanego w (A2) jest to, ze moze by¢ ono
zastosowane tylko do zagadnien z potencjalem, ktory jest asymptotycznie kwadratowy
w nieskonczonosci. W uktadach pochodzacych z zastosowan czesto mamy do czynienia
z sytuacja, gdy warunek ten nie jest spelniony, natomiast wiadomo, ze istnieje orbita
rozwiazan stalych, czyli orbita punktow krytycznych stowarzyszonego funkcjonatu. W tej
sytuacji interesuje nas badanie zbioru rozwigzan w otoczeniu takiej orbity. Wobec tego
w dalszych pracach skupiliSmy sie na zagadnieniu bifurkacji z orbity. Interesowata nas
przy tym zwtlaszcza sytuacja, gdy orbita taka jest zbiorem wymiaru wigkszego od 0, na
przyktad gdy jest ona homeomorficzna z okregiem.

Pewna metoda pozwalajaca dowodzi¢ bifurkacji w takim przypadku zostata zapropo-
nowana w pracy [35]. Zostal tam podany sposéb obliczania niezmienniczego indeksu Con-
leya orbity poprzez sprowadzenie do obliczania indeksu izolowanego punktu krytycznego
z przestrzeni normalnej do orbity. Wykorzystujac te metode oraz zwiagzek niezmienniczego
indeksu Conleya i stopnia gradientowych odwzorowan wspoétzmienniczych opisany przez
charakterystyke Eulera, ktéry udowodniliémy w pracy (A1), mozna wykazaé istnienie
spéjnych zbioréw rozwiazan. W pracy (A3) uzasadniliémy w ten sposéb, ze dla problemu
Neumanna z niezmienniczym potencjatem, rozwazanego na kuli, zachodzi zjawisko glo-
balnej bifurkacji stabych rozwiazan z orbity rozwiazan statych.

Kolejnym naturalnym celem byto potaczenie dwoch typow rezultatow, poprzez za-
proponowanie metody, ktéra pozwala badaé¢ bifurkacje z orbity i jednoczesnie opisywad
wtasnosci bifurkujacego zbioru, a zatem uogélnia¢ Globalne Twierdzenie Bifurkacyjne na
przypadek bifurkacji z orbity. W tym celu skupiliSmy sie¢ na rozwijaniu teorii stopnia nie-
zmienniczych funkcjonaléw silnie nieokreslonych. W pracy (A4) zaproponowali$émy me-
tode obliczania, kiedy stopnie dwéch odwzorowan sg rozne na zbiorze zawierajacym orbite
punktéw krytycznych. Zaktadaliémy przy tym, ze orbita taka jest niezdegenerowana, to
znaczy jej wymiar jest rowny wymiarowi jadra operatora V2®(ug, \o), gdzie ug jest pew-
nym punktem tej orbity. Zalozenie to implikuje, ze skonczenie wymiarowa aproksymacja
rozwazanego odwzorowania jest wspOlzmiennicza funkcja Morse’a, vide [32], zatem do
obliczania stopnia mozna zastosowaé teorie takich funkcji. Z bardziej skomplikowang sy-
tuacja mamy do czynienia w przypadku orbity, ktora nie spetnia powyzszego warunku
(czyli tak zwanej orbity zdegenerowanej), gdyz skonczenie wymiarowa aproksymacja nie
jest w tym przypadku wspotzmiennicza funkcja Morse’a, co odpowiada temu, ze odwzoro-
wanie obciete do przestrzeni normalnej do orbity nie jest wtedy izomorfizmem. Przypadek
ten rozwazaliSémy w pracy (A6). Wyniki uzyskane dla stopnia niezmienniczych funkcjona-
tow silnie nieokreslonych wykorzystalismy do pokazania, ze zachodzi globalna bifurkacja
z orbity punktéw krytycznych.



Otrzymane abstrakcyjne rezultaty uzywane byty do badania zbioréw rozwigzan réz-
nego typu réwnan rézniczkowych, zaréwno zwyczajnych jak i czastkowych. Zastosowania
prezentowane w omawianym cyklu ograniczamy do uktadéw rownan eliptycznych z warun-
kiem brzegowym Neumanna oraz uktadow réwnan eliptycznych zdefiniowanych na sferze.
W szezegblnosci w pracy (A4) rezultaty dotyczace obliczania indeksu bifurkacji przy po-
mocy stopnia zostaly uzyte do wykazania globalnej bifurkacji rozwiazan zagadnienia (4.1)
przy zalozeniu, ze zbiér € jest SO(N)-niezmienniczy, potencjal F jest niezmienniczy oraz
orbita punktéw krytycznych F' jest niezdegenerowana. Ponadto w pracy tej wykazane
zostalo istnienie nieograniczonych kontinuéw rozwigzan takiego uktadu. Podobne rezul-
taty, w przypadku orbity zdegenerowanej, otrzymane zostaly w pracy (A6). Badali$émy
w niej rowniez globalna bifurkacje rozwigzan uktadu zdefiniowanego na sferze. Struktura
zbioréw rozwiazan takiego ukladu zostala opisana w pracy (A5).

Przejdziemy teraz do szczegdlowego omowienia rezultatéw otrzymanych w pracach
z cyklu (A1)-(A6). Rozpoczniemy od opisu uzywanych przez nas metod topologicznych
i uzyskanych abstrakcyjnych rezultatow dotyczacych tych metod. Nastepnie oméwimy
wyniki dotyczace bifurkacji z nieskonczonosci oraz globalnej bifurkacji stabych rozwigzan
uktadéw eliptycznych.

4.2 Indeks orbity

Gléwnymi narzedziami topologicznymi uzywanymi w naszych pracach sa niezmienni-
czy indeks Conleya i stopien gradientowych odwzorowan wspétzmienniczych. Rozpocznij-
my od omoéwienia najistotniejszych wtasnosci tych obiektow, niezbednych do kompletnosci
opisu dalszych wynikéw.

Niech G bedzie zwarta grupa Liego, a V skonczenie wymiarowsa, ortogonalna, rze-
czywista G-reprezentacja. Przypomnijmy, ze odwzorowanie f: V — R nazywane jest G-
niezmienniczym, gdy f(gv) = f(v) dlakazdych g € G,v € V, za$ odwzorowanie f: V — V
nazywamy G-wspélzmienniczym, gdy f(gv) = gf(v) dla kazdych g € G,v € V. Oczywi-
Scie gradient odwzorowania G-niezmienniczego jest odwzorowaniem G-wspotzmienniczym.

Dla pary (Vo,Q), gdzie Q C V jest otwartym, ograniczonym, G-niezmienniczym pod-
zbiorem (czyli gx € Q dla kazdych g € G,z € Q), za$ ¢ € C1(Q,R) jest G-niezmiennicza
funkcja 2-dopuszczalna (czyli spetniajaca warunek (V) ~1(0)NOQ = () zdefiniowany jest
stopien gradientowych odwzorowan wspolzmienniczych, oznaczany przez Vg-deg(Vo, ).
Stopien ten jest elementem tak zwanego pierécienia Eulera (jego opis zostanie podany
w dalszej czeSci tego omodwienia). Konstrukcja stopnia zostata opisana przez Gebe w
pracy [14]. Ponadto, poniewaz rozwazane odwzorowanie jest gradientowe, warunek -
dopuszczalnosci implikuje, ze €2 jest otoczeniem izolujacym dla potoku n indukowanego
przez —V¢. Niech § bedzie maksymalnym izolowanym podzbiorem n-niezmienniczym
zbioru Q. Wéwezas okreslony jest niezmienniczy indeks Conleya CZg (S, n), vide [2], [14],
[43].

Definicja indeksu w powyzszym przypadku jest analogiczna do klasycznej definicji po-



danej przez Conleya, vide [4], w sytuacji bez dziatania grupy. Wiadomo (vide Propozycja
5.6 [14]), ze w sytuacji G-niezmienniczej otrzymany indeks jest G-typem homotopijnym G-
CW-kompleksu z wyréznionym punktem (definicje i wtasnosci G-CW-komplekséw mozna
znalez¢ w ksiazce [9]). Waznym zagadnieniem, z punktu widzenia teorii bifurkacji, jest
badanie, kiedy takie G-typy homotopijne sg rézne.

Narzedziami, ktére moga byé w tym celu wykorzystywane sa niezmienniki addy-
tywne, vide [9]. W szczegdlnosci w ksiazce [9] mozna znalezé konstrukcje tak zwanego
uniwersalnego niezmiennika addytywnego (U(G),u), gdzie (U(G), +) jest grupa abelowa,
ktora moze by¢ rozumiana jako Z-modul generowany przez klasy sprzezonosci domknie-
tych podgrup grupy G. Oznaczajac klase sprzezonosci domknietej podgrupy H C G
przez (H), a zbiér wszystkich takich klas przez sub[G] otrzymujemy, ze elementy U(G)
mozna zapisac jako Yy cpia) ) - (H), gdzie ny € Z oraz jedynie skoniczona liczba
wspotezynnikéw ng) jest niezerowa. Szczegoélnie interesujacym przypadkiem jest G =
SO(2). W tej sytuacji sub[SO(2)] = {(SO(2)),(Z),(Zs),...}, przy czym wszystkie te
klasy sprzezonosci sa jednoelementowe. Elementy U(SO(2)) zapisujemy zatem w postaci
ap - (SO(2)) 4+ 372 ak - (Zy) lub réwnowaznie, jako ciagi wspotezynnikéw (o, o, g, . . ).

Zauwazmy, ze kazdej domknietej podgrupie H C G odpowiada przestrzen ilorazowa
G/H, ktéra jest jednocze$nie G-przestrzenia (vide [25]) oraz, na podstawie definicji, G-
CW-kompleksem. Smash produkt takich G-CW-komplekséw indukuje mnozenie w U(G),
vide [9]. Tréjke (U(G),+, *) nazywaé bedziemy pierscieniem Eulera, za$ odwzorowanie u
niezmienniczg charakterystyka Eulera.

Z definicji uniwersalnego niezmiennika addytywnego wynika, ze niezmiennicza cha-
rakterystyka Eulera przyporzadkowuje G-typowi homotopijnemu G-CW-kompleksu ele-
ment pierScienia U(G). W szczegdlnosci odwzorowanie, ktore przyporzadkowuje parze
(Vo,Q), spelniajacej opisane powyzej warunki, niezmiennicza charakterysytke Eulera in-
deksu CZg(S,n), moze byé rozumiane jako stopien, przyjmujacy wartosci w U(G). Pod-
kreslmy, ze w sytuacji klasycznego indeksu Conleya twierdzenie Poincaré-Hopfa implikuje,
ze otrzymany w wyniku analogicznej konstrukeji element zbioru liczb catkowitych to sto-
pien Brouwera. Mozna wobec tego przyjmowacé takie konstrukcje jako definicje odpowied-
nich stopni.

Jednak czesciej stosuje sie podejicie polegajace na przedstawieniu analitycznej defi-
nicji stopnia, a nastepnie na wykazaniu zwiazku miedzy stopniem a indeksem Conleya.
Dla sytuacji niezmienniczej takie podejscie zostalto zastosowane przez Gebe w pracy [14].
Definicja analityczna stopnia przedstawiona w tym artykule opiera sie na przyblizaniu
funkcji przez tak zwane odwzorowania generyczne. Ze wzgledu na techniczne aspekty
dowodéw bardziej praktyczna jest definicja wykorzystujaca specjalne wspolzmiennicze
funkcje Morse’a (zostaly one zdefiniowane w pracy [32], a ich wtasnosci, ktére wykorzy-
sta¢ mozna do definicji stopnia, opisane zostaly w pracy [11]). Szkic takiej definicji za-
miedciliémy w pracy (A1l). Dodatkowo uzasadniliSmy, ze dla tak zdefiniowanego stopnia
zachodzi zwigzek z indeksem Conleya, analogiczny do rezultatu otrzymanego dla stopnia
zdefiniowanego przez Gebe, wobec czego te dwie definicje sa réwnowazne. Podkreslmy,
ze stopien gradientowych odwzorowan wspélzmienniczych ma wtasnosci analogiczne do



wtasnosci stopnia Brouwera, takie jak wlasnos$é istnienia rozwiazania, addytywnosci, wy-
cinania, zawieszania, linearyzacji, czy homotopijnej niezmienniczosci, vide [42].

Ponadto zachodzi tak zwana formuta produktowa, pozwalajaca oblicza¢ stopien od-
wzorowania produktowego jako iloczyn stopni na poszczegdlnych wspotrzednych odwzo-
rowania. Doktadniej, prawdziwy jest nastepujacy rezultat, udowodniony w pracy (A1l):

Twierdzenie 4.1 (Theorem 3.1 (A1)) Niech Q; C V; bedzie otwartym, ograniczonym,
G-niezmienniczym podzbiorem G-reprezentacji V; oraz miech ¢; € CY(V;,R) bedzie G-
niezmienniczq, $2;-dopuszczalng funkcjg dla @ = 1,2. Wowczas G-niezmiennicza funkcja
o1+ @2 € CHV, ®Vy, R) jest (2 x Qy)-dopuszczalna oraz zachodzi

Va-deg((Vr, V), Q1 X Q) = Vg-deg(Vr, Q) * Vg-deg(Vg, Q).

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzony zostal najpierw dla przypadku, gdy ¢; (dla
i = 1,2) jest specjalna niezmiennicza funkcja Morse’a, ktérej zbiér punktéw krytycznych
sktada sie z doktadnie jednej orbity. Przypadek dowolnych €2;-dopuszczalnych funkcji ¢;
wynika z tego przypadku szczegdlnego oraz z wlasnosci stopnia.

Zaréwno niezmienniczy indeks Conleya jak i stopien gradientowych odwzorowan wspot-
zmienniczych majg swoje odpowiedniki nieskonczenie wymiarowe, konstruowane przy réz-
nych zaltozeniach na rozwazany operator. W naszych zastosowaniach koncentrowalismy
sie na niezmiennikach dla operatoréw postaci pelnociagte zaburzenie identycznosci, lub
ogoblniejszych, postaci pelnociagte zaburzenie liniowego operatora Fredholma indeksu 0.
Doktadniej, niech H bedzie nieskoniczenie wymiarowa przestrzenig Hilberta, ktora jest
jednoczesnie ortogonalng reprezentacja grupy G. Rozwazmy G-niezmienniczy funkcjonat
® Kklasy C? okreglony na H. Zatézmy przy tym, ze jest on postaci

1

O(u) = §<Lu,u) —&(u), (4.5)

gdzie

(1) L: H — H jest liniowym, ograniczonym, samosprzezonym, G-wspOlzmienniczym
operatorem Fredholma indeksu 0,

(2) V&: H — H jest G-wspdlzmienniczym operatorem pelnocigglym.

Wykorzystujac rzutowania na podprzestrzenie wtasne operatora L tworzymy G-wspot-
zmienniczy schemat aproksymacyjny na przestrzeni H, czyli ciag G-wspotzmienniczych
rzutéw {m,: H — H;n € NU{0}} taki, ze ciag H" = m,(H) skoriczenie wymiarowych
podreprezentacji H spetnia H"*' = H" @ H,,,; dla pewnej podreprezentacji H,,; L H"
oraz H = ¢l (22, H,,). Ponadto ker L = H° oraz m,0L = Lo, dla wszystkich n € NU{0}.

Dla funkcjonatu @ spetniajacego powyzsze warunki oraz otwartego, ograniczonego,
G-niezmienniczego podzbioru Q C H takiego, ze (V®)71(0) N 9Q = 0, w pracy [21]
zdefiniowaliSmy stopien Vg-deg(V®, ), bedacy elementem pierécienia U(G), nazywany
stopniem niezmienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych. Ponadto, w sytuacji gdy n
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jest lokalnym G-LS-potokiem (vide Definicja 2.1 w pracy [24]) generowanym przez —V®
za$ O jest G-otoczeniem n-izolujacym, w pracy Izydorka [24] zdefiniowany jest takze
indeks Conleya CZs(O,n), bedacy G-typem homotopii G-spektrum. Przypomnijmy, ze
dla ciggu (V)22 skoriczenie wymiarowych G-reprezentacji, G-spektrum typu (V)5
rozumiemy jako ciag &€ = (&,) zwartych i metryzowalnych G-przestrzeni takich, ze od
pewnego miejsca SV A&, i E,41 sa G-homotopijnie réwnowazne, gdzie S = D(V)/S(V),
za$ D(V) i S(V) sa odpowiednio domknieta kula i sfera jednostkowa w V.

Podkredlmy, ze powyzszy indeks zdefiniowany jest dla G-otoczenia n-izolujacego, gdyz
tak okre$lony indeks posiada wtasnos$é kontynuacji (vide [24]). Z drugiej strony, istota
zastosowania indeksu Conleya jest badanie zbioréw niezmienniczych. Wiadomo jednak,
ze dla izolowanego zbioru niezmienniczego S potoku 1 generowanego przez —V® istnieje
otoczenie n-izolujace O. Dlatego mozna stosowaé réwniez zapis CZg (S, —V®), definiujac
taki indeks jako CZ (O, n).

Jeden z gltéwnych rezultatéw pracy (A1) dotyczy zwiazku miedzy dwoma opisanymi
powyzej niezmiennikami. Aby go wykazaé, zdefiniowaliémy uogélniong niezmienniczg cha-
rakterystyke Fulera G-typu homotopijnego G-spektrum & jako

To([€]) = lim (xa(S" )™ % xa(€n))-

Odwzorowanie to jest poprawnie okre$lone, vide Lemat 2.3 w (A1).

Przy powyzszych oznaczeniach, zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy stopniem niez-
mienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych i niezmienniczym indeksem Conleya, be-
dacy uogolnieniem twierdzenia Poincaré-Hopfa na przypadek tych niezmiennikow:

Twierdzenie 4.2 (Theorem 3.5 (A1)) Niech n bedzie lokalnym G-LS-potokiem genero-
wanym przez —V &, zas O otoczeniem izolujgcym dla n. Wowczas

Tc(CZq(O,n)) = Vg-deg(VP, O).

Dowdéd tego twierdzenia opiera sie na wtasnosciach stopnia niezmienniczych funkcjo-
natéow silnie nieokreslonych i niezmienniczego indeksu Conleya oraz ich skonczenie wy-
miarowych wersji.

Opisane powyzej niezmienniki moga by¢ zastosowane do badania zjawiska bifurkacji.
Omowimy teraz zalozenia, przy jakich rozwazamy ten problem.

Niech H bedzie nieskonczenie wymiarowa przestrzenia Hilberta, ktora jest ortogonalna
G-reprezentacja oraz posiada G-wspdélzmienniczy schemat aproksymacyjny {m,: H — H :
n € NU{0}}. Ponadto niech ® € C*(H x R, R) bedzie G-niezmienniczym funkcjonatem
postaci

B(u, ) = ;(Lu, u) — E(u, \), (4.6)
gdzie

(1) L: H — H jest liniowym, ograniczonym, samosprzezonym, G-wspolzmienniczym
operatorem Fredholma indeksu 0, takim, ze my(H) = ker L oraz 7, o L = Lo, dla
kazdego n € NU {0},
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(2) Vu&: H x R — H jest G-wspélzmienniczym operatorem pelnociaglym.

Zatézmy, ze istnieje uy € H takie, ze dla kazdego A € R zachodzi V,®(ug,\) = 0.
Poniewaz operator V,® jest G-wspdélzmienniczy, to dla kazdego g € G i A € R zacho-
dzi réwniez V,®(gug, A) = 0. Otrzymujemy zatem orbite punktéw krytycznych G (ug)
funkcjonatu ® dla kazdego A € R. Pozwala to zdefiniowaé¢ trywialng rodzine rozwigzan
T = G(ug) x R réwnania V,®(u,\) = 0. Naszym celem jest badanie istnienia rozwia-
zan, ktore nie naleza do tej rodziny, czyli tak zwanych rozwigzan nietrywialnych, zaréwno
w malym otoczeniu 7 (czyli bifurkacje z rodziny trywialnej), jak i poza dowolnie du-
zym otoczeniem T (czyli bifurkacje z nieskoniczono$ci). Opiszmy najpierw pierwsza z tych
sytuacji. Zdefiniujmy rodzine rozwiazan nietrywialnych przez N' = {(u,\) € H x R :
Vu®(u,\) =0, (u,\) ¢ T} iprzyjmijmy nastepujaca definicje:

Definicja 4.3 Mowimy, ze zachodzi zjawisko lokalnej bifurkacji z orbity G(ug) X { Ao} C
T, jezeli G(ug) X { o} C cl(N). Inaczej mowige, orbita G(ug) x {\o} sklada sie z punktéw
skupienia zbioru N .

Szczegdlnie interesowaé nas bedzie problem istnienia kontinuéw (czyli spdjnych, do-
mknietych zbioréw) rozwiazan nietrywialnych.

Definicja 4.4 Mowimy, Ze zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji z orbity G(ug) X { Ao} C
T, jezeli istnieje niepuste kontinuum C(ug, Ag) C cl(N) zawierajgce (ug, \o) takie, Ze albo
C(ug, o) jest zbiorem mieograniczonym, albo jest zbiorem ograniczonym oraz C(ug, Ag) N

(T \ (G(uo) x {Xo})) # 0.

Podkreslmy, ze jezeli istnieje kontinuum C(ug, Ag) dane powyzsza definicja, to dla kaz-
dego ¢ € G istnieje kontinuum C(gug, \g), spetniajace analogiczne warunki, dlatego w tej
definicji méwimy o bifurkacji z orbity.

Zauwazmy, ze jezeli zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji, to zachodzi réwniez zja-
wisko lokalnej bifurkacji. Ponadto, biorgc pod uwage niezmienniczg wersje twierdzenia o
funkeji uwiktanej udowodniong przez Dancera w pracy [7], mozna wykazaé, ze prawdziwy
jest nastepujacy warunek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji:

Fakt 4.5 (Fact 2.10 (A3)) Jezeli zachodzi zjawisko lokalnej bifurkacji z orbity G(ug) X
{)\0} - T, to dim ker V%L@(UO, )\0) > dlm(G(uO) X {)\0})

Orbite G(ug) x {Ao} spelniajaca powyzszy warunek nazywamy zdegenerowana. Pod-
kreslmy, ze badajac zjawisko bifurkacji, bedziemy bra¢ pod uwage rowniez sytuacje, gdy
warunek ten jest spetniony dla kazdego A\g € R. Badajac konkretne zagadnienia brzegowe
bedziemy w takiej sytuacji formutowaé¢ warunki konieczne bifurkacji w innej postaci, za-
leznej od prawej strony rownania.

Aby sformutowaé¢ warunki wystarczajace istnienia bifurkacji, wykorzystamy opisane
powyzej niezmienniki. Zatézmy, ze istnieja A\g € R i € > 0 takie, ze na kazdym poziomie
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A€ [Xo—¢e,Ao+¢e]\{o} orbita G(ug) x {\} jest izolowang orbita punktéw krytycznych
funkcjonatu ®(-,A): H — R. W szczegdlnosci oznacza to, ze dla odpowiednio matego
otoczenia ) orbity G(ug) stopnie Vg-deg(V, (-, Ao £ €),2) sa poprawnie okreslone. Po-
nadto, biorac pod uwage wlasnosci potokow generowanych przez odwzorowania gradien-
towe, otrzymujemy, ze G(ug) jest izolowanym zbiorem niezmienniczym (w sensie indeksu
Conleya) potokéw generowanych przez —V,®(-, \g £ €), zatem poprawnie okreslone sg
indeksy Conleya CZg(G(ug), —VuP (-, Ao £ €)).
Rozwazmy nastepujace warunki:

(W1) CZa(G(ug), —Vu®(-, Ao + €)) # CZg(G(ug), =V @ (-, Ao — €)),
(W2) Vg-deg(V,P(, Ao +¢),Q) # Va-deg(V,P(-, \g — €), Q).

Wiadomo, ze warunki te implikuja zachodzenie bifurkacji, odpowiednio lokalnej i glo-
balnej, z orbity G(ug) x {A¢}. Dokladniej, prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 4.6 Jezeli spelniony jest warunek (W1), to zachodzi zjawisko lokalnej bi-
furkacji z orbity G(ug) x { Ao}

Twierdzenie 4.7 Jezeli spetniony jest warunek (W2), to zachodzi zjawisko globalnej bi-
furkacji z orbity G(ug) X {Ao}-

Pierwsze z powyzszych twierdzen jest natychmiastowa konsekwencja wtasnosci kon-
tynuacji indeksu Conleya (vide Proposition 2.16 w [24]) oraz faktu, ze rozwazane od-
wzorowanie jest gradientowe. Drugie z tych twierdzen sformutowane zostalo w pracy [21]
(jako Theorem 3.3). Jest ono wspélzmiennicza wersja Twierdzenia o Globalnej Bifurkacji
udowodnionego przez Rabinowitza (vide [37]) i jego dowdd, analogicznie jak w klasycz-
nej sytuacji, opiera si¢ na wlasnosci homotopijnej niezmienniczosci stopnia, przy czym
stopien Leray-Schaudera nalezy zastapi¢ stopniem niezmienniczych funkcjonatéw silnie
nieokreslonych.

Nalezy podkresli¢, ze zmiana indeksu Conleya (przy zmianie parametru A) implikuje
jedynie bifurkacje lokalng, ktéra nie musi by¢ globalna. Przyktady takiego typu, w sytu-
acji bez dziatania grupy, zostaly podane w pracach [3], [23]. Okazuje si¢ jednak, ze jezeli
zamiast zmiany indeksow Conleya bedziemy rozpatrywaé zmianeg ich niezmienniczych cha-
rakterystyk Eulera, to jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 4.2 oraz Twierdzenia
4.7 otrzymamy rezultat o bifurkacji globalnej, mianowicie:

Twierdzenie 4.8 Jezeli
Tg(czg(G(UO), —VUCI>(~, )\0 + 5))) 7’é TG'(CIC;(G(U()), —qu)(', )\0 — 8))),

to zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji z orbity G(ug) X { Ao}
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Biorac pod uwage powyzsze twierdzenia, interesuje nas badanie, kiedy odpowiednie
indeksy orbity sa rézne, czyli kiedy spelione sa warunki (W1) i (W2). Podkreslmy jednak,
ze interesuje nas rozwazanie tych warunkow w sytuacji, gdy funkcjonal ® jest stowarzy-
szony 7z pewnym zagadnieniem brzegowym. W szczegdlnoéci w pracach z cyklu (A1)-
(A6) rozpatrywaliSmy uktady réwnar eliptycznych z warunkiem brzegowym Neumanna
oraz uktady rownan eliptycznych na sferze. W takim przypadku bedziemy mie¢ czesto do
czynienia z sytuacja, gdy punkt krytyczny ug nie jest punktem statym dziatania grupy G,
czyli orbita G(ug) nie sktada sie z jednego punktu. Inaczej méwiac, jego grupa izotropii
(czyli grupa G, = {g € G; gug = up}) nie jest cala grupa G.

Warunek (W1) dla takiej sytuacji rozwazany byl w artykutach [26], [35], [36]. Autorzy
tych prac, wykorzystujac wtasnosci G-CW-komplekséw, uzasadnili, ze weryfikacje tego
warunku mozna sprowadzi¢ do poréwnywania indeksow Conleya odwzorowan obcietych
do przestrzeni normalnej do orbity. Otwarte pozostawato pytanie, czy analogiczny rezultat
prawdziwy jest w przypadku warunku (W2). Biorac pod uwage znaczenie tego warunku
w badaniu zjawiska globalnej bifurkacji, zaczeliSmy rozwazaé to pytanie. Uzyskane przez
nas wyniki zawarte sa w pracach (A4) i (A6).

Rezultaty otrzymane w pracy (A4) dotyczyly sytuacji, gdy dla A = A\g & ¢ orbita
G(ug) x {A} jest niezdegenerowana (czyli dim(G(ug) x {\}) = dimker V2®(ug, \)), zas
w pracy (A6) - réwniez, gdy dla kazdego A € [A\g — &, A\g + €] taka orbita jest zdegenero-
wana. W obu przypadkach udowodnili$my, ze (przy pewnych dodatkowych zalozeniach)
weryfikacje warunku (W2) mozna zredukowaé¢ do poréwnywania stopni odwzorowan ob-
cietych do przestrzeni normalnej do orbity. Ponizej oméwimy szczegdétowo te rezultaty.

Oznaczmy H = G, i zaldézmy, ze para (G, H) jest para dopuszczalna, to znaczy dla
dowolnych domknietych podgrup Hy, Hy, C H jezeli podgrupy te nie sa sprzezone w H,
to nie sa tez sprzezone w G. Pojecie pary dopuszczalnej wprowadzone zostalo w [35].
Przyktadem pary dopuszczalnej, ktéry bedzie bardzo istotny w naszych rozwazaniach,
jest (I' x SO(N),{e} x SO(N)), gdzie I jest pewna zwarta grupa Liego.

Niech W oznacza przestrzefi normalna do orbity G (ug), czyli W = (T,,,G(ug))*. Zde-
finiujmy funkcjonal ¥: W — R przez ¥ = . Wiadomo wtedy, ze przestrzen W jest
H-reprezentacja, a ¥ funkcjonatem H-niezmienniczym. Co wiecej, na przestrzeni tej mo-
zemy zdefiniowa¢ H-wspotzmienniczy schemat aproksymacyjny za pomocg rzutowan na
przestrzenie H" N W, a zatem poprawnie okre$lony jest stopien Vpy-deg(VW¥, QNW).

Rozwazmy G-niezmiennicze funkcjonaty ®; € C?*(H,R) z niezdegenerowanymi orbi-
tami krytycznymi G(v;) C (V®;)71(0) dla i = 1,2. Zal6zmy, ze funkcjonaly ®; sa postaci
(4.5) oraz G, = G,, = H. Potézmy W, = (T,,G(v;))* oraz zdefiniujmy ¥;: W, — R
przez U; = @;,. Ustalmy Q; = G - Be(v;, W;) takie, ze (V®;)71(0) N Q = G(v;), zas €
jest odpowiednio mate.

Woéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.9 (Theorem 2.8 (A4)) Jezeli para (G, H) jest parg dopuszczalng, to wa-
runek
VH—deg(V\Ifl, Ql N W1> ?é VH—deg(V\IIQ, Qg N Wg)
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implikuje warunek

Vg-deg(VPy, ) # Vg-deg(VPy, ).

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia uzasadniliSmy najpierw jego skoriczenie
wymiarowy odpowiednik, rozwazajac G-niezmiennicza funkcje ¢ okreslong na skonczenie
wymiarowej G-reprezentacji V, jej orbite krytyczna G(vy) oraz funkcje ¢ bedaca obcie-
ciem ¢ do przestrzeni (T,,G(v))t. W takim przypadku, korzystajac z definicji stopnia,
zaréwno stopien odwzorowania V¢, jak i odwzorowania Vi) mozna oblicza¢ korzystajac
z aproksymacji funkcji ¢ i ¢ przez specjalne niezmiennicze funkcje Morse’a. Ponadto spe-
cjalna funkcja Morse’a aproksymujaca ¢ moze by¢ otrzymana ze specjalnej funkcji Morse’a
aproksymujacej ¢, co wykazaliémy w Lemacie 2.3 pracy (A4). Pozwala to poda¢ formute
na stopien odwzorowania V¢ w zaleznosci od stopnia odwzorowania Vi, vide Twierdzenie
2.5 pracy (A4). Pokreslmy, ze w dowolnej sytuacji poréwnywanie takich stopni wymaga
informacji, jakie podgrupy grupy G sa ze soba sprzezone. Jednak przy zalozeniu, ze para
(G, H) jest dopuszczalna, otrzymujemy pelna informacje o wspétrzednych stopnia w za-
leznosci od wspotrzednych stopnia odwzorowania obcietego, co opisaliémy w Twierdzeniu
2.6 pracy (A4). Z rezultatu tego wynika skonczenie wymiarowa wersja Twierdzenia 4.9
(vide Wniosek 2.7 (A4)). Z wersji tej, wykorzystujac definicje stopnia niezmienniczych
funkcjonaléw silnie nieokreslonych oraz odwracalno$é Vg-deg(L, B(H" & H"))~! w pier-
Scieniu U(G) otrzymujemy Twierdzenie 4.9.

Analogiczne wyniki zostaty uzyskane w pracy (A6) w przypadku, gdy G(vg) moze by¢
zdegenerowang orbita punktow krytycznych funkcjonatow &, ®,. Zauwazmy, ze w przy-
padku skonczenie wymiarowym zatozenie, ze orbita jest niezdegenerowana implikowato, ze
dla pewnego matego otoczenia 2 orbity G(ug) rozwazana funkcja jest Q-funkcja Morse’a.
Gdy zatozymy, ze orbita taka jest zdegenerowana i izolowana, to wiadomo jedynie, ze jest
to funkcja 2-dopuszczalna. Aby wykazaé, ze stopienn odwzorowania jest zalezny od stop-
nia odwzorowania obcietego do przestrzeni normalnej do orbity, ponownie zastosowaliSmy
definicje stopnia oraz fakt istnienia aproksymacji funkcji 2-dopuszczalnej przez 2-funkcje
Morse’a, a nastepnie przez specjalng 2-funkcje Morse’a, przy czym ponownie, funkcja,
ktora aproksymuje ¢, moze by¢ otrzymana z funkcji aproksymujacej ¢, co wykazalismy w
Lemacie 2.3 pracy (A6). Jako rezultat otrzymaliSmy nastepujacy skonczenie wymiarowy
analog Twierdzenia 4.9 dla sytuacji orbity zdegenerowane;j.

Twierdzenie 4.10 (Corollary 2.5 (A6)) Niech V bedzie skoriczenie wymiarowg G-rep-
rezentacjq. Rozwazmy G-niezmiennicze funkcje ¢; € C*(V,R) z orbitami krytycznymi
G(v;), izolowanymi w (V¢;)~1(0) dla i = 1,2. Zaléimy, e G,, = G,, = H i poléimy
W; = (T,,G(v;))*. Ustalmy ; = G - Bc(v;, W;) takie, ze (Vg;)~1(0) Ny = G(v;) oraz e
jest odpowiednio mate. Zdefinujmy ;: Be(vi, W;) = R przez ¢; = ¢ip v, w,)- Jezeli para
(G, H) jest dopuszczalna oraz

VH—deg(Vl/)l, BE<U1, W1>> 7& VH—deg(ng, Bg(’UQ7 Wg))

to
Va-deg(Vy, ) # Va-deg(Vy, 2y).
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Wynik ten zostal podany w pracy (A6) wytacznie w sytuacji skoficzenie wymiaro-
wej, gdyz metody stosowane w tej pracy nie wymagaty nieskonczenie wymiarowej wers;ji.
Podkreslmy jednak, ze wersja taka moze by¢ otrzymana jako prosty wniosek z przypadku
skoniczenie wymiarowego, co opisaliémy w Uwadze 2.6 pracy (A6).

Podsumowujac, Twierdzenia 4.9 i 4.10 pozwalajg uprosci¢ porownywanie stopni w oto-
czeniu orbit punktow krytycznych. W szczegdlnosci wykorzystywaé je bedziemy do wery-
fikacji, czy zachodzi warunek (W2). Warunek ten bedziemy czasem zapisywaé w postaci

BIFa(G(uo), M) # 0 € U(G),
gdzie
BIZFc(G(ug), Ao) = Va-deg(Vy @ (-, Ao +€),2) — Va-deg(V, (-, Ao —€),Q)  (4.7)

nazywany jest indeksem bifurkacji.

Tak zdefiniowany indeks moze by¢ wykorzystany nie tylko do wykazania, ze globalna
bifurkacja zachodzi z danej orbity, ale tez do badania wtasnosci bifurkujacego zbioru roz-
wiazan. Doktadniej, Twierdzenie 4.7 moze by¢ uzupetnione informacja, ze bifurkujace kon-
tinuum jest nieograniczone, albo jest ograniczone i przecina rodzine rozwigzan trywialnych
w pewnych punktach, dla ktorych suma indeksow bifurkacji wynosi zero. Ponizej przed-
stawimy precyzyjne sformulowanie tego rezultatu w wiekszej ogolnosci. W szczegdlnodci,
poniewaz w naszych pracach rozpatrywaliSmy réwniez rodziny rozwigzan trywialnych od-
powiadajace wiecej niz jednej orbicie, rozwazymy rodzine 7 w innej postaci. Zatézmy, ze
istnieja ug, uq, ..., u, € H takie, ze V,®(u;, A) = 0 dla kazdego A € R,i = 0,...,q oraz
G(u;) NG(uj) = 0 i potézmy T = (G(up) U...UG(u,)) x R. Zdefiniujmy indeksy bifur-
kacji dla orbit G(uy), ..., G(u,) analogicznie jak w formule (4.7). Przypomnijmy, ze przez
C(ug, Ao) C cl(N) oznaczamy kontinuum zawierajace punkt (ug, o). Zachodzi wéwczas
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.11 Niech ® € C*(H x R,R) bedzie G-niezmienniczym funkcjonatem po-
staci (4.6). Jezeli BLF ¢(G(ug), Ao) # 0, to zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji z orbity
G(ug) x {A\o}. Ponadto

(1) albo kontinuum C(ug, \g) jest nieograniczone,
(2) albo jest ono ograniczone i istnieje skonczony zbior orbit {G(u;, ) x{ A1}, ..., G(u;,)x
{As}} taki, zZe C(uo, Ao) N'T = Uj—; Gluy,) x {A;} oraz
Y BIFq(G(uiy), Aj) =0€ U(G). (4.8)

J=1

Mniej ogolne wersje tego twierdzenia zostaty sformutowane jako Theorem 3.3 w pracy
[21] oraz jako Theorem 2.11 w pracy (A4). Jednoczesnie jest ono uogélnieniem Globalnego
Twierdzenia Bifurkacyjnego na przypadek bifurkacji z orbity. Zauwazmy, ze pozwala ono
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w pewnych sytuacjach wykazaé, ze bifurkujace kontinuum jest nieograniczone. Rzeczywi-
Scie, jezeli wykazemy, ze warunek (4.8) nie moze by¢ spelniony dla zadnych podzbioréw
postaci {G(u;,) X { M}, ..., G(ui,) x {\s}} C T, to w rezultacie otrzymamy, ze musi by¢
spetniony punkt (1) powyzszego twierdzenia.

Poniewaz warunek (4.8) zapisany jest za pomoca indekséw bifurkacji, to jego we-
ryfikacja wymaga obliczania stopni na otoczeniu orbity. Analogicznie jak w przypadku
warunku (W2), obliczenia takie moga by¢ sprowadzone do obliczania stopni odwzorowan
obcietych do przestrzeni normalnej do orbity. Omoéwimy to doktadniej dla rodziny trywial-
nej odpowiadajacej jednej orbicie, czyli dla T = G(ug) x R. Potézmy W = (T,,,G(ug))",
H = Gy, ¥V = Py oraz

BIZF i (ug, Ao) = V-deg(V, U (-, Ao +¢), QNW) — Vg-deg(V, U (-, \g —€), 2 NW).

Rozumujac analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.9, otrzymujemy nastepujacy re-
zultat:

Fakt 4.12 (Remark 2.18 (A4)) Jezeli para (G, H) jest dopuszczalna oraz

S BIFo(Glus), \y) = 0 € U(G)

J=1

to ZBI,FH(U(), )\j) =0e U(H)
j=1

Analogiczny rezultat mozna sformutowaé¢ w przypadku, gdy rodzina trywialna jest
ogdlniejszej postaci, to znaczy T = (G(u1) U ... U G(u,)) x R. Sytuacje taka rozwaza-
lismy w pracy (Ab5). ZakladaliSmy przy tym, ze grupy izotropii wszystkich elementéw
rodziny trywialnej sa sprzezonymi podgrupami grupy G, tzn. (Gy,) = ... = (G,,) = (H),
gdzie (K) oznacza klase sprzezonosci podgrupy K w G. Zaktadajac dodatkowo, ze para
(G, H) jest para dopuszczalna, analogicznie jak w Fakcie 4.12 otrzymalismy, ze jezeli
> BIFq(G(ui)), Aj) =0 € U(G), to réwniez Y  BLF y(ui;, Aj) =0 € U(H).

— —

Podkreslmy jednak, ze opisana powyzej redjukcja obliczen do indeksu BZFy czesto nie
wystarcza do weryfikacji warunku (4.8). Wynika to z faktu, ze struktura multiplikatywna
pierécienia Eulera U(G), ktéra okazuje si¢ potrzebna do obliczenia indeksu bifurkacji, nie
jest opisana dla dowolnej grupy Liego. Taki opis znany jest w pewnych przypadkach, vide
[10], [13], [16], [40]. Szczegdlnie istotny okazuje si¢ opis dla G = T" = S x ... x S, gdyz
dla kazdej grupy Liego G takiej, ze dim G > 0 istnieje n € N takie, ze T" C G. Wia-
domo, ze takie wlozenie grup indukuje homomorfizm pierécieni Eulera i*: U(G) — U(T™).
Homomorfizm ten przeprowadza indeks bifurkacji BZF s na analogicznie zdefiniowany in-
deks BZF - (zwiazek ten wynika z wlasnosci U (G)-homomorfizmu stopnia gradientowych
odwzorowan wspélzmienniczych podanej w pracy [1]), zatem warunek (4.8) implikuje wa-
runek )

> BIFp(T"(u;)), A;) =0€ U(T™). (4.9)

j=1
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W konsekwencji, dowodzenie, ze bifurkujace kontinua sg nieograniczone, moze by¢ zredu-
kowane do sprawdzania, ze warunek (4.9) nie moze by¢ spelniony dla zadnych podzbioréw
(Guy)) x {M ) U...U(G(u,) x {Xs}) C T.

Na zakonczenie omawiania zjawiska bifurkacji opiszemy tak zwang bifurkacje z nies-
konczonosci. Zagadnienie to rozwazaliSmy dla funkcjonaléw asymptotycznie kwadrato-

wych w nieskonczono$ci. Doktadniej, zaktadalismy, ze G-niezmienniczy funkcjonat ¢ €
C?*(H x R,R) jest postaci

B(u, ) = ;(Lu, W — ;(KOO(A)U, Wi — 7o (10, ), (4.10)

gdzie L jest jak powyzej, a ponadto K (\): H — H jest liniowym, G-wspdlzmienniczym,
samosprzezonym operatorem dla kazdego A € R oraz odwzorowanie (u,A) — Ky (N)u
jest pelnociggte. Dodatkowo V7. : H X R — R jest G-wspolzmienniczym, petnociggltym
operatorem takim, ze V0 (u, \) = o(|ul), gdy |u| — oo jednostajnie na ograniczonych
A-przedziatach.

Zalbzmy, ze istnieja Ao € R, e > 0 oraz v > 0 takie, ze (V,®(-, \g£¢))"1(0) C B, (H).
Przy powyzszych zatozeniach mozemy zdefiniowa¢ indeks bifurkacji z nieskonczonodci,
ktadac

BLF (00, Ao) = Vg-deg(V, (-, Ao + €), By(H)) — V-deg(V,D(-, Ao — €), B, (H)).

Oznaczmy V2®(co,\) = L — K (A\). Oczywiscie gdy V2®(oo, \) jest izomorfizmem
dla kazdego A € [A\g — &, \g + €], to wlasnosé homotopijnej niezmienniczosci stopnia im-
plikuje, ze BZF (00, \g) = 0. Z drugiej strony, tak jak w przypadku globalnej bifurkacji,
nietrywialnosé¢ zdefiniowanego powyzej indeksu implikuje bifurkacje rozwiazan. Jednak
w tym przypadku, bifurkacja ta nie zachodzi z rodziny trywialnej, ale z nieskonczonoéci.
Rozumiemy przez to, ze kontinuum rozwiazan przecina zbior (H\ B, (H)) x [Ag —d, Ao+ 6]
dla dowolnie matej wartosci 6 > 0 oraz dowolnie duzej wartosci r > 0. Doktadniej, z wta-
snosci stopnia niezmienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych, wynika nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 4.13 (Theorem 2.5 (A2)) Niech funkcjonal ® spelnia opisane powyzej wa-
runki. Ponadto, zaléimy, ze ker V2® (oo, \g) # {0} i dla pewnego € > 0 spelnione jest
zatozenie

{A€Xo—¢g, o +e]: V2DB(oo, \) nie jest izomorfizmem} = {\o}.
Jezeli BLF (00, Ng) # 0, to istnieje € > 0 oraz nieograniczony, domkniety, spéjny podzbidr
C zbioru (V,@)~10) N (H x [Ag — &, Ao + €]) takie, ze CN (B, (H) x {\og —¢, o +¢}) # 0.

Ponadto, kontinuum C dotyka (00, \o), to znaczy C N ((H\ B,.(H)) x [Ag — d, Ao + 9]) # 0
dla dowolnie matej wartosci o > 0 oraz dowolnie duzej wartosci r > 0.
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4.3 Spdjne zbiory rozwigzan ukladow eliptycznych

Przejdziemy teraz do opisania wynikéw dotyczacych uktadow eliptycznych. W pracach
z omawianego cyklu badalismy uktady réwnan z warunkiem brzegowym Neumanna, okre-
Slone na ograniczonym zbiorze niezmienniczym oraz uktady na sferze. Opiszemy najpierw
pierwsze z tych zagadnien. Przypomnijmy, Ze interesuje nas badanie sp6jnych zbiorow sta-
bych rozwiazan takich uktadéw, co jest réwnowazne problemowi badania spéjnych zbioréw
rozwiazan réwnania postaci (4.3). Do rozwazania tego zagadnienia zastosujemy abstrak-
cyjne metody omoéwione w poprzednim rozdziale, w szczegdlnosci Twierdzenia 4.6, 4.7,
4.8, 4.11, 4.13.

Rozwazaé bedziemy uktady postaci (4.1), ktéra mozna réwniez zapisaé jako

a1 Auy = VuFlu,\) w Q
as Ay = Vu,Fu,\) w Q
: (4.11)
a,Au, = V, F(u,\) w Q
% =... = %Lyp =0 na 0f).

Przyjmujemy przy tym nastepujace zatozenia:
(al) Q C RY jest otwartym, ograniczonym podzbiorem, z brzegiem klasy C>,

(a2) F € C*(R? x R,R) oraz F spelnia nastepujacy warunek wzrostu: istniejg stale

C >0oraz 0 < s < N4_2 (przy czym dla N = 2 przyjmujemy s < oo) takie, ze

[VaF(u, N < C(1+ [ul”),

(a3) up jest punktem krytycznym funkcji F' dla kazdego A € R oraz istnieje macierz
symetryczna B taka, ze V2F(ug, \) = AB,

(ad) istnieja liczby 0 < p; < p oraz ps = p — p; takie, ze a; = ay = ... = a,, = —1 oraz
B
Ap,+1 = ... = a, = 1. Ponadto B = [ Ol lg ] , gdzie By oraz Bs sg symetrycznymi,
2

rzeczywistymi macierzami wymiaréw odpowiednio p; X p; oraz ps X po.

Zauwazmy, ze powyzsze zalozenia implikujg, ze istnieje funkcja £ € C?(RP x R, R)
taka, ze F(u,\) = ;\(Bu, u) — M Bug, u) + £(u — up, \) oraz dla kazdego A € R zachodzi
V.£(0,0) =01 V2£(0,\) = 0.

Rozwazmy przestrzen Hilberta H = é H*(Q) z iloczynem skalarnym zdefiniowanym

i=1
p

przez (u, v)m = Y (Ui, ;)1 (q), gdzie (-, -) g (o) jest loczynem skalarnym na standardowej
i=1

przestrzeni Sobolewa H'(2) danym przez

(Ui, i) () = /Q(Vul(x), Vui(z)) + ui(z) - vi(x)da.
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Niech ® bedzie funkcjonatem zdefiniowanym wzorem (4.2). Zatozenie (a2) implikuje, ze
P jest klasy C? (vide np. [38]). Ponadto stabe rozwiazania uktadu (4.11) sa we wzajemnie
jednoznacznej odpowiedniosci z punktami krytycznymi funkcjonatu @.

Oznaczmy przez Uy funkcje stata o wartosci ug. Zauwazmy, ze funkcjonat ® ma naste-
pujace wlasnosci:

Vu®(u, \) = L(u — to) + Lag(u — ty) — Vuno(u — g, A), (4.12)
gdzie

1) L: H — H dany jest formuty L(us,...,u,) = (—ayus, ..., —ayu,). Operator taki
jest samosprzezonym, ograniczonym operatorem Fredholma indeksu 0.

2) Lyp: H — H dany jest przez (Lypu,v)y = / (Au(z) — ABu(z),v(z))dz dla dowol-
Q
nego v € H. Operator ten jest samosprzezonym, ograniczonym operatorem pelno-
ciaglym.

3) no: HxR — R zdefiniowany jest przez no(u, A) = / &(u(z), \)dz. Woéwcezas operator
Q

Vuno: HxR — H jest petnociggly oraz spelnia warunki V,70(0, \) = 0, V2no(0, \) =
0 dla kazdego A\ € R.

Z powyzszych wtasnosci wynika, ze operator L+ Lyp jest linearyzacja operatora V,®.
Opiszmy teraz spektrum tej linearyzacji.

Oznaczmy przez o(—A;Q) = {0 = 01 < [2 < ... < Bp < ...} zbidér wartosci
wlasnych operatora —A (z warunkami brzegowymi Neumanna) na 2. Niech V_A(fy)
bedzie przestrzenia wlasna odpowiadajaca (i € o(—A;Q). Przypomnijmy, ze H'(Q)) =
(@2, V_aA(Br)), zatem dla kazdego u € H istnieje ciag {u*} taki, ze u* € @F_; V_a(B)
oraz u = Y32, u¥. Ponadto niech by, ..., by, oraz by, 41,...,b, beda wartosciami wlasnymi
(niekoniecznie réznymi) odpowiednio macierzy B; i By z odpowiadajacymi wektorami
wlasnymi fi,..., f,.

Niech 7;: H — H'(2) bedzie rzutowaniem danym przez 7;(u)(z) = (u(x), f;) dla
j=1,...,p. Oczywiscie, jezeli u* € @, V_a(Br), to 7;(uF) € V_a(B).

W Lemacie 3.4 pracy (A4), opierajac sie na obliczeniach z dowodu Lematu 3.2 z pracy
(A2), sformulowali$my nastepujacy opis operatora L, ,:

Fakt 4.14 Przy powyzszych oznaczeniach, jezeli u = Z uf, to
k=1
Lypu = i i MT(U/&) - f;
1+5 7 7

k=1j=1
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Powyzszy fakt pozwala na sformulowanie nast¢pujacego opisu spektrum operatora
L -+ L,\BI

o(L+ Lyg) =
(B, A Pk = Ab N
B e otm s st-a fu{ M, e o s ot-ac).

(4.13)

W naszych pracach, oprécz warunkéow (al)—(ad), zakladalismy dodatkowo, ze uktad
ma pewne symetrie. Rozwazmy nastepujace zatozenia:

(S1) RY jest ortogonalng reprezentacja zwartej grupy Liego G oraz Q jest zbiorem G-
niezmienniczym.

(S2) RP jest ortogonalng I'-reprezentacja i funkcja F' jest I-niezmiennicza dla pewnej
zwartej grupy Liego I'.

Zauwazmy, ze jesli speklione jest zatozenie (S1), to przestrzen H jest ortogonalna
reprezentacja grupy G z dziataniem danym wzorem

(gu)(x) = u(g™'z),

gdzie g € G,u € H,z € (). Przy tak zdefiniowanym dziataniu ¢ jest funkcjonatem G-
niezmienniczym.

Z drugiej strony, gdy spetnione jest zalozenie (S2), to mozemy okresli¢ I'-dziatanie na
H przez

(yu)(z) =~ - u(z),

dla v € I'u € H,z € . Przy tak okreslonym dziataniu przestrzen H jest ortogonalng
[-reprezentacja oraz funkcjonat ® jest I'-niezmienniczy.

Ponadto, gdy spetnione sa jednoczesnie zatozenia (S1) i (S2), to na przestrzeni H
mozemy zdefiniowac dziatanie grupy I' x G, ktadac

(v 9)u)(x) =7 - ulg ).

Otrzymujemy wtedy, ze przestrzen H jest ortogonalng I' x G-reprezentacjg oraz funkcjonat
® jest I' X G-niezmienniczy.

Podsumowujac, przy opisanych powyzej zatozeniach dla uktadu (4.11), przestrzen H
oraz stowarzyszony z uktadem funkcjonat spetniajg warunki, przy ktoérych badalismy za-
chodzenie zjawiska bifurkacji. Ponizej opiszemy wyniki dotyczace uktadu (4.11) otrzymane
przez zastosowanie Twierdzen 4.6, 4.7, 4.8, 4.11, 4.13.

Rozpocznijmy od oméwienia sytuacji, gdy spetnione jest zatozenie (S1). Uktad (4.11)
z tym zalozeniem rozpatrywaliSmy w pracy (A2). BadaliSmy w niej istnienie nieograni-
czonych zbioréow rozwiazan takiego uktadu, rozwazajac zachodzenie zjawiska bifurkacji z
nieskonczonosci. Wobec tego w pracy tej nie zaktadaliSmy istnienia punktu krytycznego
funkeji F', zastepujac zalozenie (a3) nastepujacym warunkiem asymptotycznej kwadrato-
wosci:
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(a3’) F(u,\) = %(Bu,u) + &(u, A), przy czym V,&(u, ) = o(|u]) dla |u| — oo.

Podkreslmy, ze powyzsze zatozenie réwniez implikuje, ze V,® dany jest formuty (4.12)
(przy czym w tym przypadku przyjmujemy, ze 4o = 0) oraz, ze operator V,n, spehia
warunek V,no(u,\) = o(Julg) dla |ulg — oo. Uzywajac standardowych oznaczen, defi-
niujemy operator V2®(co, \) poprzez V2®(co, \)u = Lu+ Lypu, nazywajac ten operator
linearyzacja V,®(-, A) w nieskoniczonosci.

Aby zastosowac¢ Twierdzenie 4.13 do operatora V,® opiszemy najpierw zbiér parame-
tréw, z ktérych moze zachodzié bifurkacja. Potézmy o (—A; Q) = {—5k; Bk € o(—A; Q) }.
Biorac pod uwage formute (4.13) otrzymujemy, ze operator V2®(co, \) nie jest izomorfi-
zmem wtedy i tylko wtedy, gdy

o(=A; Q) No(ABy) # 0 lub o™ (—=A; Q) No(ABs) # 0.

Oznaczmy przez A zbiér parametréow A spetiajacych powyzszy warunek. Z wlasnosci
spektrum operatora —A wynika, ze dla Ay € A istnieje € > 0 takie, ze [A\g—&, Ag+€]NA =
{Ao}. Oznacza to, ze poprawnie okreslony jest w tym przypadku indeks BZF (oo, Ag). Na
mocy Twierdzenia 4.13, nietrywialnos¢ tego indeksu implikuje bifurkacje z nieskoniczonos-
ci. Wobec tego naszym celem byto podanie formul na ten indeks, pozwalajacych badac,
kiedy jest on rozny od zera. Wykorzystujac wlasnosci stopnia oraz opis spektrum ope-
ratora L + Lyp dany wzorem (4.13), wyznaczyliSmy takie formuty w Twierdzeniu 3.7
(dla A\g # 0) oraz Twierdzeniu 3.10 (dla Ag = 0) pracy (AZ2). Rezultaty te, w potacze-
niu z Twierdzeniem 4.13 pozwalajg opisa¢ warunki, przy ktorych zachodzi bifurkacja z
nieskonczonoéci. Aby je sformutowaé, oznaczmy

Jg,(Xo) = {(Bk,b,-) € a(=A;Q) x (a(By) \ {0}); A Ze}
TB, (o) = {(ﬁkvbj) €0 (—A5Q) x (0(B2) \ {0}); A f"“}

J

Ponadto dlai = 1,2 oraz b € o(B;) potézmy V_a(B)*2®) = span{h-f;h € V_A(B), f €
Vg, (b)} C H, gdzie upg,(b) oznacza krotnosé b jako wartosci wlasnej macierzy B;.

Twierdzenie 4.15 (Theorem 3.12 (A2)) Niech G bedzie zwartq i spdjng grupg Liego
oraz zatozmy, ze N\g € A. Jezeli spelniony jest co najmniej jeden z warunkow:

(C1) istnieje para (B, b;) € Jp, (M) taka, ze V_a(Bg)"21") jest nietrywialng G-reprezen-

tacjq,
(C2) istnieje para (B, b;) € Jp,(No) taka, ze V_a(By)"22") jest nietrywialng G-reprezen-
tacjq,
(C3) liczba > —a(Br) - p, (b)) + > ~a(Br) - pp,(bj) jest nieparzy-
(Br:bj)ETB, ()\0) (Bk:bj)EJBQ()‘O)
sta,
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to istnieje € > 0 1 nieograniczony, domkniety, spdjny zbior C C (Hx [Ag—e, Ao+¢]) stabych
rozwigzan uktadu (4.11) taki, Ze CN (B, (H) x {Xo—¢, \o+¢}) # 0 dla dostatecznie duzych
7. Ponadto, C dotyka (00, \g), to znaczy CN((H\B,.(H)) x [Ag—3, \g+9]) # 0 dla wszystkch
0,7 > 0.

Powyzszy rezultat zostat zilustrowany w pracy (A2) ukladem zdefiniowanym na {2 =
BN. W tym przypadku znany jest opis podprzestrzeni wtasnych operatora —A jako re-
prezentacji grupy SO(N). Ponadto w pewnych sytuacjach wiadomo, kiedy takie podprze-
strzenie sa reprezentacjami nietrywialnymi, co pozwala na weryfikacje warunkéw (C1),
(C2) oraz (C3). Przyklady takie zostaly opisane w rozdziale 4 pracy (A2). W szczegdlno-
Sci rozwazaliémy tam przypadek N = 2, czyli uktadu zdefiniowanego na dwuwymiarowej
kuli. Oznaczmy, dla k,n € N, przez z, n-te rozwiazanie réwnania J;,(z) = 0 w (0, 00) oraz
(dla n € NU{0}) przez x¢, n-te rozwiazanie réwnania J)(x) = 0 w [0, 00), gdzie J jest k-
ta funkcja Bessela. Wiadomo wtedy, ze o(—A; B?) = { X = 27, 175,21 U {Aon = 25, 0.
Ponadto, gdy k > 0, reprezentacje V_a(A,) sa nietrywialnymi SO(2)-reprezentacjami.
Zatem, jesli A\, € 0(AoB1) dla k > 0, to spelnione sa zatozenia Twierdzenia 4.15 i w kon-
sekwencji otrzymujemy istnienie kontinuum C C (H x [\g — &, \g + ¢]) stabych rozwiazan
uktadu (4.11) opisanego w tym twierdzeniu.

PrzejdZzmy teraz do ukladéw, dla ktérych spelnione sa jednoczesnie zatozenia (S1) i
(S2). Uktady takie badaliémy w pracach (A3), (A4), (A6).

W pracy (A3) rozwazaliémy uktad kooperatywny, to znaczy taki, w ktérym wszystkie
znaki po lewej stronie réwnania sg takie same. Doktadniej, przyjmowalismy, ze a; = —1
dlai=1,...,p, a zatem p; = p, gdzie p; dane jest w zalozeniu (a4). Ponadto w pracy tej
zakladaliémy, ze ) = BY, RP jest ortogonalng reprezentacja pewnej zwartej grupy Liego
I' oraz potencjal F jest postaci F(u,\) = AE(u) dla pewnej T-niezmienniczej funkcji
FecC 2(R?,R). Rozwazane zagadnienie byto wobec tego postaci:

—Au = VE(u) wBY
ou N1
@ =0 na S .

Dodatkowo, dla uy danego w zalozeniu (a3), przyjmowaliSmy, Ze spelnione sa naste-
pujace warunki:

(4.14)

(ab) orbita I'(ug) jest niezdegenerowana, to znaczy dim ker VZF(ug) = dim I'(u),

(a6) Ty, = {e}.

Zauwazmy, ze przyjete zalozenia oznaczaja, ze uklad spetnia warunki (S1) (dla G =
SO(N)) oraz (S2). W szczegdlnosci przestrzen H jest w tej sytuacji G-reprezentacja, dla
G = I'xSO(N), oraz funkcjonal @ jest G-niezmienniczy. Ponadto zatozenie (a6) implikuje,
ze Ga, = {e} x SO(N), gdzie, jak poprzednio, 1 oznacza funkcje stala o wartodci wuy.
Problemem, ktéry rozwazaliSmy w tej pracy byto zagadnienie globalnej bifurkacji stabych
rozwiazan ukladu (4.14), czyli globalnej bifurkacji punktéw krytycznych stowarzyszonego
funkcjonatu z orbity G(tg) x {Ao}-
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Potézmy A = U, eo(m)\ 0} UsLeo(-a:8V) {g—’;} Wéwezas, przy przyjetych dla uktadu
(4.14) zalozeniach, z Faktu 4.5 oraz ze wzoru (4.13) wynika nastepujacy warunek ko-

nieczny lokalnej bifurkacji:

Fakt 4.16 (Lemma 3.1 (A3)) Jezeli orbita G(tug) X {Ao} jest orbitg lokalnej bifurkacyi,
to \g € A.

Zauwazmy, ze z definicji zbioru A wynika, ze dla A\g € A istnieje ¢ > 0 takie, ze
AN[Ao—¢g,Ao+e] = {Xo}. W rezultacie G(1) jest izolowana orbita krytyczna funkcjona-
tow @(-, \g£e): H — R, zatem, biorac pod uwage wlasnosci potokéw indukowanych przez
operatory gradientowe, poprawnie okreslone sa niezmiennicze indeksy Conleya
CZg(G(tg), =V, P (-, \o£e)). Mozemy zatem do rozwazanego uktadu stosowaé Twierdzenia
4.6 oraz 4.8. Rozwazmy, kiedy spelione sa ich zalozenia. W pracy (A3) udowodnili$my
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.17 (Theorem 3.3 (A8)) Niech \g € A. Polézmy o(M\gB)No(—A; BY) =
{aj,, ..., }. Jezeli spelniony jest jeden z nastepujgcych warunkdow:
(C1) Ao # 0 i istnieje i € {1,...,s} takie, ze AimV_x(a;,) > 1,

(C2) X\o # 0,dimV_a(aj,) = 1 dla wszystkich i € {1,...,s} oraz dimker(Id+ Ly,5) —
dim ker B jest liczbg nieparzystq,

(C3) Xo =0 oraz Yoeo, () 18(Q) — Xaco_ () HB() jest liczbg nieparzystq,
to

Cl'g(g(ﬂo), —VU(I)(', )\0 — 8)) 7é C.Ig(g(ﬂo), —qu)(', )\() —+ 5))

Biorac pod uwage wtasnosci podprzestrzeni wtasnych operatora —A na kuli oraz wzér
(4.13), warunki (C1)-(C3) w powyzszym twierdzeniu moga by¢ zastgpione przez:

(C1’) Ao # 01 istnieje ¢ € {1,...,s} takie, ze V_a(c;j,) jest nietrywialng SO(N)-repre-
zentacja,

(C27) Ao # 0,dimV_na(cy,) = 1 dla kazdego ¢ € {1,...,s} oraz Y7, uns(ey,) — 1s(0)
jest liczba nieparzysta,

(C3") Ao = 0 oraz liczba p — dim ker B jest nieparzysta.

Aby udowodni¢ Twierdzenie 4.17, redukujemy poréwnywanie indekséw Conleya poto-
kéw generowanych przez —V,® (-, \g + &) do poréwnywania indekséw potokéw generowa-
nych przez skonczenie wymiarowe aproksymacje tych operatoréw. Wiadomo, ze indeksy
te sg rézne, jezeli rozne sg ich wspdétzmiennicze charakterystyki Eulera. Wykorzystujac
fakt, ze para (G, Gs,) jest dopuszczalna oraz pewne fakty dotyczace charakterystyk Eu-
lera G-CW-komplekséw udowodnione w [35], poréwnywanie takich charakterystyk mozna
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sprowadzi¢ do poréwnywania charakterystyk indekséw odwzorowan okreslonych na prze-
strzeni normalnej do orbity. Wiadomo, ze przestrzen taka jest Gz, -reprezentacja. Ponie-
waz Gz, = {e} x SO(N), ostatecznie nasze zagadnienie sprowadza sie do poréwnywania
SO(N)-charakterystyk Eulera SO(N)-CW-komplekséw postaci SV *o%e)  gdzie W(\,+¢)
sa pewnymi SO(N)-reprezentacjami. Do ich opisu wykorzystujemy charakterystyke pod-
przestrzeni wlasnych operatora Laplace’a (z warunkami brzegowymi Neumanna) na kuli
(zamieszczona w pracy (A3) jako Appendix 5.4).

Latwo zauwazy¢, ze w opisanym powyzej dowodzie uzasadniamy nie tylko, ze przy za-
lozeniach Twierdzenia 4.17 spelniony jest warunek (W1), ale takze, biorac pod uwage de-
finicje uogdlnionej niezmienniczej charakterystyki Eulera, ze spelnione sg zalozenia Twier-
dzenia 4.8. Wobec tego otrzymujemy nastepujacy rezultat o globalnej bifurkacji:

Twierdzenie 4.18 (Theorem 3.5 (A8)) Rozwazmy uklad (4.14) z potencjalem F oraz
punktem krytycznym uy € VFY(0) spelniajgcymi zalozenia (al)-(a6) (dla F(u,)\) =
ANF(u)). Zalézmy, ze \g € A jest takie, ze spelniony jest jeden z warunkéw (C1)-(C3)
danych w Twierdzeniu 4.17. Wtedy zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji rozwigzan uktadu

(4.14) z orbity G(ug) x {0}

Szczegbdlnym przypadkiem parametru bifurkacji opisanym przez powyzsze twierdzenie
jest Ao = 0. Wykazalidmy, ze gdy speliony jest warunek (C3), to z orbity G(uy) x {0}
zachodzi globalna bifurkacja. Z drugiej strony, gdy Yaeq, (5) #B(Q) = Xaco_ () HB(Q) jest
liczba parzysta, to odpowiednie charakterystyki Eulera sg réwne, zatem stosujac opisane
metody, nie mozna bada¢ globalnej bifurkacji z takiej orbity. Okazuje sie jednak, ze w
niektorych przypadkach, przy zatozeniu stabszym niz (C3), mozna wykazaé¢ zachodzenie
bifurkacji lokalnej. Doktadniej, udowodniliémy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 4.19 (Theorem 3.8 (A3)) Rozwazmy uktad (4.14) z potencjalem F i punk-
tem krytycznym ug € VFY(0) spetniajgcymi zalozenia (al)-(a6). Praypusémy, ze Ao = 0
0102 Yoo, (B MB(Q) # Yaco (p) iB(a). Wiedy z orbity G(ig) x {0} zachodzi zjawisko
lokalnej bifurkacji rozwigzan uktadu (4.14).

Zagadnieniem zwigzanym z rozwazaniem globalnej bifurkacji w sytuacji wspotzmien-
niczej jest badanie grup izotropii elementéw bifurkujacej rodziny. W szczegdlnosci inte-
resuje nas, kiedy zachodzi zjawisko globalnego tamania symetrii. Przyjmujemy przy tym
nastepujaca definicje:

Definicja 4.20 Mdowimy, ze zachodzi zjawisko globalnego lamania symetrii z orbity G(ty)
x{ o} jezeli G(tg) x{ Ao} jest orbitq globalnej bifurkacji oraz istnieje zbior U C HxR taki,
ze G(to) x {Xo} C U oraz Gy # Glagn) dla wszystkich (u,X) € (UN (V,2)~1(0))\ T.

Zagadnienie to badaliSmy w pracy (A3) dla ukladu (4.14), otrzymujac nastepujacy
rezultat:
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Twierdzenie 4.21 (Theorem 3.10 (A8)) Rozwazmy uklad (4.14) z potencjalem F oraz
punktem krytycznym uy € VE~1(0) spelniajgcymi zalozenia (al)-(a6). Ustalmy Ao € A
i zalézmy, ze o(NB) N o(=A; BN)\ {0} = {aj,,...,a;.} oraz V_a(a;,)%°N) = {0}
dla kazdego i = 1,...,s. Wtedy zachodzi zjawisko globalnego lamania symetrii z orbity

G(tio) X {Ao}-

Aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenie, uogélniliémy lemat uzasadniony przez Dancera
w pracy [6]. Méwi on, ze jezeli jadro drugiej pochodnej funkcjonatu w punkcie bifur-
kacji nie zawiera niezerowych elementéw radialnie symetrycznych, to w otoczeniu tego
punktu wszystkie nietrywialne rozwigzania nie sa radialne. Przypomnijmy, ze rozwiaza-
niem radialnym nazywamy rozwiazanie u spetiajace warunek SO(N), = SO(N). Latwo
zauwazy¢, ze rezultatu Dancera nie mozna uzy¢ w przypadku dim G(ig) > 0, poniewaz
wtedy ker V2® (g, \o) zawiera stale, a zatem radialnie symetryczne, funkcje z przestrzeni
stycznej do orbity. Wobec tego w dowodzie Twierdzenia 4.21 uzyliSmy ogolniejszego rezul-
tatu (vide Lemma 3.11 (A3)), méwiacego, ze grupy izotropii nietrywialnych rozwiazan z
otoczenia G(ug) x {\o} zawieraja sie w grupie G; dla pewnego @ € ker Vi(p|HlL (T, Ao) \{0}.
Wykorzystujac formute (4.13) do opisu powyzszego jadra, otrzymujemy dow6d Twierdze-
nia 4.21. Przyktady uktadow, dla ktorych zachodzi zjawisko globalnego tamania symetrii,
zostaly podane w rozdziale 4 pracy (A3). Ponownie wykorzystaliémy przy tym opis prze-
strzeni wlasnych operatora —A jako reprezentacji grupy SO(N).

Kolejnym etapem naszych badan byto rozwazenie uktadu niekooperatywnego. Zajmo-
wali$émy sie tym w pracy (A4). Dokladniej, w pracy tej rozpatrywali$émy uklad postaci
(4.11), przy zalozeniach (al)-(a4). Ponadto przyjeliSmy, ze:

(S17) € jest zbiorem SO(N)-niezmienniczym,

czyli zalozylidmy, ze spetnione jest (S1) dla G = SO(N) oraz, ze spetniona jest nastepujaca
wersja zaltozenia (S2):

(S2”) RPr oraz RP? sg ortogonalnymi I'-reprezentacjami i funkcja F' jest I'-niezmiennicza,
gdzie I" jest pewna zwarta grupa Liego.

Dodatkowo w artykule tym przyjeliSmy, ze spetniony jest warunek:

(ab’) orbita I'(ug) jest niezdegenerowana dla kazdego A € R, to znaczy dimT'(ug) =
dimker V2 F (ug, \).

Ponadto ponownie zatozylismy, ze zachodzi
(a6) I'y, = {e}.
Przy takich zatozeniach badali$émy zagadnienie globalnej bifurkacji z orbity G(ag) X {Ao}-
Niech 5 4
k k
TN TS
bj€a(B1)\{0} Br€a(—A;2) L 77 bj€a(B2)\{0} BrEa(—A;) J
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Analogicznie jak w poprzednim przypadku, korzystajac z Faktu 4.5 oraz ze wzoru
(4.13) otrzymujemy, ze bifurkacja lokalna, a zatem réwniez globalna, moze zachodzi¢
jedynie dla \g € A.

Warunek wystarczajacy bifurkacji globalnej sformutujemy osobno dla przypadku A\ €
A\ {0} oraz \g = 0. Pot6zmy

Vi(\) = @ V_a(B)ren (bj)’
(Br:bj)€a(—=A;Q) xa(B1)\{0}
Abj=P
Va(N) = @ V_A(Bk)u@(bj).
(Br:bj)€a(=A;0Q) xo(B2)\{0}

bj=—PBk

(4.15)

Zachodza wéwczas nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 4.22 (Theorem 3.9 (A4)) Rozwazmy uklad (4.11) z potencjalem F oraz
punktem krytycznym wy spelniajgcymi zatozenia (al)-(a4), (a5’), (a6), (S1°), (52°). Us-
talmy N\g € A\ {0} i zalézmy, ze SO(N)-reprezentacja Vi(A\g) & R*™ nie jest réwnowazna
z Vo(Xo) ® R*™ dla zadnych wartosci m,n € N U {0}, gdzie R*™ R*" sq trywialnymi
SO(N)-reprezentacjami. Wtedy zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji rozwigzan ukladu
(4.11) z orbity G(ug) x {No}-

Oznaczmy przez m™(B) dodatni indeks Morse’a, czyli sume krotnosci dodatnich war-
tosci wlasnych macierzy B.

Twierdzenie 4.23 (Theorem 3.10 (A4)) Rozwazmy uklad (4.11) z potencjalem F oraz
punktem krytycznym ug spetniajgcymi zalozenia (al)-(a4), (a5’°), (a6), (S1°), (S2°). Niech
o = 0 i zaldzmy, ze (—1)™ B) £ (=1)™ B Wtedy zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji
rozwigzan ukladu (4.11) z orbity G(tg) x {Ao}-

Dowdéd obu powyzszych twierdzen opiera si¢ na wykazaniu, ze spelniony jest warunek
(W2). Zauwazmy najpierw, ze z definicji zbioru A wynika, ze dla A\ € A istnieje € takie,
ze AN [N — e, o+ ¢] = {No}, co oznacza, ze stopnie w warunku (W2) sa poprawnie
okreslone. Ponadto z Twierdzenia 4.9 oraz z faktu, ze para (G,Gz,) jest dopuszczalna
wynika, ze sprawdzenie, ze warunek ten jest spetniony redukuje si¢ do wykazania, ze

anO'deg<vu\I}('7 Ao + 5)7 85(1107 W)) 7& Vgao—deg(vu\lf(-, Ao — 5)7 B5(ﬁ0’ W))?

gdzie W = (T;,G(tp))* oraz U = ®pyy. Obliczajac stopnie w powyzszej formule wykorzy-
staliémy wtasnosci stopnia niezmienniczych funkcjonaléw silnie nieokreslonych, formute
(4.13) oraz pochodzacy z pracy [13] fakt opisujacy, kiedy stopnie minus identycznosci na
pewnych reprezentacjach moga by¢ réwne.

Opisane powyzej rezultaty dotyczyty globalnej bifurkacji z orbity rozwigzan statych
G(ug) x { Ao}, otrzymanej z niezdegenerowanej orbity I'(ug) C RP. Rozwazmy teraz sytu-
acje, gdy taka orbita jest zdegenerowana, czyli nie jest spelnione zalozenie (a5’). Przypa-
dek taki rozwazaliSmy w pracy (A6). Badaliémy w niej uktad (4.11) okreslony na zbiorze
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Q) = BY, co implikuje, Ze spetniony jest warunek (S1) dla G = SO(N). Dla uproszczenia
obliczen przyjeliémy, ze wszystkie znaki po lewej stronie réwnania sg takie same i rowne
—1, zatem rozwazany uktad jest postaci

—Au=V,F(u,\) w BY

ou B N1
Em =0 na S .

(4.16)

PrzyjmowaliSmy przy tym, ze spetnione sa zalozenia (a2), (a3), (a6) oraz (S2). Dodatkowo
zaktadalismy, ze

(a7) orbita T'(ug) jest izolowana w zbiorze (V,F (-, A))71(0), czyli istnieje € > 0 takie, ze
dla kazdego A € R zachodzi (V,F(-,\))"*(0) N T'(ug)e = I'(up), gdzie T'(ug). jest

e-otoczeniem I'(ug) w RP,

(a8) degp(VuF|(z,,ruo))= (s A), B.(Ty,T(ug))t),0) # 0 dla kazdego A € R\ {0} oraz od-
powiednio matego ¢, gdzie degy oznacza stopien Brouwera.

Zauwazmy, ze poniewaz zakladamy, ze orbita jest zdegenerowana, to warunek ko-
nieczny lokalnej bifurkacji spetniony jest dla kazdego parametru A € R. Moze si¢ wobec
tego zdarzy¢, ze rozwazana orbita punktow krytycznych stowarzyszonego funkcjonatu nie
jest izolowana dla zadnego A € R. Uwzgledniajac taka sytuacje, udowodniliSmy nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 4.24 (Theorem 3.8 (A6)) Rozwazmy uklad (4.16) z potencjatem F oraz
punktem ug spetniajgcymi warunki (a2), (a3), (a6)-(a8) oraz (S2). Niech oy € o(B)\ {0}
oraz By € o(—A; B™) \ {0} bedzie takie, ze dimV_x(5y) > 1. Wtedy dla kazdego € > 0

takiego, ze 0 ¢ (g—g — &, % + 6), zachodzi co najmniej jedna z mozliwosci:

(i) zachodzi lokalna bifurkacja rozwigzan ukladu (4.16) z orbity G(ty) x {\} dla kazdego
)\G(g—g— )lubdlakazdegoke(go,gg—l—a)

(ii) zachodzi globalna bifurkacja rozwigzan uktadu (4.16) z orbity G(to) x{)\} dla pewnego
)€ ( — B o+ 5)

Poniewaz teza powyzszego twierdzenia jest alternatywa, do jego dowodu zaktadalismy,
ze nie jest spelniony warunek (i) i pokazaliémy, ze zachodzi wtedy (ii). Dokladniej, gdy
(i) nie zachodzi, to istnieja wartosci A_, A\, € (g—g — ¢, g—g + 5), dla ktoérych mozemy badaé
odpowiednik warunku (W2). Aby zweryfikowaé ten warunek, korzystaliémy z Twierdzenia
4.10. Nastepnie poréwnywaliSmy stopnie zdegenerowanych punktéw krytycznych. W tym
celu stosowaliSmy tak zwany lemat o rozszczepianiu, udowodniony w pracy [12].

W opisanych powyzej rezultatach skupiliSmy sie na wykazywaniu, ze pewna orbita
jest orbita globalnej bifurkacji. Przypomnijmy, ze oznacza to, ze bifurkujacy zbidér sta-
bych rozwiazan jest nieograniczony albo jest ograniczony oraz jego przeciecie z rodzing
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trywialng nie sktada sie z tylko jednej orbity. Naturalne jest wobec tego pytanie, czy
mozemy stwierdzi¢, ktora z mozliwosci tej alternatywy zachodzi w danej sytuacji. Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, bedziemy dowodzi¢, ze w pewnych sytuacjach jedna z tych
mozliwo$ci nie moze zachodzi¢. W tym celu wykorzystamy Twierdzenie 4.11, w ktérym
zawarlismy dodatkowa charakteryzacje ograniczonej rodziny rozwigzan.

Rozwazmy ponownie uktad (4.11), dla ktérego spelnione sa zatozenia (al)-(ad), (ab’),
(a6), (S17) oraz (S27). Ponadto dla unikniecia technicznych obliczeni przyjmijmy dodatkowe
zatozenie:

(a9) By =diag (0,...,0,1,...,1), By = Id.

W szczegdlnosci z zalozenia tego wynika, ze ug(0) = up, (0) = dim I'(uy).

Przy takich zalozeniach sformutowaliémy warunki na istnienie nieograniczonych konti-
nuéw rozwiagzan. Przypomnijmy, ze przez C(iuo, Ag) oznaczamy sktadowa spdjnosci zbioru
cl(N) zawierajaca G(ig) X {Ao}. Zachodzi wéwcezas nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.25 (Proposition 3.14, Proposition 3.16 oraz Theorem 3.17 (A4)) Roz-
wazmy uklad (4.11) z potencjalem F oraz punktem krytycznym ug spetniajgcymi warunki
(al)-(a4), (a5’), (a6), (a9), (S1°) oraz (S2°). Ustalmy Py, € o(—A;) takie, ze V_a(Bk,)
jest nietrywialng SO(N)-reprezentacjg. Wowczas

1) jezelipy—up(0) > 0 to zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji rozwigzan uktadu (4.11)
z orbity G(tg) X {5k},

2) jezeli ps > 0 to zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji rozwigzan uktadu (4.11) z
orbity G(to) X {—Br,}-

Ponadto

1. jezeli py — pp(0) > 0 oraz po = 0 sq liczbami parzystymi to kontinuum C(ig, Pr,)
jest mieograniczone,

2. jezeli ps — pup(0) = 0 oraz pa > 0 sq liczbami parzystymi to kontinuum C(tg, —Pr,)
jest nieograniczone.

Dowdd powyzszego twierdzenia opiera sie na wykazaniu, ze warunek (4.8) nie moze
by¢ spetniony dla zadnego podzbioru zbioru C(ug, B,) N T. Biorac pod uwage Fakt 4.12
zamiast indeksow BZFg mozemy w tym warunku rozwazaé indeksy BZF , gdzie H jest
grupa izotropii @y. Poniewaz z przyjetych zatozen wynika, ze H = {e} x SO(N), indeksy
te moga by¢ zastgpione przez indeksy BIFgo(n). Zalozenie, ze V_a(Bk,) jest nietry-
wialna SO(N)-reprezentacja implikuje, ze istnieje wlozenie i: SO(2) — SO(N) takie,
ze V_a(Bk,) jest réwniez nietrywialna SO(2)-reprezentacja. Nastepnie, rozwazajac homo-
morfizm i*: U(SO(N)) — U(SO(2)) indukowany przez to wlozenie, badamy, czy moze
by¢ spetniony odpowiednik warunku (4.8) dla indekséw BZF so(2). Biorac pod uwage for-
muty na iloczyn generatoréw w pierécieniu U(SO(2)) mozna wywnioskowad, ze kontinua
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ograniczone moga istnie¢ tylko dla pewnych wartosci py, po. W szczegdlnosci przy zatoze-
niach Twierdzenia 4.25 takie kontinua ograniczone nie mogg istniec.

Przejdziemy teraz do omoéwienia rezultatow dotyczacych uktadow zdefiniowanych na
sferze. Zagadnienia takie rozwazaliSmy w pracach (A5) i (A6). Rozpoczniemy od omé-
wienia zjawiska globalnej bifurkacji z orbity dla takich uktadéw. Dopuszczamy przy tym
sytuacje, gdy orbita taka otrzymana jest ze zdegenerowanej orbity punktéow krytycznych
potencjatu.

W pracy (A6) rozwazaliSmy uktad nastepujacej postaci:

—Au =V, F(u,\) na SV, (4.17)

przy czym Au = (Aug,...,Au,) oraz A jest w tym przypadku operatorem Laplace’a-
Beltramiego na sferze. Dla takiego ukladu zalozyliémy, ze speilnione sa warunki (a2),
(a3), (ab)-(a8) oraz warunek (S2). Ponadto w tej sytuacji w naturalny sposéb spetiony
jest warunek (S1) dla G = SO(N).

Latwo zauwazy¢ ze przyjete zalozenia sa analogiczne jak dla ukladu (4.16). Réw-
niez metody stosowane do badania obu tych uktadéw sg analogiczne. Doktadniej, stabe
rozwiazania uktadu (4.17) sa we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z punktami
krytycznymi funkcjonatu

D(u, \) = /

gN-1

;|Vu(x)|2 — F(u(z),\)do, (4.18)

okredlonego na przestrzeni H = @¥_; H'(SV~1). Ponownie, jak w przypadku funkcjonatu
(4.2), otrzymujemy, ze funkcjonal (4.18) jest klasy C? oraz jego gradient jest postaci
(4.12). Jednak w odréznieniu od sytuacji opisanej w Twierdzeniu 4.24, dla uktadu (4.17)
mozna sformutowaé warunek konieczny bifurkacji lokalne;j.

Potoimy A— | U {m}

a;€a(B\{0} Brea(—assV-1)\{0} LY

Fakt 4.26 (Lemma 3.5 (A6)) Jezeli (g, \o) jest punktem skupienia nietrywialnych roz-
wigzan ukladu (4.17), to Ao € A.

W dowodzie powyzszego faktu wykorzystujemy wspotzmiennicze twierdzenie o funk-
cji uwiklanej z pracy [12] oraz informacje, ze jedyna przestrzenia wlasna operatora —A,
ktora jest trywialng SO(N )-reprezentacja, jest przestrzen V_x(0) odpowiadajaca zerowej
wartoéci wlasnej. Pozwala to wywnioskowaé, ze ker V2P (1, \g) musi zawiera¢ podprze-
strzenie wlasne operatora —A odpowiadajace niezerowej wartosci wlasnej, co w potaczeniu
z odpowiednikiem wzoru (4.13) implikuje teze. Podkredlmy, ze argument taki nie mdgt
by¢ zastosowany przy rozwazaniu uktadu (4.16), gdyz dla laplasjanu rozwazanego na kuli
istnieja radialne funkcje wtasne inne niz state.

Okazuje sie, ze w przypadku uktadu (4.17), warunek konieczny jest jednoczesnie
warunkiem wystarczajacym, gdyz globalna bifurkacja zachodzi dla kazdego parametru
A € A. Doktadniej, wykazaliémy nastepujacy rezultat:
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Twierdzenie 4.27 (Theorem 3.7 (A6)) Rozwazmy uklad (4.17) z potencjatem F i punk-
tem krytycznym ug spetniajgcymi warunki (a2), (a3), (a6)-(a8) oraz warunek (S2) i niech
Ao € A. Wowcezas zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji rozwigzan ukladu (4.17) z orbity

G(tio) X {Ao}-

Dowodd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.24 i opiera
sie na lemacie o rozszczepianiu oraz Twierdzeniu 4.10. Jednak w przypadku sfery wiadomo,
ze dla dowolnej niezerowej wartosci wlasnej operatora —A odpowiadajaca podprzestrzen
wlasna jest nieprzywiedlng i nietrywialng SO(N)-reprezentacja, co pozwala wykazaé, ze
dla Ao spelniony jest warunek (W2).

Analogicznie jak w przypadku uktadéw okreslonych na kuli, réwniez dla uktadéw
zdefiniowanych na sferze badalismy strukture bifurkujacego kontinuum, rozwazajac, kiedy
mozna wykluczy¢ jedng z mozliwosci w Twierdzeniu 4.11. Zagadnienie takie rozwazane
byto w pracy (A5). Pierwszym z probleméw, ktérymi zajmowaliSmy si¢ w tej pracy byto
istnienie kontinuéw nieograniczonych bifurkujacych z rodziny trywialnej odpowiadajacej
jednej niezdegenerowanej orbicie krytycznej. Doktadniej, rozwazalismy nastepujacy uktad:

alAul = vu1F<U,>\)

asAuy = V,,F(u,\) na SN™!
2AUy . (u, A) (4.19)

apAu, = V, F(u,\)

gdzie A jest operatorem Laplace’a-Beltramiego na sferze. Przyjmowaliémy przy tym, ze

spetnione sa zalozenia podobne do zalozen (a2)-(a6) i (S2) w przypadku uktadu zdefinio-

wanego na kuli, a doktadniej zaktadalismy, ze :

(bl) F € C?(RPxR,R) oraz F' spelia nastepujacy warunek wzrostu: istnieja stale C' > 0
oraz 0 < s < 5 takie, ze |V2F (u,\)| < C(1+ |u]%),

(b2) wg jest punktem krytycznym potencjatu F' dla kazdego A € R oraz V2 F (ug, \) = AB,
gdzie B = diag (by,...,b,), b; € {0, 1},

(b3) RP jest ortogonalng reprezentacja grupy Liego I' oraz F jest funkcja I'-niezmiennicza
ze wzgledu na pierwsza zmienng,

(b4) a; € {—1,1} oraz A = diag (a1, ..., a,) jest [-automorfizmem, to znaczy Ay = vA
dla kazdego v € T',

(b5) Ty = {e},
(b6) orbita T'(ug) C (V. F(-,A))71(0) jest niezdegenerowana dla kazdego A € R\ {0}.

Zagadnienie to badaliémy metodami analogicznymi jak w przypadku uktadu (4.11), roz-
wazajac funkcjonalt

B(u, ) = ;/SN i(-@vui(:@)\?)d(; — [ Flu(), Vo,
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zdefiniowany na przestrzeni H = @?_, H'(SV~1). Biorac pod uwage, ze sfera jest zbio-
rem SO(2)-niezmienniczym oraz uwzgledniajac zalozenie (b3), rozwazaliSmy przestrzen
H z dzialaniem grupy G = I' x SO(2) danym przez (v, «)(u)(x) = yu(azx), dlay € ', a €
SO(2).

Przestrzen H z tak zdefiniowanym dziataniem jest ortogonalng G-reprezentacja, a funk-
cjonal ® jest G-niezmienniczy. Ponadto funkcjonat ten ma wtasnosci analogiczne jak funk-
cjonal okreslony dla ukladu (4.11). W szczegdlnosci jego gradient réwniez jest postaci
(4.12), gdzie operatory L oraz Lyp zdefiniowane sa jak poprzednio. Zachodzi takze odpo-

wiednik wzoru (4.13). Doktadniej, vide Lemma 3.2 w pracy (A5), wartosciami wlasnymi

operatora L + Lyp moga by¢ wylacznie liczby b

) 7 ) ) dla
1+ 8n 148nm 14+ 06n 1406,
B € a(=A, SN71) 7 krotnoéciami odpowiednio
<6m_)\> <_6m_)\>
u =n_, p|——"=")=ny,
14 8, 14 6.,
p & (4.20)
M ﬁm _ TLO m _Bm _ no
1+ B T+ B, ”
gdzie n_ oznacza liczbe wspétezynnikéw k w ukladzie (4.19) takich, ze a = —1,b, = 1,
ns takich, ze ay = 1,by = 1, n® takich, ze a, = —1, b, = 0 oraz nf. takich, ze a, = 1,b, =

0. W szczegdlnodci, w zaleznosci od postaci uktadu, niektore z powyzszych krotnosci moga
wynosi¢ 0.

Przy powyzszych zatozeniach orbita G(ig) jest orbita krytyczna funkcjonatu @ dla
kazdego A € R, zatem definiujac w tym przypadku rodzine trywialna jako 7 = G(ug) X R,
badamy zjawisko globalnej bifurkacji z orbity G(tg) x {A\} C T. Zauwazmy, ze bifurkacja
moze wystapi¢ tylko w przypadku, gdy A € R jest takie, ze orbita G(ug) x {A} jest
zdegenerowana. Ponadto, oznaczajac przez A zbior takich parametréw, otrzymujemy, vide
Lemma 3.3 pracy (A5), ze

o(—A, SN 1) gdy n_ >0,n, =0
A=<{o (—A, SN gdyn_ >0,n, =0 (4.21)
o(—A, SN HYuo (=A, SN gdy n_ny > 0.

Warunek wystarczajacy globalnej bifurkacji dany jest przez Twierdzenie 4.7, zatem do
jego badania uzywamy indeksu BZFg. Korzystajac z Twierdzenia 4.9, zamiast tego in-
deksu mozna rozwazaé¢ indeks BZF g, gdzie H = Gg,. Jednak poniewaz H = {e} X
SO(2), ten ostatni indeks jest we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z analogicz-
nie zdefiniowanym indeksem BZFgo(). Aby wyznaczy¢ taki indeks, przeanalizowaliSmy
strukture SO(2)-reprezentacji dla przestrzeni wlasnych operatora —A, oznaczanych przez
HN czyli przestrzeni harmonicznych, jednorodnych wielomianéw N zmiennych stop-
nia m. W szczegélnosci w Dodatku A.1 pracy (A5) wyznaczyliSmy pelny opis SO(2)-
reprezentacji HY jako sumy prostej reprezentacji nieprzywiedlnych. W rezultacie, biorac
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pod uwage wzory na mnozenie w pierscieniu U (SO(2)) oraz formuty (4.20), wyznaczyli$my
indeksy BZFso(2), vide Lemma 3.4 w pracy (A5) oraz dokladne wzory na wartosci ich
wspotrzednych, vide Lemma 3.5 tej pracy. Pozwolito to na udowodnienie nastepujacych
warunkéw wystarczajacych globalnej bifurkacji:

Fakt 4.28 (Corollary 3.6 (A5)) Rozwazmy uklad (4.19) z potencjatem F i punktem
krytycznym uy spetniajgcymi zatoZenia (b1)-(b6). Ustalmy B, € o(—=A,SV=1)\ {0}.
Wowczas

1. jezelin_ >0, to BLFso(2)(G(to), Bm) # 0 € U(SO(2)), a zatem zachodzi zjawisko
globalnej bifurkacji z orbity G(tg) X {Bm},

2. jezeling >0, to BLF s0(2)(G (o), —Bm) # 0 € U(SO(2)), a zatem zachodzi zjawisko
globalnej bifurkacji z orbity G(tg) X {—Bm}-

Ponadto opisane powyzej obliczenia pozwolily sformutowaé¢ warunki na istnienie nieog-
raniczonych kontinuéw rozwiazan. W tym celu uzyliSmy Twierdzenia 4.11. Biorac pod
uwage Fakt 4.12) weryfikacja warunku (4.8) moze by¢ sprowadzona do weryfikacji analo-
gicznego warunku dla indekséw BZFgo(2). Wykorzystujac wyznaczone formuty na te in-
deksy mozemy wykazaé, ze w pewnych sytuacjach warunek (4.8) nie moze by¢ spetniony,
a zatem bifurkujace kontinua muszg by¢ nieograniczone. Dokladniej, oznaczajac przez
C(tg, B) kontinuum stabych rozwiazan uktadu (4.19) bifurkujace z orbity G(uo) x {5},
otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.29 (Theorem 3.7 i Theorem 3.8 (A5)) Rozwazmy uklad (4.19) z poten-
cjatem F i punktem krytycznym g spelniajocymi zaloZenia (b1)-(b6). Ustalmy B, €
o(—A, SN, Wowczas

1. jezelin_ > 0, to kontinuum C(ug, Bm,) C H X R jest nieograniczone,
2. jezelin, > 0, to kontinuum C(tgy, —Bm,) C H X R jest nieograniczone,

3. jezeli n_,ny sq roinej parzystosci, to kontinuum C(ty,0) C H x R jest nieograni-
czone.

Przypomnijmy, ze otrzymane za pomoca twierdzenia o globalnej bifurkacji kontinuum
rozwigzan jest podzbiorem zbioru cl(N) (vide Definicja 4.4), przy czym zbiér N byt defi-
niowany jako zbidr rozwigzan, ktére nie nalezg do rodziny 7. W powyzszych rozwazaniach
przyjelismy T = G(ug) x R, co oznacza, ze jezeli uktad (4.19) ma rozwiazania state, ktore
nie naleza do G(1y), to nie sa one traktowane jako rozwiazania trywialne. W szczeg6lnosci,
jezeli istnieje rodzina postaci G(u) x R, rézna od T, rozwiazan uktadu (4.19), to jest ona
nieograniczona, a zatem moze zdarzy¢ sie sytuacja, gdy otrzymane w Twierdzeniu 4.29
nieograniczone kontinuum zawiera taka rodzing. W konsekwencji kontinuum takie moze
zawiera¢ jedynie ograniczony zbiér rozwigzan innych niz state. Zeby wykluczyé taka sytu-
acje, nalezy rozwazy¢ rodzine trywialng odpowiadajaca wszystkim rozwigzaniom stalym
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uktadu (4.19). W pracy (A5) badaliémy réwniez taka sytuacje. Dla uproszczenia obliczen
opisalismy jedynie przypadek, gdy funkcja F' ma dwie orbity krytyczne.

RozwazaliSmy zatem ponownie uktad (4.19), zastepujac zalozenia (b2) oraz (b6) za-
tozeniami:

(b2") uy oraz wus sa punktami krytycznymi funkcji F' dla kazdego A € R, gdzie I'(u;) N
[(ug) = 0 oraz V2F(u1, \) = V2F(ug, \) = AB, gdzie B = diag (by,...,b,),b; €
{0,1},

(b6”) orbity I'(u1) i I'(us) sa niezdegenerowane dla kazdego A € R.

Przy powyzszych zatozeniach definiujemy rodzine trywialng 7 jako (G(u1) U G(ag)) x R
i rozwazamy globalna bifurkacje rozwiazan uktadu (4.19) z orbit tej rodziny. Rozumujac
jak poprzednio, otrzymujemy, ze gdy n_ > 0 (odpowiednio ny > 0), to globalna bifurkacja
zachodzi z orbit G(@;) X {fn} (odpowiednio G(@;) x {—p,}) dla i = 1,2 oraz z orbit
G(u;) x {0}, gdy n_,n, sa réznej parzystosci, vide Lemma 4.1 pracy (A5). Ponadto
w niektérych sytuacjach mozemy udowodnié, ze bifurkujace kontinua sa nieograniczone.
Analogicznie jak poprzednio przez C(i;, \g) oznaczaé bedziemy kontinuum bifurkujace z
orbity G(u;) X {Ao}-

Twierdzenie 4.30 (Theorem 4.3 (A5)) Rozwazmy uklad (4.19) z potencjalem F oraz
punktami krytycznymi uy,us spelniajgcymi zatoZenia (b1), (b2°), (b3)-(b5) oraz (b6’).
Ustalmy Ao € A\ {0}, gdzie A zdefiniowane jest wzorem (4.21). Jezeli spetniony jest jeden
z warunkow:

(1) ny,n_ sq tej samej parzystosci,
(2) n_ #2ny orazny # 2n_,
to, dla 1 = 1,2, kontinuum C(u;, \o) jest nieograniczone.

Idea dowodu powyzszego twierdzenia opiera si¢ na rozwazeniu wartosci wtasnej 3, €
o(—A; SN takiej, ze B, jest maksymalnym lub —f, jest minimalnym poziomem, na
ktérym kontinuum C(ag, \g) przecina rodzine 7. Inaczej méwiac, jezeli G(u;) x {\} C
C(a, o) NT, to |M| < B,. Obliczajac sume indekséw bifurkacji dang w formule (4.8),
a doktadniej wspotrzedng odpowiadajaca Z, tej sumy dla p okreslonego powyzej, otrzy-
mujemy, ze warunek (4.8) nie moze by¢ spetniony, zatem bifurkujace kontinuum jest
nieograniczone.

W szczegodlnosci z powyzszego twierdzenia wynika, ze dla uktadu kooperatywnego,
czyli takiego dla ktérego n_ - n, = 0, wszystkie bifurkujace kontinua C(ig, Ag) dla A\g # 0
sa nieograniczone, vide Corollary 4.4 pracy (A5).

W ogélniejszej sytuacji, gdy nie przyjmujemy dodatkowych zatozen takich jak warunki
(1) lub (2) w Twierdzeniu 4.30, nadal mozemy udowodni¢, ze istnieja nieograniczone
kontinua, jednak bez konkretnego okreslania, z jakiej orbity one bifurkuja. Doktadniej,
zachodzi nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 4.31 (Theorem 4.5 (A5)) Rozwazmy uklad (4.19) z potencjatem F oraz
punktami krytycznymi uy,us spetniajgcymi zatozenia (b1), (b2°), (b3)-(b5) oraz (b6’).
Ustalmy B, € o(—=A; SN=Y\{0}. Wtedy co najmniej jedno z czterech kontinuéw C (i, +5,),
1 = 1,2, jest nieograniczone.

Idea dowodu polega w tym przypadku na wykazaniu, ze rowniez gdy zatozenia Twier-
dzenia 4.30 nie sg spelnione, to warunek (4.8) nie moze zachodzi¢ dla pewnych kontinuéw
C(u;,£06,,). Aby to uzasadni¢, ponownie uzywali$émy formul na wartosci wspétrzednych
indekséw BI.FS()(Q).

Powyzsze twierdzenia dotyczyly bifurkacji z orbity G(ug) x {Ao}, dla Ay # 0. Dla
Ao = 0, wykorzystujac analogiczne podejscie, udowodniliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.32 (Theorem 4.6 (A5)) Rozwazmy uktad (4.19) z potencjalem F oraz
punktami krytycznymi uy,us spetniajgcymi zalozenia (b1), (b2°), (b3)-(b5) oraz (b6’).
Jezelin_,ny sq réznej parzystosci, to kontinua C(u;,0) dla i = 1,2 sq nieograniczone.

4.4 Podsumowanie

Podsumowujac, w pracach z cyklu (A1)-(A6) otrzymaliSmy rezultaty dotyczace global-
nej bifurkacji z orbit punktéw krytycznych funkcjonatéw niezmienniczych. Z jednej strony
rozwijaliSmy abstrakcyjne metody pozwalajace dowodzi¢ globalnej bifurkacji. W rezultacie
otrzymalismy uogolnienie Globalnego Twierdzenia Bifurkacyjnego Rabinowitza dla pew-
nej klasy problemoéw. Podkreslmy, ze przedstawione w drugiej czesci oméwienia twierdze-
nia dotyczace uktadéw eliptycznych pokazuja, ze wybor tej klasy jest naturalny. Z drugiej
strony, wykazaliSmy, ze zastosowanie tych metod pozwala uzyska¢ nowe wyniki dotyczace
zbioréw rozwigzan sparametryzowanych uktadow réwnan eliptycznych, w szczegolnosci
twierdzenia o globalnej bifurkacji rozwigzan nietrywialnych oraz twierdzenia o istnieniu
nieograniczonych kontinuéw rozwigzan uktadu.

Za najwazniejsze rezultaty cyklu (A1)-(A6) mozna uznaé¢ wyniki bedace rozwinie-
ciem nowych metod obliczania niezmiennikéw topologicznych w sytuacji z symetriami
(Twierdzenia 4.9 i 4.10) oraz twierdzenia dotyczace globalnej bifurkacji rozwiazan ukta-
déw eliptycznych (Twierdzenia 4.15, 4.18, 4.19, 4.22, 4.24, 4.25, 4.27, 4.29, 4.30). Pod-
kreslmy, ze udowodnienie Twierdzen 4.9 i 4.10 wymagato potaczenia metod teorii stop-
nia wspotzmienniczych odwzorowan gradientowych i niezmienniczych funkcjonatéw silnie
nieokreslonych, teorii niezmienniczych funkcji Morse’a oraz teorii reprezentacji zwartych
grup Liego. Do dowodzenia rezultatéw dotyczacych ukladéw eliptycznych uzywaliSmy
teorii stopnia wspoétzmienniczych odwzorowan gradientowych i niezmienniczych funkcjo-
natow silnie nieokreslonych oraz niezmienniczego indeksu Conleya. Dodatkowo opisalismy
pewne przestrzenie jako reprezentacje zwartych grup Liego oraz stosowaliSmy wtasnosci
pierscieni Eulera takich grup.
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4.5 Informacja o wkladzie autoréw publikacji (A1)-(A6)

We wszystkich pracach w wymienionym cyklu bytam gléwnym autorem, wykonujacym
istotng czes¢ pracy. Ponadto w kazdym przypadku bratam udziat w redagowaniu rezul-
tatow. Dla poszczegdlnych prac méj udziat mozna okresli¢ nastepujaco:

e W pracy (A1) méj wktad polegal na udowodnieniu gtéwnego rezultatu abstrakeyj-
nego tego artykutu, czyli zwiagzku stopnia niezmienniczych funkcjonatéow silnie nie-
okreslonych z niezmienniczym indeksem Conleya (w powyzszym omoéwieniu rezultat
ten podany jest jako Twierdzenie 4.2). Na podstawie tego twierdzenia sformulowa-
tam warunki na to, aby réznica indeksow Conleya implikowata globalng bifurkacje
rozwigzan rownania. Ponadto zaproponowalam pewne elementy dowodu formutly
produktowej. Swéj udzial w tej pracy oceniam na 70%.

o« W pracy (A2) jestem autorem wigkszoéci dowodéw rezultatéw sformutowanych
w tym artykule. W szczegdlnosci przeprowadzitam obliczenia niezbedne do wyzna-
czenia indekséw bifurkacji, co pozwolito na udowodnienie gtéwnych wynikéw (vide
Twierdzenie 4.15 w powyzszym omoéwieniu). Swéj udzial w tej pracy oceniam na

70%.

« W pracy (A3) udowodnitam gléwny rezultat artykulu (vide Twierdzenie 4.18),
w ktorym podane sg warunki wystarczajace bifurkacji rozwigzan rozwazanego ukta-
du. Dla dowodu tego rezultatu uzasadnitam, ze przy tych warunkach odpowiednie
indeksy Conleya sa rézne (Twierdzenie 4.17). Ponadto wspélnie z pozostaltymi au-
torami tej pracy sformulowatam przyktady ilustrujace otrzymane rezultaty. Swoj
udzial w tej pracy oceniam na 35%.

e W pracy (A4) udowodnitam gtéwny rezultat abstrakcyjny artykutu, pozwalajacy
sprowadzi¢ porownywanie stopni w otoczeniu orbity do poréwnywania stopni od-
wzorowan obcigtych do przestrzeni normalnej do orbity w przypadku skoriczenie
wymiarowym (Twierdzenie 4.9). Rezultat ten pozwolil na badanie globalnej bifur-
kacji rozwiazan uktadu rownan eliptycznych. Moim wktadem byto rowniez udowod-
nienie twierdzenia dotyczacego tego zagadnienia. Swoj udziat w tej pracy oceniam
na 60%.

o W pracy (A5) badane byto zagadnienie istnienia globalnej bifurkacji w przypadku
rodziny trywialnej pochodzacej od jednej orbity lub od dwdoch orbit. Moim wktadem
byto zbadanie przypadku jednej orbity (Twierdzenie 4.29), ktéry pozwolit potem
sformutowaé¢ rowniez rezultaty dla przypadku dwoch orbit. Swéj udzial w pracy
oceniam na 60%.

e« W pracy (A6), podobnie jak w przypadku pracy (A4), méj wktad polegal na
udowodnieniu gtéwnego rezultatu abstrakcyjnego tej pracy, pozwalajacego na po-
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rownywanie stopni w otoczeniu orbity, o ktérej tym razem nie zakltada sie, ze jest
niezdegenerowana (Twierdzenie 4.10). Sw6j udzial w pracy oceniam na 40%.
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5)

Omoéwienie pozostatych osiggnie¢ naukowo - ba-
dawczych

Dorobek naukowy, ktory nie jest uwzgledniony w cyklu (A1)-(A6) sklada sie z nastepu-
jacych jedenastu prac:

(P1)

(P2)

(P3)

(P4)

(P5)

(P6)

(P7)

(P8)

(P9)

(P10)

Fura Justyna, Ratajczak (Gotebiewska) Anna, Rybicki Stawomir: Existence and
continuation of periodic solutions of autonomous Newtonian systems, Journal of
Differential Equations, vol. 218, nr 1, 2005, s. 216-252.

Fura Justyna, Gotebiewska Anna, Ruan Haibo: Existence of nonstationary periodic
solutions of ['-symmetric asymptotically linear autonomous Newtonian systems with
degeneracy, Rocky Mountain Journal of Mathematics, vol. 40, nr 3, 2010, s. 873-911.

Gotebiewska Anna, Rybicki Stawomir: Global bifurcations of critical orbits of G-
invariant strongly indefinite functionals, Nonlinear Analysis : theory, methods and
applications, vol. 74, nr 5, 2011, s. 1823-1834.

Gotebiewska Anna: Periodic solutions of asymptotically linear autonomous Hamil-
tonian systems, Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 400, nr 1,
2013, s. 254-265.

Btaszczyk Zbigniew, Gotebiewska Anna, Rybicki Stawomir: Conley index in Hilbert
spaces versus the generalized topological degree, Advances in Differential Equations,
vol. 22, nr 11-12, 2017, s. 963-982.

Gotebiewska Anna: Periodic solutions of asymptotically linear autonomous Hamil-
tonian Systems with resonance, Journal of Dynamics and Differential Equations,
vol. 30, nr 4, 2018, s. 1509-1524.

Gotebiewska Anna, Hirano Norimichi, Rybicki Stawomir: Global symmetry-brea-
king bifurcations of critical orbits of invariant functionals, Discrete and Continuous
Dynamical Systems-Series S, vol. 12, nr 7, 2019, s. 2005-2017.

Gotebiewska Anna, Rybicki Stawomir, Stefaniak Piotr: Connected sets of solutions
of symmetric elliptic systems, Nonlinear Analysis-Theory Methods & Applications,
vol. 202, 2021, s. 1-14.

Golebiewska Anna, Kowalczyk Marta, Rybicki Stawomir, Stefaniak Piotr: Periodic
solutions to symmetric Newtonian systems in neighborhoods of orbits of equilibria,
Electronic Research Archive, vol. 30, nr 5, 2022, s. 1691-1707.

Gotebiewska Anna, Pérez-Chavela Ernesto, Rybicki Stawomir, Urena Antonio J.: Bi-
furcation of closed orbits from equilibria of Newtonian systems with Coriolis forces,
Journal of Differential Equations, vol. 338, 2022, s. 441-473.
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(P11) Golebiewska Anna, Rybicki Stawomir: Generalization of Lyapunov center theorem
for Hamiltonian systems via normal forms theory, Journal of Differential Equations,
vol. 421, 2025, s. 241-263.

Artykuty (P1) i (P2) zostaly napisane przed uzyskaniem stopnia doktora (praca (P2)
zostata przyjeta do druku w roku 2008, a opublikowana w roku 2010). Ponadto artykuty
(P3) i (P4) w duzej mierze opieraja sie na wynikach uzyskanych w rozprawie doktorskie;.

Tematyka wigkszosci tych prac zwigzana jest z teorig stopnia wspdélzmienniczych od-
wzorowan gradientowych. Uzyskane rezultaty dotycza zaréwno rozwoju teorii tego stopnia
jak i jego zastosowan, gtoéwnie do réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Ponadto w niekto-
rych pracach stosowane sg inne metody topologii niezmienniczej, w szczegdlnosci niezmien-
niczy indeks Conleya, zas w pracy (P5) rozwazana jest sytuacja bez dziatania grupy.

Oméwimy teraz pokrétce najwazniejsze rezultaty otrzymane w tych pracach.

5.1 Rezultaty dotyczace rozwoju teorii stopnia gradientowych
odwzorowan wspoétzmienniczych

Gléwnym narzedziem topologicznym uzywanym w naszych badaniach jest stopien gra-
dientowych odwzorowan wspétzmienniczych (zdefiniowany przez Gebe w pracy [14]) oraz
jego uogdlnienia na przestrzenie nieskonczenie wymiarowe. W szczegdlnosci jedno z takich
uogolnienien, a doktadniej stopien niezmienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych, zo-
stato zdefiniowane w pracy (P3). Definicja ta (vide Definition 3.2 (P3)) oraz dowdd, ze
jest ona poprawna i niezalezna od wyboru schematu aproksymacyjnego, stanowi gtéwny
rezultat abstrakcyjny tej pracy. Ponadto w artykule tym udowodnione zostaty (vide The-
orem 3.1 (P3)) wlasnosci zdefiniowanego stopnia, analogiczne do wlasnosci stopnia Leray-
Schaudera, oraz podane zostato globalne twierdzenie bifurkacyjne dla odpowiedniej klasy
funkcjonatéw (Theorem 3.3 (P3)).

Jako szczegdlny przypadek powyzszej definicji mozna przyjaé¢ stopien funkcjonatdw
silnie nieokreslonych w sytuacji bez dzialania grupy, biorac G = {e}. Przypadek ten
rozwazaliémy w pracy (P5). Przedstawiliémy w niej definicje tak zwanego uogdélnionego
stopnia topologicznego, stosujac konstrukcje stopnia niezmienniczych funkcjonatéow sil-
nie nieokreslonych dla grupy trywialnej. Ponadto w pracy (P5) wykazaliSmy (vide The-
orem 3.10 (P5)), ze dla uogdlnionego stopnia topologicznego zachodzi zwiazek miedzy
stopniem a £S-homotopijnym indeksem Conleya (zdefiniowanym dla odpowiednich ope-
ratorébw w pracy [15]), bedacy uogdlnieniem twierdzenia Poincaré-Hopfa na przypadek
tych niezmiennikow. Rezultat ten pozwala wykazywaé globalna bifurkacje rozwiazan réw-
nania postaci (4.3) poprzez poréwnywanie indekséw Conleya dla pewnych parametréw.
W pracy (P5) badaliSmy funkcjonal postaci ®(u, \) = 1((L+ ALo)u, w)u +no(u, A), gdzie
L, Lo, no spetiaja zalozenia analogiczne do zalozen dla funkcjonatu (4.10) oraz zachodzi
V.®(0,\) = 0 dla kazdego A € R. RozwazyliSmy przy tym dwa przypadki: gdy L + \; Lo
sa izomorfizmami dla i = 1,2 (Theorem 4.2 (P5)) oraz gdy linearyzacje takie maja dwu-
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wymiarowe jadra (Theorem 4.3 (P5)). W obu tych sytuacjach sformutowaliSmy warunki,
przy ktorych zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji.

Podkreslmy, ze obliczanie niezmiennikéw topologicznych, takich jak stopien czy indeks
Conleya, w sytuacji, gdy linearyzacja operatora nie jest izomorfizmem, wymaga innych
metod niz w przypadku izomorfizmu. Aby wyznaczy¢ formuty na takie niezmienniki, kon-
struuje sie homotopie taczace rozwazane odwzorowania z pewnym odwzorowaniem pro-
duktowym. Rezultat takiego typu, z dodatkowym warunkiem, ze skonstruowana homo-
topia jest gradientowa i G-wspélzmiennicza, zostal udowodniony w pracy (P1), jako tak
zwany Lemat o rozszczepianiu (vide Lemma 3.2 oraz Lemma 3.3 (P1)). Biorac pod uwage
wlasnos$¢ homotopijnej niezmienniczosci stopnia, wynik taki pozwala w wielu sytuacjach
wyznaczy¢ wspotrzedne stopnia gradientowych odwzorowan wspotzmienniczych.

Jednym z zagadnien, do ktérych uzywamy teorii stopnia, jest badanie zjawiska global-
nej bifurkacji. Podstawowym twierdzeniem stosowanym przy tym zagadnieniu jest Glo-
balne Twierdzenie Bifurkacyjne Rabinowitza oraz jego rézne uogdlnienia, opisane w omo-
wieniu prac cyklu (A1)-(A6). Gléwnym zalozeniem tego twierdzenia jest nietrywialno$é
indeksu bifurkacji, rozumianego jako réznica pewnych stopni. Dlatego szczegdlne znacze-
nie w naszych rozwazaniach ma poréwnywanie stopni pewnych odwzorowan. Problem ten
badalismy réwniez w pracy (P8), stosujac podejscie polegajace na wykorzystaniu zwiazku
stopnia odwzorowan niezmienniczych z niezmienniczym indeksem Conleya. W Twierdze-
niu 2.2 tej pracy wykazaliSmy warunek wystarczajacy na to, ze dwa indeksy Conleya
sa rézne. Jego dowdd polegal na badaniu rozktadéw komoérkowych G-CW-komplekséw
bedacych takimi indeksami. Pozwolito to na udowodnienie, ze jezeli przestrzen punktéw
stalych dziatania grupy izotropii na pewnej sumie prostej przestrzeni wiasnych hesjanu
jest nieparzystego wymiaru, to zachodzi zjawisko globalnej bifurkacji (vide Theorem 2.6
(P8)).

Przy badaniu globalnej bifurkacji w sytuacji niezmienniczej naturalne jest pytanie o to,
jakie sg grupy izotropii bifurkujacych punktéw. W szczegélnosci interesuje nas zjawisko
tamania symetrii, czyli bifurkacji rozwigzan, ktérych grupa izotropii jest inna niz punk-
téw w rodzinie trywialnej. Zjawisko takie badaliémy w pracy (P7), formutujac warunki
wystarczajace globalnego tamania symetrii (vide Theorem 3.3 (P7)). Podstawowym za-
tozeniem tego rezultatu jest warunek, ze jadro linearyzacji operatora nie zawiera punktow
statych dziatania grupy. Podkreslmy, ze warunek ten mozna zweryfikowaé¢ dla pewnych
operatoréw stowarzyszonych z ukladami réwnan rézniczkowych, co zilustrowaliSmy roz-
wazajac konkretne przyktady uktadéw eliptycznych.

5.2 Rezultaty dotyczace rozwigzan okresowych uktadéw newto-
nowskich i hamiltonowskich

Metody topologii niezmienniczej moga by¢ uzywane do badania zbiorow rozwiazan réz-
nego rodzaju réwnan rézniczkowych. W cyklu (A1)-(A6) skupili$émy sie na zastosowaniu
takich metod do badania uktadéw eliptycznych. W pracach (P1), (P2), (P4), (P6),
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(P9) oraz (P10) badaliémy takimi narzedziami zbiory rozwiazan okresowych uktadéw
newtonowskich i hamiltonowskich.

Pierwszym z zagadnien rozwazanych w tych pracach bylo istnienie rozwiazan okre-
sowych takich uktadéw. Problem ten badaliémy w pracach (P1), (P2), (P4), (P6).
Wspélng ideg tych prac jest zdefiniowanie indeksu rozwiazania stacjonarnego oraz, przy
zatozeniu, ze potencjal uktadu jest asymptotycznie kwadratowy w nieskonczonosci, réw-
niez tak zwanego indeksu nieskonczonosci. Indeksy te definiowane sg jako stopnie gra-
dientu funkcjonalu stowarzyszonego z uktadem na odpowiednio malym otoczeniu roz-
wiazania stacjonarnego (lub odpowiednio duzym dysku w przypadku nieskoriczonosci).
Jezeli suma indekséw rozwiazan stacjonarnych rézni sie od indeksu nieskonczonosci, to
wlasnosci stopnia implikuja istnienie niestacjonarnych okresowych rozwigzan uktadu.

Podkreslmy, ze funkcjonaly odpowiadajgce uktadom newtonowskim i hamiltonowskim
sa roznego typu. W pierwszym przypadku gradient takiego funkcjonatu jest petlnocia-
gltym zaburzeniem identycznosci, za$ w drugim jest to funkcjonat silnie nieokrelony, kto-
rego gradient jest petnocigglym zaburzeniem liniowego operatora Fredholma indeksu zero.
Oznacza to, ze do badania punktéow krytycznych takich funkcjonatéw musza by¢ stoso-
wane nieco inne narzedzia, analogicznie jak w przypadku kooperatywnych i niekoopera-
tywnych uktadéw réwnan eliptycznych. Ponadto w naszych pracach rozwazaliSmy réwniez
sytuacje, gdy uktad ma dodatkowe symetrie oraz gdy linearyzacja operatora stowarzyszo-
nego z uktadem nie jest izomorfizmem, w kazdym przypadku odpowiednio modyfikujac
uzywane narzedzia.

Sytuacja uktadéw newtonowskich rozwazana byla w pracach (P1) i (P2), odpo-
wiednio w sytuacji, gdy uktad nie ma dodatkowych symetrii oraz gdy potencjat jest
[-niezmienniczy, przy czym I' jest skonczona grupa. W pracy (P1) sformutowaliSmy
twierdzenia o istnieniu rozwigzan stacjonarnych w dwéch przypadkach: gdy linearyza-
cja stowarzyszonego operatora jest izomorfizmem dla kazdego rozwigzania stacjonarnego
(vide Theorem 5.2.1 (P1)) oraz bez takiego zatozenia (vide Theorem 5.2.2 (P1)), uzy-
wajac w dowodzie Lematu o rozszczepianiu, udowodnionego w tej pracy.

W pracy (P2), przy zalozeniu, ze uktad ma dodatkowe symetrie pewnej skonczonej
grupy Liego I', rozwazania zostaty ograniczone do sytuacji, gdy istnieje tylko jedno roz-
wiazanie stacjonarne. Uwzglednienie informacji o symetriach uktadu pozwala nie tylko
na podanie rezultatu o istnieniu rozwigzan niestacjonarnych uktadu, ale rowniez na osza-
cowanie z dotu ich liczby. Podkreslmy, ze indeksy rozwiazan stacjonarnych oraz indeks
nieskoniczono$ci sa w tym przypadku elementami pierscienia Eulera U(T" x S'). Poniewaz
obliczanie indekséw wymaga wyznaczania iloczynéw pewnych stopni, istotna jest znajo-
mos¢ struktury multiplikatywnej takiego pierscienia, ktora jest bardziej skomplikowana
niz w przypadku pierscienia U(S!). Struktura taka jest opisana w szczegolnosci dla pew-
nych skoniczonych grup. W pracy (P2) zilustrowaliémy nasze wyniki, przyjmujac jako I'
grupe diedralng D,, dla n =6, 8,10, 12.

Rezultaty dotyczace istnienia rozwigzan uktadéw hamiltonowskich podane zostaty
w pracach (P4) i (P6). W pierwszej z nich policzone zostaly indeksy rozwiazan stacjo-
narnych, zaréwno w przypadku, gdy linearyzacja stowarzyszonego operatora jest izomorfi-
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zmem, jak i bez tego zatozenia. Obliczajac indeks nieskonczonosci rozwazaliSmy wytacznie
przypadek, gdy linearyzacja odpowiedniego operatora jest izomorfizmem. Wyznaczenie ta-
kich indeksow pozwolito na sformutowanie twierdzen o istnieniu rozwigzan, vide Theorem
3.1 oraz Theorem 3.2 pracy (P4), oraz twierdzenia o kontynuacji rozwiazan dla uktadu
z parametrem (Theorem 3.3 (P4)).

W pracy (P6) badany byl przypadek, gdy linearyzacja w nieskoriczonosci stowarzy-
szonego operatora nie jest izomorfizmem. Rozwazajgc pewne dodatkowe zatozenia na po-
tencjal uktadu wykazalidmy, ze stowarzyszony funkcjonal spelnia tak zwane silne wa-
runki katowe wprowadzone przez Li i Su w pracy [29], co pozwolito na obliczenie indeksu
nieskorniczonosci oraz udowodnienie istnienia rozwigzan niestacjonarnych réwniez w tym
przypadku, vide Theorem 3.1 pracy (P6). Ponadto w pracy tej rozwazyliémy uktad z pa-
rametrem, dowodzac twierdzenia o bifurkacji z nieskonczonosci.

Innym sposobem dowodzenia istnienia rozwigzan okresowych uktadéow hamiltonow-
skich lub newtonowskich jest stosowanie rezultatow typu twierdzenie Lapunowa o cen-
trum. Oméwmy przypadek uktadéw hamiltonowskich postaci

a(t) = JH' (u(t)), (5.1)

gdzie J jest standardowa macierzg symplektyczng. Klasyczne Twierdzenie Lapunowa, vide
[28], méwi, ze jezeli istnieje para A\; = Ay czysto urojonych wartosci wlasnych macie-

s
rzy JonH"(0), speliajacych tak zwany warunek braku rezonansu, czyli )\—j ¢ 7 gdzie

Aj,j=3,...,2N sa innymi warto$ciami wlasnymi Jon H"(0), to istnieje spdjna gataz ro-
dziny zamknietych trajektorii rozwigzan uktadu, emanujgca z poczatku uktadu wspotrzed-
nych. Rezultat taki mozna uogélni¢ wykorzystujac teorie globalnej bifurkacji dla uktadéw
hamiltonowskich. Dokladniej, stosujac zamiane zmiennych u(t) = v(%), mozna zamienié
problem badania istnienia rozwigzan okresowych, o dowolnym okresie, na problem bada-
nia istnienia rozwigzan 2m-okresowych dla uktadu sparametryzowanego, a zatem problem
bifurkacyjny. Do takiego zagadnienia mozna stosowaé¢ globalne twierdzenie bifurkacyjne
udowodnione za pomoca stopnia niezmienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych (vide
Theorem 3.3 (P3)). W przypadku uktadéw hamiltonowskich rezultat taki zostal wezesniej
wykazany, przy pomocy innych metod, przez Dancera i Rybickiego w pracy [8]. Z twier-
dzenia tego wynika, ze globalna bifurkacja jest implikowana przez nietrywialnosé¢ indeksu
bifurkacji bedacego elementem pierécienia U(S'). Kazda wspotrzedna takiego indeksu
jest iloczynem indeksu Brouwera polozenia réwnowagi uktadu (czyli stopnia Brouwera
odwzorowania H' w malym otoczeniu ug € (H')7*(0)) oraz réznicy (dla parametréw
A w otoczeniu parametru bifurkacji), indekséw Morse’a pewnych macierzy zaleznych od
AH" (ug). Zatem dowodzenie bifurkacji sprowadza sie do obliczania tych wartosci. Problem
ten rozwazaliSmy w pracach (P10) i (P11).

W pracy (P10) zajmowaliSmy sie szczegblnymi przypadkami uktadu (5.1), a miano-
wicie planarnym oraz przestrzennym uktadem newtonowskim z sitami Coriolisa. Uktady
takie opisuja modele wielu zagadnien mechaniki klasycznej, ktore mozna sprowadzi¢ do
problemu ruchu ciata pod wptywem dziatania sity wytworzonej przez jednostajnie wiru-
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jace zrédto. Przyktadem takiego zagadnienia jest klasyczny ograniczony kotowy problem
trzech ciat.

Uklady takie mozna zapisa¢ w postaci § — 2aq + V'(q) = 0, gdzie V' jest potencjalem
efektywnym, za$ o pewng macierza. Przyjmujac H(p, q) = %|p|2—i—<p, aq>+V(q)—%<q, a?q),
otrzymujemy, ze postaé ta jest réwnowazna (5.1). W pracy (P10) udowodnili$my (vide
Theorem 3.1 dla przypadku planarnego oraz Theorem 3.3 (P10) dla przypadku prze-
strzennego) rezultaty dotyczace istnienia spéjnych zbioréw rozwiazan okresowych takich
uktadéw, emanujacych z potozenia réwnowagi qy, w zaleznosci od wartosci wtasnych ma-
cierzy V" (qo). Jako przyklad zastosowania tych rezultatéw rozwazyliémy tréjkatne ogra-
niczone zagadnienie czterech ciatl w tréjwymiarowej przestrzeni, dowodzac bifurkacji sp6j-
nego zbioru rozwigzan okresowych z siedmiu potozen réwnowagi.

W przypadku ogélnego uktadu hamiltonowskiego obliczanie réznicy indekséw Morse’a
dla parametréow w otoczeniu parametru bifurkacji jest zadaniem bardziej skomplikowa-
nym. Aby wykonaé te obliczenia, zastosowaliémy w pracy (P11) metode form normal-
nych dla macierzy hamiltonowskich. Polega ona na przyporzadkowaniu danej macierzy
hamiltonowskiej macierzy w konkretnej postaci, tak zwanej formy normalnej. Przypo-
rzadkowanie takie moze by¢ rozumiane jako analogia do wyznaczania postaci Jordana,
jednak w tym przypadku wyznaczona macierz musi pozosta¢ w klasie macierzy hamil-
tonowskich. Okazuje sie, ze mozna to osiagnaé, jezeli zamiana zmiennych jest specjalnej
postaci, a dokladniej jest to symplektyczna zamiana zmiennych. Sprowadzenie macie-
rzy do formy normalnej upraszcza obliczanie indeksu bifurkacji. W szczegdlnosci pozwala
to na sformutowanie warunkéow wystarczajacych globalnej bifurkacji (vide Theorem 3.15
(P11)) oraz, w konsekwencji, na udowodnienie twierdzenia typu Lapunowa o emana-
cji zbioru rozwiazan niestacjonarnych uktadu (5.1) z potozenia réwnowagi (Theorem 3.1
(P11)).

Rezultaty typu twierdzenia Lapunowa o centrum zostaly udowodnione réwniez dla
uktadow newtonowskich z dodatkowymi symetriami. Zagadnienie to badaliSmy w pracy
(P9), rozwazajac uktad z ['-niezmienniczym potencjatem, gdzie I jest pewna zwarta grupa
Liego. Przyjecie takiego zatozenia powoduje, ze zamiast potozenia réwnowagi uktadu roz-
wazamy [-orbite takich polozen, co w szczegdlnoéci oznacza, ze punkt krytyczny funk-
cjonatu stowarzyszonego z uktadem nie musi by¢ izolowany. Zagadnieniem, ktére rozwa-
zaliSmy w pracy (P9) byla emanacja zbioru rozwigzan niestacjonarnych z takiej orbity.
Rozwazalismy przy tym dwa przypadki: gdy jest to orbita niezdegenerowana (jako orbita
punktéw krytycznych potencjatu uktadu) oraz gdy jest to izolowana orbita sktadajaca
sie z miniméw potencjatu. W obu przypadkach przyjmowalismy, ze grupa izotropii ele-
mentéw orbity punktéw krytycznych potencjatu jest S' lub Z,,. Przy tych zalozeniach
wykazaliSmy istnienie ciggu rozwigzan okresowych uktadu, emanujacego z orbity. Warto
podkreslié, ze metody stosowane do uzasadnienia tych rezultatéw w pracy (P9) byly
nieco inne niz w pracach (P10) i (P11). Zamieniajac problem na problem bifurkacyjny,
uzylismy do jego badania niezmienniczego indeksu Conleya. Do poréwnania indekséw na
roznych poziomach uzyliSmy dtugosci kohomologicznej CW-kompleksu.

Omawiane powyzej rezultaty zostaly otrzymane przy uzyciu réznych narzedzi topologii
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niezmienniczej. Warto podkresli¢, ze niezmienniki takie pozostaja poprawnie okreslone,
gdy przyjmiemy, ze dzialajaca grupa jest trywialna, czyli, inaczej méwigc, rozwazymy
sytuacje bez dziatania grupy. W szczegdélnosci zdefiniowany jest wspomniany w poprzed-
nim podrozdziale uogdlniony stopien topologiczny. Z drugiej strony odpowiednikiem niez-
mienniczego indeksu Conleya dla funkcjonatéw silnie nieokreslonych, jest LS-homotopijny
indeks Conleya wprowadzony w pracy [15]. Okazuje sie, ze nawet w przypadku grupy try-
wialnej, takie niezmienniki pozwalajg uzyska¢ pewne rezultaty dotyczace zbiorow rozwia-
zan okresowych uktadéw hamiltonowskich. Zagadnienie takie rozwazali$émy w pracy (P5),
badajac globalng bifurkacje rozwigzan sparametryzowanego, nieautonomicznego uktadu
hamiltonowskiego z okresowym hamiltonianem. Rozpatrywalismy przy tym zaréwno sy-
tuacje nierezonansowa (czyli taka, w ktérej jadro linearyzacji stowarzyszonego operatora
jest izomorfizmem), jak i sytuacje, gdy linearyzacja taka ma dwuwymiarowe jadro. W obu
przypadkach udowodniliSmy (vide Theorem 5.1 i Theorem 5.2 (P5)), ze zachodzi zjawisko
globalnej bifurkacji rozwigzan uktadu.

5.3 Rezultaty dotyczace ukladéw eliptycznych

Pozostalte rezultaty dorobku naukowego sg zblizone do tych opisanych w omoéwieniu cyklu
(A1)-(A6). Dokladniej, w pracach (P3) i (P7) réwniez zajmowali$émy sie zagadnieniem
globalnej bifurkacji, tym razem jednak dla uktadow eliptycznych z warunkiem brzego-
wym Dirichleta, zas praca (P8) dotyczyla zastosowania metod poréwnywania indekséw
Conleya do dowodzenia globalnej bifurkacji uktadéw z warunkiem brzegowym Neumanna.

Podobnie jak w pracach cyklu (A1)-(A6), réwniez dla uktadéw z warunkiem brze-
gowym Dirichleta interesujacym nas zagadnieniem jest istnienie globalnej bifurkacji roz-
wiazan uktadu z rodziny trywialnej, wyznaczonej przez rozwiazania state. Jednak w przy-
padku takich uktadow, jedynym mozliwym rozwigzaniem stalym jest zerowe. Wobec tego
orbity rozwiazan, z ktérych moze zachodzi¢ bifurkacja, sa jednopunktowe. W pracy (P3)
badalismy niekooperatywny uktad eliptyczny z warunkiem brzegowym Dirichleta okre-
slony na zbiorze niezmienniczym. W takiej sytuacji wyznaczyliSmy ogélne formuty na
indeksy bifurkacji (vide Lemma 4.1, Lemma 4.2 (P3)) i sformutowaliémy warunki wy-
starczajace na to, aby byly one nietrywialne (Corollary 4.1 i Corollary 4.2 (P3)). Po-
nadto badaliémy problem, kiedy bifurkujace kontinua sa nieograniczone. W przypadku,
gdy grupa dziatajaca na uktad jest spojna, wykluczajac jedng z mozliwosci w globalnym
twierdzeniu bifurkacyjnym, udowodnilismy, ze pewne bifurkujace kontinua muszg by¢ nie-
ograniczone (vide Corollary 4.3 (P3)).

Kolejnym zagadnieniem, ktére rozpatrywalismy dla takich uktadéow byto tamanie sy-
metrii. Problemem tym zajmowalismy si¢ w pracy (P7). Dokladniej, rozwazajac uklady
okreslone na zbiorach o symetrii radialnej, badaliSmy globalna bifurkacje rozwiazan nie-
radialnych. Rozpatrujac pewne klasy uktadéw eliptycznych pokazaliSsmy, ze spetnione sg
dla nich zatozenia abstrakcyjnych rezultatow dotyczacych globalnego tamania symetrii
(Theorem 3.3 (P7)). W szczegdlnosci wykazaliémy (vide Theorem 4.2 i Theorem 4.3
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(PT7)), ze rezultaty otrzymane w pracach [39], [44], dotyczace konkretnych klas uktadéw
eliptycznych, sa bezposrednimi wnioskami z ogélnego rezultatu (vide Theorem 3.3 (PT7))
otrzymanego przy uzyciu stopnia niezmienniczych funkcjonatéw silnie nieokreslonych.

W ostatniej z omawianych prac zajmowaliSmy sie ponownie badaniem zjawiska global-
nej bifurkacji, tym razem dla kooperatywnych uktadéw eliptycznych z warunkiem brze-
gowym Neumanna. W odréznieniu od probleméw rozwazanych w cyklu (A1)-(A6), tym
razem nie zaktadaliSmy, ze uktad okreslony jest na zbiorze symetrycznym, a jedynie, ze
potencjal uktadu jest funkcja niezmiennicza. W takim przypadku istnienie rozwiazania
statego w naturalny sposob implikuje istnienie calej orbity takich rozwigzan. W pracy
(P8), korzystajac z rezultatéw dotyczacych niezmienniczego indeksu Conleya (vide The-
orem 2.2 (P8)) sformulowaliémy warunek wystarczajacy globalnej bifurkacji rozwiazan
uktadu z takiej orbity (vide Theorem 3.6 (P8)). Ponadto pokazali$my przyklad sytuacii,
w jakiej warunek ten moze by¢ spetniony, rozwazajac uktad okreslony na prostokacie.

6 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig
naukowg w wiecej niz jednej uczelni, w szczegdlno-
$ci zagranicznej

W trakcie catej mojej kariery naukowej pracowalam na Wydziale Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu. Wspotpracowatam w tym czasie
z badaczami z Polski oraz Japonii, Hiszpanii, Meksyku, Chin oraz USA, czego efektem sg
prace wspotautorskie. W szczegdlnosci:

o Przebywatam z dwutygodniowa wizyta naukowa na Universidad de Granada w Hisz-
panii (25.11.2018 - 08.12.2018). Osoba zapraszajaca byt prof. A. Urena. Efektem tej
wizyty byla publikacja (P10).

o Przebywalam z dwutygodniows wizyta naukowa na Guangzhou University w Chi-
nach (23.06.2019 - 06.07.2019), na zaproszenie prof. H. Xiao. Efektem tej wizyty byto
nawigzanie wspotpracy naukowej dotyczacej teorii stopnia wspétzmienniczego, ktora
zaowocowala przygotowaniem publikacji "Global bifurcation in four-component Bo-
se-Einstein condensates in space”, ktérej wspétautorami s C. Garcia-Azpeitia,
W. Krawcewicz oraz J. Liu (praca ta jest w ostatniej fazie redakcji). W ramach
tej wspélpracy W. Krawcewicz oraz C. Garcia-Azpeitia przebywali réwniez z wi-
zyta naukowa w Toruniu w czerwcu 2023 roku.

o W ramach wspoétpracy z dr J. Kluczenko oraz dr. P. Stefaniakiem, przebywalam
w marcu 2019 roku z krétka wizyta naukows na Zachodniopomorskim Uniwersytecie
Technologicznym w Szczecinie (na zaproszenie dr. Stefaniaka) oraz we wrzesniu
2019 roku na Uniwersytecie Warminsko-Mazurskim w Olsztynie (na zaproszenie dr
Kluczenko). Rezultatem wizyt, jak réwniez przyjazdéw tych wspétpracownikéw do
Torunia, sa prace wspétautorskie, miedzy innymi prace z cyklu (A1)-(A6).

44



Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organi-
zacyjnych oraz popularyzujgcych nauke

Prowadzitam wyktady na studiach pierwszego i drugiego stopnia, na kierunkach Ma-
tematyka, Matematyka Stosowana, Analiza Danych, z przedmiotéw: Analiza mate-
matyczna I, Analiza Matematyczna II, Analiza Matematyczna I1I, Rownania Ro6z-
niczkowe Zwyczajne, Rownania Rozniczkowe w modelach matematycznych, Analiza
modeli ekonomicznych. Ponadto prowadzitam ¢wiczenia, laboratoria i konwersatoria
do réznych przedmiotéw na wyzej wymienionych kierunkach.

Bytam promotorem pomocniczym w przewodzie doktorskim D. Strzeleckiego (obro-
na pracy doktorskiej odbyla sie w listopadzie 2020r.), obecnie jestem promotorem
pomocniczym studentéw studiéw doktoranckich mgr. I. Biateckiego i mgr A. Go-
tembiewskiej.

Bytam promotorem jednej pracy magisterskiej i dwoch prac licencjackich na kie-
runku Matematyka.

W ramach wspétpracy Wydziatu Matematyki i Informatyki z Gimnazjum i Liceum
Akademickim w Toruniu (obecnie Uniwersyteckie Liceum Ogélnoksztatcace) prowa-
dzitam seminaria oraz kétka matematyczne dla mtodziezy gimnazjalnej oraz liceal-
nej. Podczas tych zaje¢ przygotowywaltam uczniéw do udziatu w konkursach, miedzy
innymi w Olimpiadzie Matematycznej oraz Olimpiadzie Matematycznej Gimnazja-
listow.

Wspoétpracowatam z Krajowym Funduszem na rzecz Dzieci, prowadzac zajecia dla
stypendystow Funduszu podczas warsztatow i obozéw naukowych. Ponadto przez
kilka lat wspotorganizowatam oraz bylam koordynatorem organizowanych przez
KFnRD warsztatéw matematycznych dla uczniéw liceow na Wydziale Matematyki
i Informatyki UMK.

Jestem czlonkiem Torunskiego Komitetu Okregowego Olimpiady Matematyczne;.
W ramach prac tego komitetu sprawdzatam rozwiazania zadan olimpijskich. Pro-
wadzitam tez warsztaty dla nauczycieli matematyki, dotyczace pracy z uczniem
zdolnym.

Jestem wspotautorka (wspélnie z dr M. Wysokinska-Pliszka) dziesieciu publikacji
popularnonaukowych, wydanych w ramach serii ,Miniatury Matematyczne”, prze-
znaczonej dla uczniéw szkot podstawowych i érednich.

Prowadzitam réznego rodzaju kota i warsztaty matematyczne w ramach programow
i projektéw na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu, migedzy innymi
,Regionalne kota matematyczne” oraz ,,Uniwersyteckie kota matematyczne”.
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