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1 Dane osobowe

Imie i nazwisko: Piotr Kokocki

Adres: Uniwersytet Mikotaja Kopernika
Wydzial Matematyki i Informatyki
ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun

E-mail: pkokocki@mat.umk.pl

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

27.06.2012 Doktor nauk matematycznych (z wyréznieniem) Uniwersytet Mikotaja Kopernika
Rozprawa doktorska: Dynamika nieliniowych rownarn ewolucyjnych w rezonansie,
promotor: prof. dr hab. Wojciech Kryszewski, kopromotor: dr hab. Aleksander Cwiszewski

27.06.2009 Magister matematyki Uniwersytet Mikotaja Kopernika, Torun
Praca magisterska: Zagadnienia okresowe dla nieliniowych réwnan ewolucyjnych,
promotor: dr hab. Aleksander Cwiszewski

3 Zatrudnienie w jednostkach naukowych
01.10.2012 — teraz, Adiunkt, Katedra Nieliniowej Analizy Matematycznej,

Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika, Torun
01.10.2014 — 30.09.2015, Postdok, Basque Center for Applied Mathematics, Bilbao, Hiszpania

4 Wskazanie osiaggniecia habilitacyjnego

Jako osiaggniecie naukowe, o ktéorym mowa w art. 219 ustl. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca
2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, wskazuje cykl powiazanych tematycznie artykutow
naukowych pod wspélnym tytutem

Rozwigzania samopodobne w modelach zwigzanych z dwuwymiarowym
roéwnaniem Eulera

Wykaz artykuléw skladajacych sie na osiggniecie naukowe:

[H1] P. Kokocki, Total integrals of Ablowitz-Sequr solutions for the inhomogeneous Painlevé 11
equation, Studies in Applied Mathematics, vol. 144 (2020), no. 4, 504-547.

[H2] K. Dunst, P. Kokocki, Double spiral singularities for a flow related with the 2D Euler equation,
SIAM Journal on Mathematical Analysis, vol. 53 (2021), no. 4, 4727-4743.

[H3] K. Dunst, P. Kokocki, On global solutions of defocusing mKdV equation with specific initial
data of critical reqularity, Physica D: Nonlinear Phenomena, vol. 417 (2021), art. no. 132810.

[H4] T. Cieslak, P. Kokocki, W. Ozanski, Well-posedness of logarithmic spiral vortez sheets, Journal
of Differential Equations, vol. 389 (2024), 508-539.

[H5] T. Cieslak, P. Kokocki, W. Ozanski, FEzistence of nonsymmetric logarithmic spiral vortex sheet
solutions to the 2D Fuler equations, Scuola Normale Superiore, Annali di Scienze,
https://doi.org/10.2422/2036-2145.202208_003


https://doi.org/10.2422/2036-2145.202208_003

4.1 'Wstep oraz motywacja fizyczna

Przedstawiony cykl prac poswiecony jest badaniu istnienia i matematycznej analizie rozwigzan
samopodobnych w wybranych zagadnieniach wywodzacych sie z mechaniki pltynéw nielepkich i
niescisliwych. Po odpowiednim przeskalowaniu, rozwazane przez nas rozwigzania przyjmuja po-
sta¢ funkcji profilowej, ktora jest niezalezna od czasu. W ten sposéb zmniejszamy liczbe nieza-
leznych zmiennych w réwnaniu rézniczkowym, co umozliwia badanie skomplikowanych modeli
przy uzyciu prostszych struktur matematycznych. Rozwigzania samopodobne umozliwiaja takze
wyodrebnienie istotnych cech dynamiki réwnania takich jak powstawanie osobliwosci na odpo-
wiednich skalach czasowych czy stabilnosé rozwigzan, co ma zastosowanie w roznych kontekstach
naukowych i inzynieryjnych. Podstawa naszych rozwazan jest dwuwymiarowe réwnanie Eulera

dv+v-Vo+Vp=0, t>0, zcR?
{t b (4.1)

dive = 0, t>0, zeR?

gdzie v oznacza pole predkosci, zas p jest funkcja cinienia. Rownanie to opisuje ewolucje ptynow
nielepkich i niedcisliwych o statej gestosci, w ktoérych ruch czastek jest generowany przez cisnienie
wewnetrzne cieczy. Jesli w := 01v92 — 0av1 jest wirowoscig pola v, to spelnione jest réwnanie

Oww +v-Vw =0,

w ktérym pole predkosci v jest powiazane z polem skalarnym w za pomoca prawa Biota-Savarta

v=Kxw, (4.2)
gdzie K jest jadrem danym wzorem
1 (—3:2,:1:1) 2
K(z) = ———">"-—~ R 0}.
(@)= gt s e R0

Wzbogacajac rownanie Eulera o dodatkowe zatozenia na dotyczace struktury badanej cieczy mo-
zemy rozwazaé bardziej ztozone modele opisujace przeptywy, ktérych wirowosé skoncentrowana
jest na rozmaitosci jednowymiarowej lub na obszarze ograniczonym w R?. Kolejnym zagadnieniem
jest badanie zachowanie interfejsu miedzy mniej i bardziej gesta warstwa cieczy w stabilnie roz-
warstwionym plynie, ktory jest uktadem powszechnie wystepujacym w §rodowisku naturalnym.
Wymienione problemy maja zazwyczaj duzy poziom skomplikowania dlatego w niektérych przy-
padkach stosuje sie podejscie aproksymacyjne, w ktérym w sposob formalny przyblizamy dane
zagadnienie za pomocy réownari rézniczkowych, ktére mozemy rozwazaé¢ za pomoca dostepnych
metod badawczych. Prace wchodzace w sklad rozprawy poswiecone sa badaniu istnienia oraz
analizie rozwigzan samopodobnych wystepujacych w wyzej wymienionych modelach i mozemy
podzieli¢ je na dwie grupy. Do pierwszej z nich zaliczamy [H1]|, [H2| oraz [H3|, gdzie zajmujemy
sie zagadnieniami, w ktorych funkcja profilowa tworzaca rozwiazanie samopodobne konstruowana
jest jako odpowiednie rozwiazanie réwnania Painlevé II. Prace te powstaly w wyniku realizacji
projektu badawczego, ktory zostal zainspirowany moim rocznym pobytem w Basque Center for
Applied Mathematics. Druga grupe tworza prace [H4| oraz [H5|, gdzie badamy istnienie stabych
rozwigzan samopodobnych dla réwnania Euler o wirowosci skoncentrowanej na rodzinie spiral
logarytmicznych. Artykuly te sa wynikiem biezacej wspotpracy z Tomaszem Cieslakiem (Instytut
Matematyczny Polskiej Akademii Nauk) oraz Wojciechem Ozanskim (Florida State University).



W pracy [H1] zajmujemy sie analiza rozwiazan rownania Painlevé 11
u"(z) = zu(z) + 2u3(z) —a, z €C, (4.3)

gdzie a € C jest pewng stala. Dowodzimy w niej wzordéw wyrazajacych catki Cauchy’ego dla
rzeczywistych i urojonych rozwiazan Ablowitza-Segura w zaleznosci od odpowiadajacych im wa-
runkéw poczatkowych Stokesa. Wykorzystane w niej podejécie polega na analizie stowarzyszo-
nego problemu Riemanna-Hilberta poprzez deformacje jego konturu oraz zastosowanie metody
najszybszego spadku [24]. Istotnym elementem jest rowniez znajdowanie wzoréow jawnych lokal-
nych rozwiazan aproksymujacych zdeformowanego problemu Riemanna-Hilberta w otoczeniach
wyr6znionych punktéow nalezacych do jego konturu. W szczegdlnodci, jednym z wynikéw pracy
jest konstrukcja takiego rozwiazania w otoczeniu poczatku uktadu wspédirzednych, ktére mozemy
wyrazié¢ za pomocg funkcji Bessela. Dzieki temu mamy mozliwo$é¢ uzyskania interesujacych nas
wzoréw calkowych jak réwniez rygorystycznego ulepszenia istniejacych rozwinie¢ asymptotycz-
nych dla rozwiazan Ablowitza-Segura. Wyniki pracy [H1| opisane sa szczegolowo w Sekeji 4.2.1.
Praca [H2| poswiecona jest nastepujacemu potokowi geometrycznemu

2t = —Zggz + 7(21)*’23331:’ t> O’ RS R’ (44)

|22)? =1, t>0, x €R,

gdzie z(t, x) jest zalezng od czasu rodzing krzywych gtadkich zawartych w ptaszczyznie zespolonej,
za$ * oznacza sprzezenie. Dowodzimy, ze dowolna podwojna spirala logarytmiczna jest osobliwo-
Scia rozwijana w skoriczonym czasie przed gtadkie samopodobne rozwiazanie potoku (4.4). Otrzy-
many rezultat rozwiazuje hipoteze przedstawiona w pracy [66]. Kluczowym elementem dowodu
jest znalezienie funkcji profilowej jako odpowiedniego urojonego rozwiagzania Ablowitza-Segura
rownania Painlevé II, do czego postuza nam wzory catkowe, ktore otrzymalismy w [H1|. Wyniki
z pracy [H2| opisane sg szczegotowo w Sekeji 4.2.2.

Potok geometrycznych (4.4) zostal wprowadzony w pracy [34] jako lokalna aproksymacja
dynamiki obszaréw wirowych, czyli rozwiazan rownania Eulera (4.1), dla ktorych wirowosé ma
postaé funkcji charakterystycznej

w(t) == wolqp, t=>0, (4.5)

gdzie wy € R, zas {Q(t) }+>0 jest rodzing obszaréw ograniczonych. Stosujac prawo Biota-Savarta
(4.2), mozna pokazac, ze ewolucje brzegu {0€2(t) }+>0 opisuje nielokalne réwnanie

2w

Xilt.y) = = X)X () - X (L)l dy, 20,0y <2 (46)
gdzie X (t) jest parametryzacja zbioru 02(t) w notacji zespolonej (zob. [58, Rozdzial 8|, [80]).
Formalna aproksymacja potoku (4.6) zaproponowana w [34], polega na obcieciu calki stojacej po
prawej stronie tego réwnania do pewnego otoczenia punktu y € [0, 27| oraz rozwinieciu wyrazu
X (t,y') w szereg Taylora. Ma to na celu przedstawienie potoku (4.6) jako formalnej sumy przeli-
czalnej ilosci potokéw lokalnych okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych, z ktorych najbardziej
znaczacym okazuje sie by¢ potok geometryczny (4.4). Metoda ta nazywana jest w literaturze lo-
kalng aproksymacjq indukcji dla prawa Biota-Savarta i jest czesto stosowana do badan dynamiki
struktur wirowych w ptynach turbulentnych. Dokladny opis tej procedury wraz z obliczeniami
prowadzacymi do otrzymania potoku (4.4) zawarte sa rowniez w |47, Sekcja 1].

W pracy [H3| zajmujemy sie zmodyfikowanym réwnaniem Kortewega-de Vriesa

ket + kppw — ;kax =0, t>0, z€eR, (4.7)



z ujemna nieliniowo$cia. Dowodzimy, ze dowolna dystrybucja bedaca kombinacja liniowa delty
Diraca i wartosci gtéwnej Cauchy’ego jest warunkiem poczatkowym gladkiego samopodobnego
rozwiazania rownania (4.7), ktorego funkcja profilowa jest rzeczywistym rozwiazaniem Ablowitza-
Segura réwnania Painlevé I1. Skonstruowane przez nas rozwiazanie jest poczatkowo zlokalizowane
w zerze, lecz ewoluujac w czasie, przechodzi w fale o duzych dtugosciach i matych amplitudach. W
dowodzie uzywamy miedzy innymi wynikéw z pracy |H1|, czyli wzoréw wyrazajacych catki Cau-
chy’ego rozwiagzan Ablowitza-Segura w zaleznosci od wspotczynnikow Stokesa, jak rowniez uzyska-
nych rozwigzan aproksymujacych dla zdeformowanego problemu Riemanna-Hilberta. Otrzymane
wyniki odnosza sie do niedawnej pracy [16], gdzie istnienie rozwiazani samopodobnych zostalo
pokazane przy zalozeniu, ze wspolczynniki kombinacji liniowej sa dostatecznie bliskie zeru (zob.
rowniez [37]). Wyniki z pracy [H3| zostaly szczegolowo opisane w Sekeji 4.2.3.

Rownanie (4.7) pojawia sie w modelu [50] opisujacym dynamike interfejsu miedzy cieczami
w stabilnie rozwarstwionym ptynie, w ktorym ciecz gestsza znajduje sie na dnie zbiornika i sta-
bilizuje sie w tej pozycji powodu roznic gestosci. Takie struktury czesto powstaja w oceanach
w wyniku separacji warstw wody o réznej temperaturze lub zasoleniu. Narzedziem stuzacym
do modelowania interfejsu miedzy tymi warstwami jest rownanie Eulera dla bezwirowego ptynu
wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi okre$lonymi na granicach miedzy cieczami i miedzy
plynem a atmosfery. Chodz uktady tego typu sa skomplikowane i trudne do badania, to doko-
nujac formalnej aproksymacji (zob. [50]), mozliwe jest uproszczenie tych zagadnien i uzyskanie
przyblizonej dynamiki amplitudy interfejsu w postaci rownania (4.7) (zob. réwniez [53], [65]).

W pracy [H4| zajmujemy sie rozwiazaniami réwnania Eulera (4.1), ktorych wirowosé jest
miarg zadana wzorem

w(t) :==y(t)ds, t>0, (4.8)

gdzie X(t) jest zalezna od czasu rodzina koncentrycznych spiral logarytmicznych oraz ~y(t) jest
odpowiednio dobrana gestoscig. Konstruujemy samopodobne pole predkosci o wirowosci réwnej
(4.8), o ktorym dowodzimy, ze jest stabym rozwiazaniem réwnania Eulera na caltej ptaszezyznie
kartezjariskiej R? wtedy i tylko wtedy, gdy parametry definiujace miare w(t) spetniaja pewien nie-
liniowy uktad dyskretny. Jako wniosek otrzymujemy istnienie rozwigzan samopodobnych, ktérych
wirowo$¢ skoncentrowana jest na symetrycznie roztozonej rodzinie spiral logarytmicznych. Odnosi
si¢ to rowniez do przypadku, gdy interfejs 3(t) jest dobrze znana z literatury pojedyncza spirala
Prandtla [68], [74]. Kontynuacja tych rozwazan jest praca [H5|, ktora poswiecona jest dowodowi
istnienia stabych rozwigzan samopodobnych réwnania Eulera, ktérych wirowosé skoncentrowana
jest na interfejsie sktadajacym sie z niesymetrycznie roztozonych spiral logarytmicznych. Zastoso-
wana metoda polega na szukaniu rozwiazan nieliniowego uktadu dyskretnego badanego w pracy
[H1]. Traktujac ten uktad jako problem bifurkacyjny, uzyskujemy galaz rozwiazai bedacych pa-
rametrami definiujacymi poszukiwane samopodobne pole predkosci. Wyniki z prac [H4] oraz [H5]
zostang szczegdltowo opisane odpowiednio w Sekcjach 4.2.4 oraz 4.2.5.

4.1.1 Rownanie Painlevé 11

W pracach [H2] oraz [H3| zajmujemy si¢ zagadnieniami, w ktorych funkcja profilowa rozwiazania
samopodobnego spelnia réwnanie (4.3). Roéwnanie to zostalo wprowadzone przez francuskiego
matematyka Paula Painlevé w [63] jako drugie z hierarchii szesciu nieliniowych réwnan rézniczko-
wych, majacych mato spotykana ceche: jedyne ruchome osobliwosci jakie posiadajg rozwigzania
tych rownan to bieguny, ktorych potozenie zalezy jedynie od danych warunkéw poczatkowych.
Klasyczna teoria istnienia i jednoznacznosci méwi nam, ze dla dowolnego zg € C oraz punktow
ug, u1 € C istnieje r > 0 takie, ze rownanie (4.3) posiada doktadnie jedno holomorficzne rozwiaza-
nie u : B(xzp,r) — C takie, ze u(xg) = ug oraz u'(xg) = u; (zob. [36, Twierdzenie A.2]). Ponadto
[36, Twierdzenie 2.1] méwi nam, ze dowolne rozwiazanie lokalne rownania (4.3) przedtuza si¢ do
funkcji meromorficznej okreslonej na calej ptaszczyznie zespolonej, dla ktorej wszystkie bieguny
sg jednokrotne oraz residuum kazdego z nich wynosi 1 albo —1.



Szczegdlng role w niniejszej rozprawie beda pelnié¢ nastepujace klasy rozwigzaii.

Definicja 4.1. Niech u bedzie rozwiazaniem réwnania Painlevé II (PII) oraz niech S, bedzie
zbiorem jego biegunéw. Rozwiazanie u bedziemy nazywaé urojonym, jesli

Reu(z) =0, ze€R\S,.
Ponadto powiemy, ze rozwiazanie u jest rzeczywiste, jesli
Imu(z) =0, ze€R\S,.

Wiadomo, ze jesli « € R oraz u(z) jest rozwiazaniem rzeczywistym rownania (4.3), ktore nie
posiada biegunéw na prostej rzeczywistej, to funkcja dana wzorem

k(t,z) .= —2(3) " Bu(x(3t)73), t>0, z R, (4.9)

jest samopodobnym rozwiazaniem réwnania mKdV (4.7) o wartosciach rzeczywistych (zob. [1],
[4], [23]). Ponadto bezposredni rachunek pokazuje, ze jesli o € iR oraz u(z) jest rozwiazaniem
urojonym rownania PII, to samopodobna funkcja zespolona

xt—1/3
. 9 [y
2(t,x) 1= eiPl/3e(20/3) nt (/0 exp <€/§/0 u(z/V/3) dz) dy + C’u7a>, (4.10)

gdzie B € R oraz Cy o = —2V/3(uz(0) — u%(0))/(1 + 2a), jest gtadkim rozwiazaniem potoku
geometrycznego (4.4). Zauwazmy, ze calki wystepujace we wzorze (4.10) sa poprawnie okreslone
poniewaz, jesli o € iR to dowolne rozwiazanie urojone u(z) nie posiada biegunéw na prostej
rzeczywistej (zob. [36]).

4.1.2 Problem Riemanna-Hilberta

W tej sekcji przypomnimy podejscie stuzace do badania rozwiazan roéwnania Painlevé II poprzez
analize stowarzyszonego z nim problemu Riemanna-Hilberta (zob. [29], [30], [49]). Zal6zmy, zZe
a € C jest ustalone oraz X := CUpL Up_U~1 U...U~s jest konturem w plaszczyZnie zespolonej
takim, ze C' := {\A € C | |\| = r} dla pewnego r > 0, jest okregiem zorientowanym zgodnie z
ruchem wskazowek zegara, p+ := {A € C | |\| <, arg A = £7} sa odcinkami wskazujacymi na
poczatek uktadu wspoélrzednych oraz

Ve ={ANE€C ||\ >r, argh=7/6+(k—1)x/3}, k=1,2,...,6

sg szeScioma pdlprostymi zorientowanymi od zera do nieskoriczonodci. Kontur X dzieli ptaszczyzne
zespolong na obszary €2, ) oraz 0 dla 1 < k < 6, tak jak to przedstawiono na Rysunku 1.
Rozwazmy macierze trojkatne

Sk;:<1 0), k=1,3,5 oraz Sj:= (1 Sk), k=2,4,6,

s 1 0 1
gdzie parametry sy, ..., Sg, zwane wspdtczynnikami Stokesa, spelniaja nastepujace warunki
Sk+3 = —Sk, k= 1,2,3, (4.11)
S1 — S2 + 83 + S18283 = —2sin(ma). (4.12)

Ponadto zatézmy, ze o1, 02 and o3 sa kolejnymi macierzami Pauliego danymi wzorami

(0 1 (0 = (10
g1 i — 1 0 s o9 — i 0 s o3 (= 0 —1 y



za$ E jest macierza o wyznaczniku réwnym jeden taka, ze spelniona jest nastepujaca réwnosé
. 1
ES15553 = 0oM 'Eoy, gdzie M := —jeim(a3)o8 5

Problem Riemanna-Hilberta (RH) dla réwnania PII polega na znalezieniu odwzorowania ®(\) :=

®(\, z) o wartosciach w przestrzeni dwuwymiarowych macierzy zespolonych My 2(C) takiego, ze

spelnione sa nastepujace warunki.

(RH1) Dla dowolnego k € {l,7} oraz 1 <k < 6, odwzorowanie ®; := @, jest holomorficzne na
zbiorze ). Ponadto ®;, posiada ciagle rozszerzenie do domkniecia zbioru 2 dla1 < k <6

oraz @ € C(Q5) dla k € {l,r} oraz dostatecznie malych ¢ > 0, gdzie przyjmujemy
oznaczenie 2 := Qp \ {A € C | |A| < e}

(RH2) Dla dowolnego A € v1 U ... U~ spelnione sa nastepujace warunki skoku
q>k+1()‘) = (I)k:()\)Skv A€ Ve, 1< k< 6,

gdzie przyjmujemy konwencje 7 := ®1. Ponadto, dla A € C, spelniona jest odpowiadajaca
temu parametrowi réwnosé

d1(\) = D, (NE, Dy(\) = &, (N ES],
B3(\) = ®;(N)oaEaaSyt,  ®4(N) = &y(\)o2Eo,
P5(N\) = ®;(N\)o2ES 09, Dg(\) = B, (\)ES;
zas dla A € p+ mamy
Py(A) = (M) M, A€ p-\ {0},

(I)T()\) = (Pl()\)O‘QMO'Q, A E P+ \ {0}

(RH3) Odwzorowanie ®,(A)A~*?® jest ograniczone dla A dostatecznie bliskich zero, gdzie gataz
logarytmu w funkcji A= jest wybrana dowolnie.

(RH4) Odwzorowanie () ma nastepujace zachowanie asymptotyczne
BN = (I + 0N 1))e Oz X 5 o0,

gdzie funkcja fazowa dana jest wzorem O(\, x) := i(%)x3 + z).

Rysunek 1: Kontur X wraz z podzialem ptaszczyzny zespolonej na szesé obszaréw. Zadana orien-
tacja pozwala w naturalny sposob zdefiniowaé lewa (+) oraz prawa (—) strone konturu, co bedzie
pomocne w definiowaniu dzialania macierzy skoku w dalsze]j czesci rozprawy.



Wiadomo, ze dla dowolnego wyboru wspotczynnikow Stokesa (s1, s2, $3), powyzsze zagadnie-
nie posiada jednoznaczne rozwiazanie ®(\, z), ktore jest funkcja meromorficzng ze wzgledu na
zmienng x (zob. [25], [29], [30, Rozdziat 11|, [49], [78], [81]). Niech X = {xj}r>1 bedzie ciagiem
zlozonym z jej biegunéw. Wazna wlasnoscia jest fakt, ze funkcja zespolona dana jako granica

u(z) == lim 2A®(\, 2)e?P®73) 1, z e C\ X (4.13)
A—00
jest rozwiazaniem niejednorodnego rownania PII z ustalonym wczesniej wspotczynnikiem « (zob.
[30]). Pozwala to zdefiniowaé¢ odwzorowanie przyporzadkowujace dowolnej trojce Stokesa (s1, s2, s3)
odpowiadajace jej rozwigzanie rownania (4.3). Omawiane podejscie dostarcza nam znanego opisu
rozwiazan rzeczywistych i urojonych (zob. [30, Rozdzial 11]). Mianowicie, dla danego o € R,
wspotezynniki (s1, s2, s3) wyznaczaja rzeczywiste rozwiazanie rownania (4.3), jesli

83 = 81, 82 = S9. (4.14)

Ponadto zakladajac a € ‘R mamy, ze wspotczynniki te definiuja jest rozwiazanie urojone, jesli

$3 = —81, S2 = —S9. (4.15)

W naszych rozwazaniach szczegélna role beda pelnié¢ rozwigzania odpowiadajace nastepujacemu
wyborowi warunkéw poczatkowych Stokesa

s1 = —sin(ra) — ik, s2 =0, s3=—sin(ra)+ik, k,acC, (4.16)

ktore, dla krotkosci zapisu, oznaczamy przez u( -;a, k). Sposrod nich wyrézniamy rzeczywiste
rozwigzania Ablowitza-Sequra wyznaczone przez

a€(—=1/2,1/2) oraz k € (—cos(ma),cos(ma)). (4.17)

Nie trudno sprawdzi¢, ze przy tym zalozeniu wspotczynniki (4.16) spelniaja rownosci (4.14), zas
rezultaty z [10] oraz [20] pokazuja, ze odpowiadajace im rozwiazania nie posiadaja biegunéw na
osi liczb rzeczywistych. Wspotezynniki (4.16), dla ktorych

a, k € iR,

wyznaczajg urojone rozwigzania Ablowitza-Segura. Nietrudno zauwazy¢, ze w tej sytuacji spet-
niony jest warunek (4.15), za§ odpowiadajace rozwiazanie u( - ; o, k) nie posiada biegunoéw rzeczy-
wistych poniewaz, jak zaznaczyliSmy w poprzedniej sekcji, fakt ten jest spetniony dla dowolnych
rozwigzan urojonych. Zaréwno rzeczywiste jak i urojone rozwigzania AS maja na osi rzeczywistej
rozwiniecie asymptotyczne (zob. [24], [48])

u(z;a, k) = Bla;z) + kAi(x)(1 + O(l‘_%)), T — 400, (4.18)

gdzie B(0,2) = 0 oraz B(a;z) = axz™! + O(x™) gdy  — +o0, zas Ai(x) jest funkcja Airy’ego
dana poprzez nastepujaca catke oscylacyjna

I ¢3
Ai(z) := 7r/O cos (3 + xt) dt.

Ponadto dla rzeczywistych rozwigzan AS mamy nastepujace rozwiniecia asymptotyczne

u(z;a, k) = (_df)i cos <§(—x)g - %d% In(—z) + ¢R> +0((-2)™), z— —oo, (4.19)



gdzie stale dp oraz ¢r dane sa wzorami

1
dp = ﬁ\/_ In(cos?(ma) — k2?), (4.20)
3 ) 1 ) T . .
oy —§dR In2 4 argl EZdR — Mg (—sin(mar) — ki). (4.21)

W przypadku rozwigzan urojonych powyzsza asymptotyka przyjmuje postaé

2 P
u(z; o k) = dI(—x)_% sin (3(—:1:)53 — %d% ln(—x)—i—¢1> +0((=x)™h), z — —oo, (4.22)
gdzie odpowiednie stale dj oraz ¢; dane sa wzorami
dr := \Zf\/ln(coshz(m'oa) + |k]?), (4.23)
T
3 2 1, 2 ™ . .. .
¢r = —le In2+argI’ §zdl — g (—ik + isinh(mic)). (4.24)

Rozwiniecie asymptotyczne (4.19), (4.20), (4.21) oraz (4.22), (4.23), (4.24) zostaly formalnie wy-
znaczone w [1], [59], zas ich rygorystyczny dowod w przypadku jednorodnym « = 0 zostal przepro-
wadzony roznymi metodami w pracach [11], [42], [24]. W szczegdlnosci podejscie zaproponowane
przez Deift-Zhou w [24] polega na zastosowaniu metody najszybszego spadku do problemu RH
stowarzyszonego z réwnaniem PII. Ta sama metoda zostala pozniej z powodzeniem wykorzy-
stana w [20] do dowodu powyzszych rozwinieé¢ asymptotycznych rowniez w przypadku rownania
niejednorodnego, w ktorym « # 0.

4.2 Gléwne wyniki

W tym rozdziale przedstawimy glowne wyniki z prac [H1|—[H5]|, ktore stanowia osiagniecie na-
ukowe rozprawy habilitacyjne;j.

4.2.1 Wzory calkowe dla rozwigzann Ablowitza-Segura: artykul H1

Glownymi wynikami pracy [H1| sa twierdzenia przedstawiajace wzory na wartosci calek Cau-
chy’ego dla rozwiazan Ablowitza-Segura niejednorodnego réwnania PII, w zaleznosci od parame-
trow « oraz k. Pierwszy wynik [Twierdzenie 1, H1| dotyczy rozwiazan rzeczywistych.

Twierdzenie 4.2. Jesli « € (—1/2,1/2) oraz k € (— cos(ma), cos(ma)), to odpowiadajgce tym
parametrom rzeczywiste rozwigzanie Ablowitza-Segura réwnania Painlevé I spetnia réwno$é
r 1 k
lim u(y;a, k) dy = = In cos(ma) + .
a—+oo . 2 cos(ma) — k
Nasz kolejny wynik [Twierdzenie 2, H1| to wzor catkowy dla rozwiazan urojonych.

Twierdzenie 4.3. Jesli o, k € iR, to odpowiadajgce tym parametrom urojone rozwigzanie Ablowitza-
Sequra rownania Painlevé I spetnia nastepujgceqg rownosé

r k
lim exp (/ u(y; a, k) dy) = cos(ma) +

x—~400 —z (COS2 (7ra) _ k‘2)1/2 :

W dowodzie powyzszych twierdzen wykorzystujemy problem Riemanna-Hilberta (RH1)—(RH4)

stowarzyszony z rownaniem PII, ktory zdefiniowany jest przez liczbe a oraz wspotczynniki Sto-
kesa (4.16). Wowczas odpowiadajace mu rozwiazanie ® (A, x) wyznacza funkcje u(x) = u(z; o, k)
poprzez granice (4.13). Ponadto wiadomo, ze spelniony jest uklad Flaschki-Newella (zob. [30])

{8,\<I>(>\,x) = Ui (N, )P\, ),

(4.25)
0: P\, z) = Us (N, )P (N, ),



gdzie U oraz Us sa macierzami zespolonymi wymiaru 2 X 2 danymi wzorami

U\, z) = —i(4X% + 2 + 2u%(2)) o3 — (dhu(x) + aX Yoy — 2u,(z)o,
Us(\, ) := —idog — u(x)os.

Rozwiazania problemu (RH1)—(RH4) posiada nastepujaca reprezentacje
B(N\) = Z(N)e I Nospyaos N e q,.

gdzie Z(\) := Z(\, x) jest funkcja holomorficzng na kuli B(0, 7). Wowcezas na podstawie drugiego
rownania z ukladu (4.25) wnosimy, ze odwzorowanie P(x) := Z(0, z), spelnia rownanie liniowe
OP(x)
ox

= —u(z)oaP(z), z€C\X. (4.26)

W przypadku rzeczywistych i urojonych rozwiazan Ablowitza-Segura zbior biegunéw funkeji u(z)
nie zawiera zadnej liczby rzeczywistej. Dlatego, jedli oznaczymy

T2
v(zy, x2) 3:/ w(y)dy, x1 < 2,

1

to rozwiazanie P(x) rownania (4.26) spelnia nastepujaca réownoscé

v(—z,z) _ —v(—z,x)
e e
( )> , x>0.

(ev(fz,x) + efv(fx,;t))
i (ev(—a:,a:) +e—'u(—a:,:c))

1
P(z)P(—z)~" = ( ?

_1
2

N|— N

(ev(—w,x) _ e—v(—;r,m))

Wynika stad, ze wyznaczenie wartosci catek Cauchy’ego w Twierdzeniach 4.2 oraz 4.3 sprowadza
si¢ do problemu badania asymptotycznego zachowania funkcji P(x), gdy =z — Zoo, ktéremu
poswiecone sa Sekcje 3 oraz 4 w pracy |[H1|. W szczegdlnosci taczac [Propozycje 3, H1| wraz z
oszacowaniami danymi w [Propozycjach 1 oraz 2, H1| uzyskujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4. Odwzorowanie P(x) posiada nastepujace rozwiniecie asymptotyczne

1 3 - 1 1-2«a i
P(z)=-(I+O(|z| 4))e 273 e M (—ix)*73 D, x — 400, (4.27)
2 -1 1-2a«

gdzie D jest macierzq dang wzorem

. 2704677271'(1 0
p .o Ve [ T/25a)
" cosTa 0 —i2% cos(ma)et™™
I'(3/2—a)

Konsekwencja [Propozycji 8, H1| oraz oszacowan zawartych w [Propozycji 5, H1| jest kolejne
twierdzenie dotyczace zachowania funkcji P(x), gdy = — —oo.

Twierdzenie 4.5. Odwzorowanie P(x) posiada nastepujgce rozwiniecie asymptotyczne

1 3 o 1 1-2« omi
P(x)==-(I+0(|x|"2))e "4 DK e“™ 3 (—ix)*73, (4.28)
2 -1 1-2«a

gdzie macierz K dana jest wzorem

1 cos(ra) — k 0 ,
Ki=—"-7F7% e TS,
(1 —s183)1/ 0 cos(ma) + k
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Twierdzenia 4.4 oraz 4.5 sa prawdziwe zarowno wtedy, gdy rozwazany problem RH wyznacza
rzeczywiste, jak i urojone rozwiagzanie Ablowitza-Segura. Ich dowody zaczynaja sie od analizy
punktow krytycznych i krzywych Stokesa funkcji fazowej 0(\, x), w zaleznosci od znaku parame-
tru x € R. Prowadzi to do odpowiednich deformacji konturu X, ktére pozwalaja nam na uzyskanie
wzorow (4.27) oraz (4.28) za pomoca metody najszybszego spadku oraz poprzez znalezienie lo-
kalnych rozwigzan aproksymujacych dla zdeformowanego problemu RH w otoczeniu szczegdlnych
punktow nalezacych do jego konturu. W przypadku x > 0, ktéry odpowiada wzorowi (4.27),
odpowiednie deformacje oraz rozwiazania aproksymujace zaadaptowane sa z [30, Rozdziat 11.6],
w ktorym dowodzone jest rozwiniecie asymptotyczne (4.18). Glowna trudnos$é polega na otrzy-
maniu odpowiednich reprezentacji dla rozwiazania zdeformowanego problemu RH przy uzyciu
medody najszybszego spadku oraz wlasnosci operatora Cauchy’ego zdefiniowanego na przestrze-
niach Lebesgue’a (zob. [Sekcja 3, H1]). W przypadku x < 0, ktory zwigzany jest ze wzorem (4.28),
zaczynamy od zamiany zmiennych \ = (—z)'/2z, t = (—z)®/? w problemie RH stowarzyszonym z
rownaniem PII, a nastepnie opieramy sie na [20] aby dokona¢ deformacji konturu . Prowadza one
do nowego problemu RH okreslonego na pewnym konturze zorientowanym Y3 (notacja zgodna z
praca [H1|) zawierajacym takie punkty specjalne jak $rodek ukladu wspolrzednych jak i punkty
z+ = £1/2 bedace punktami krytycznymi przeskalowanej funkcji fazowej 0(z) := i(42°/3 — 2).
Glowna trudnosé w dowodzie wzoru (4.28) polega na wyznaczenia wzoru jawnego na lokalne roz-
wigzanie aproksymujace dla zdeformowanego problemu RH w otoczeniu poczatku uktadu wspot-
rzednych. Sprowadza si¢ to do znalezienia odwzorowania T()(z) := T (¢, 2) o wartoéciach w
przestrzeni May2(C), ktore spelnia na kuli domknietej D(0,0) o dostatecznie malym promieniu
6 > 0, nastepujacy problem RH.

(a) Odwzorowanie T(®)(z) jest holomorficzne na zbiorze B(0,6) \ X3, gdzie D(0,8) N X3 jest
konturem zilustrowanym na Rysunku 2a.

(b) Dla z € D(0,6) N X3 takiego, ze z # 0, oznaczmy przez Tj(LO)(z) oraz TEO)(Z) granica od-
wzorowania T(©) (), gdy 2 — z odpowiednio z lewej (+) oraz prawej (—) strony konturu

B(0,9) N X3, wzgledem jego orientacji. Wowczas spelniony jest nastepujacy warunek

T(2) = T"(2)S3(2), = € D(0,8) N T3, 2 #0,

gdzie S3(z) jest macierzowa funkcja skoku zilustrowana na Rysunku 2a.
(c) Relacja asymptotyczna

TOENE) T =1+0(™"), ¢ +oc,

spelniona jest jednostajnie dla z € 9D(0, ).
(d) Odwzorowanie T (z) posiada nastepujace zachowanie asymptotyczne

—|Req| —|Reqf
z z
T(O)(z):O<H 1 ), z — 0.

’Z‘—|Rea| |Z’—|Rea|

Znalezienie rozwiazania lokalnego problemu (a)—(d) sprowadza sie do rozwazania pomocniczego
problemu RH, okreslonego na konturze 3, ktory sktada sie z czterech zorientowanych poélprostych
arg z = &7 oraz argz = :I:??T’T, tak jak pokazano na Rysunku 2b. Problem ten polega na znalezie-
niu odwzorowania ®(z) o wartosciach w przestrzeni Mayo(C), ktore spetnia nastepujace warunki.

(i) Funkcja ®(2) jest holomorficzna na zbiorze C \ .

11



( 1 0) ( 1 0)
17) 2t0
1i:?961 S3 1 18—121 S3 1

Rysunek 2: (a) Kontur D(0,d) N X3 i funkcja skoku S3(2). (b) Kontur ¥ i funkeja skoku S(2).

(ii) Dla dowolnego z € 3\ {0}, ma miejsce r6wnosé

B (2) = B_(2)S(2),

gdzie S(z) jest macierzowa funkcja skoku zilustrowana na Rysunku 2b.
(7i7) W otoczeniu zera maja miejsce nastepujace relacje asymptotyczne

- |Z|—\Reo¢\ |Z|—|Rea|
®(z) =0 , — 0.
(Z) ‘Z’f\Rea\ ‘Z|7|Rea| o
v wzorowanie ®(z) posiada nastepujace zachowanie asymptotyczne
iv) Od ie ¢ d epuja h
(z)=(I+0 (|z\_1)) e®% . 2z = 0.

Konstrukcja wzoru rozwiazania powyzszego problemu (i) —(iv) zawarta jest w Sekcji 6 w pracy
[H1] i polega na wykonaniu ciagu deformacji prowadzacych do problemu RH, ktoérego rozwiazanie
mozliwe jest do wyrazenia za pomoca funkcji Bessela. Znajac wzor funkcji ®(z) spetniajacej pro-
blem (i) —(iv) mozemy sformutowac kolejny wynik |Twierdzenie 3, H1|, ktory dostarcza jawnego
wzoru na rozwiazanie problemu (a)—(d).

Twierdzenie 4.6. Rozwigzanie lokalnego problemu (a) —(d) dane jest wzorem

T(O)( ) N(z)e”””i)(tn(z))e_it"(z)"3e_i7r”a3, Imz >0,

z) = , - . ,
N(z)e*””gg@(tn(z))e*””(z)‘”e“”"’?’, Imz <0,

gdzie n(z) := z—423/3 jest lokalng zamiang zmiennych, v := —(2mi) "' In(1—s1s3) jest statq oraz

NG = (BHE) T seenal

jest funkcja, w ktorej gataZz logarytmu jest okreslona przez warunek arg (z £1/2) € (—m, 7).

Problem znalezienia wzoréw catkowych dla rozwiazan rownania PII byt podejmowany w pracy
[3], w ktorej wyznaczono wartosé catki Cauchy’ego dla rozwiazan Hastinga-McLeoda réwnania
jednorodnego, ktore odpowiada wspotczynnikom Stokesa (4.16) z aw = 0 oraz k = £1. Pozwolito
to na wyznaczenie wyrazu stalego w rozwinieciu asymptotycznym funkcji rozktadu Tracy-Widom
[77] dla macierzy losowych GOE i GSE. W kolejnej pracy [4] uzyskano nastepujaca zaleznosé dla
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rzeczywistych i urojonych rozwigzan Ablowitza-Segura jednorodnego réwnania PII

+00
/ u(y; 0, k) dy = 1ln (M> , jesli ke (—1,1) lub keR.
0 2 1-k
Twierdzenia 4.2 oraz 4.3, ktore zostaly otrzymane w artykule [H1|, stanowia nietrywialne roz-
szerzenie powyzszego wzoru na przypadek rownania niejednorodnego, w ktorym o £ 0. Gtoéwng
trudnoscia jest fakt, ze stowarzyszony problem RH posiada osobliwo$é w poczatku uktadu wspot-
rzednych, co nie ma miejsca w przypadku jednorodnym. Prowadzi to do koniecznosci znalezienia
wzoru na rozwiazanie aproksymujace T'(0) (2), ktorego dostarcza Twierdzenie 4.6. Wspomnijmy,
ze lokalny problem (a)—(d) rozpatrywany byl rowniez w [20] w dowodach wzoréw asymptotycz-
nych (4.19), (4.20), (4.21) oraz (4.22), (4.23), (4.24) odpowiednio dla rzeczywistych i urojonych
rozwigzan Ablowitza-Segura niejednorodnego réwnania PII. Wykazane zostalo jedynie istnienie
rozwiazania tego problemu za pomoca alternatywy Fredholma, zas brak jego jawnego wzoru unie-
mozliwial dokonanie rygorystycznego rozwiniecia sktadnika O((—2z)~!) w wymienionych relacjach
asymptotycznych. Dlatego Twierdzenie 4.6 jest rowniez wykorzystywane w pracy [S13|, w kto-
rej zajmujemy sie rozwinieciami asymptotycznymi dla ogélnej klasy rzeczywistych i urojonych
rozwigzan réwnania PIL

Glowne wyniki z pracy [H1]| maja istotne zastosowania w rozwiazywaniu kolejnych zagadnien
matematycznych. W szczegélnosci Twierdzenie 4.3 pelni wazna role w dowodzie istnienia oso-
bliwosci spiralnych dla potoku geometrycznego (4.4), co bedzie szczegolowo omowione w Sekcji
4.2.2. Ponadto Twierdzenie 4.3 pozwala udowodnié¢ istnienie rozwiazan gtadkich dla réwnania
mKdV (4.7) z krytycznymi warunkami poczatkowymi w postaci kombinacji liniowej delty Diraca
oraz wartosci gtownej Cauchy’ego, co bedzie tematem Sekcji 4.2.3.

4.2.2 Osobliwoéci spiralne dla potoku geometrycznego: artykut H2
Majac dane p € R oraz 01 € [0,2m) takie, ze |#1 — 0_| # m, zdefiniujmy odwzorowanie o
wartosciach zespolonych

zo(z) ==

{37(1 + M2)71/26i(0+ﬁulnx)’ x>0, (4 29)

$(1 +M2)—1/2€i(9,—uln|a}|)’ z <0,
ktore przedstawia dwie przystajace do siebie spirale logarytmiczne. Zauwazmy, ze jesli u = 0, to

wzor (4.29) opisuje dwie polproste majace punkt wspolny w srodku uktadu wspotrzednych (zob.
Rysunek 3). Glownym wynikiem pracy [H2] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.7. Dla dowolnych p € R oraz 64,0_ € [0,2m) takich, ze |04 — 0_| # =, istnieje
B € [0,27) oraz meromorficzna funkcja u(x) spetniajgca rownanie Painlevé 11 ze statg o := —ip/2,
takie, ze u(x) nie ma biegundw na osi liczb rzeczywistych, u(x) € iR dla x € R oraz funkcja z(t, x),
dana wzorem (4.10), jest gtadkim rozwigzaniem potoku geometrycznego (4.4) takim, Ze spetniona
jest nastepujgca nierdwnosé

|2(t, x) — z0(z)| S V3, zeR\ {0}, t >0, (4.30)
gdzie zo(x) jest podwdjng spiralg logarytmiczng dang wzorem (4.29).

W dowodzie Twierdzenia 4.7 poszukujemy funkcji profilowej w zbiorze urojonych rozwiazan

Ablowitza-Segura u(z; o, k), w ktorych parametry «, k € iR konstruujemy za pomoca 01 oraz
s

w nastepujacy sposob. Na poczatku przyjmujemy o := —ip/2 i definiujemy a € (=5, 5) jako

(04 —0_ +2m)/2, 0y —60_ € (=2m, —m),
a = (9+ - 9*)/2a 0+ —0_¢ (_7757-‘-)’
(9+—97—27T)/2, 0+—97€(7T,27T).
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Rysunek 3: Wykresy osobliwosci zg(x) ze szczegdlnymi przyktadami parametrow 64, 6_ oraz pu.
Strzatka wskazuje naturalng orientacje poszczegdlnych krzywych.

Wtedy wybieramy parametr k € iR tak aby odpowiadajace mu rozwiazanie u(y; o, k) rownania
PII spetniato nastepujaca réwnosé

. +oo

€ = exp (/ u(y; a, k) dy> . (4.31)
—00

W tym celu uzywamy Twierdzenia 4.3, ktore jest jednym z gtownych wynikow pracy [H1|. Twier-

dzenie to mowi nam, ze (4.31) jest rownowazne z réwnoscia

sia _ cos(imu/2) —k  cosh(mp/2) —k

(cos2(imp) — k2)'/2 (cosh?(mp) — l<:2)1/27

ktora, jak nietrudno sprawdzi¢, posiada jednoznaczne rozwigzanie k € ¢R. Kolejnym etapem do-
wodu sa oszacowania prowadzace do wykazania nier6wnosci (4.30). Zwréémy uwage, ze wynikiem
opisanej konstrukeji jest nie tylko istnienie odpowiedniej funkcji profilowej, ale rowniez kompletna
informacja na temat jej wspotczynnikow Stokesa, ktora umozliwia analize asymptotycznego za-
chowania rozwiazania z(t,z) w otoczeniu osobliwosci spiralnej zo(z). Okazuje si¢, ze mozemy
wyrbzni¢ dwa obszary

Sy = {(t,z) € (0,00) x Ry | 0 < t¥/3 < +a},

w ktoérych rozwiazanie potoku geometrycznego posiada rézne zachowania asymptotyczne. Kolej-
nym wynikiem pracy [H2| jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.8. Zalézmy, ze mamy dane p € R oraz 0,,0_ € [0,2m) takie, ze |6+ — 0_| # .
Wtedy rozwigzanie z(t,x) skonstruowane w Twierdzeniu 4.7 spetnia nastepujgcq zaleznosé

2(t,x) = e T (Agx + Arta=? + Apt’z75) + Ry (t,x), (t,xz) € S,,
w ktorej kolejne wspotczynniki dane sq jako
Ag = (1+ )72, Ay = (ip — 1) (ip + p?/2) Ao, Ag = (2+ip)(u® /4 —ip + 6) Ay,
zas reszta Ry spelnia oszacowanie
IRy (t,z)| St32~8,  (t,z) € S,.
Ponadto rozwigzanie z(t, ) spelnia nastepujgcq réwnosé

2(t,z)=e M (Boy + Bit2|z| "2 + Bott|z| 1cos U(t 3x)) + R_(t,z), (L)€ S_, (4.32)
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gdzie wspotczynniki dane sq jako
By := (1 +p%)~Y2e% | By :=2v3d*(1 —ip)By, By:=—v/3d'By.
W réwnaniu (4.32), reszta R_ spetnia oszacowanie
|R_(t,z)| <tx™2, (t,z) e S,

za$ funkcja fazowa dana jest wzorem V(x) 1= %(—.%‘/%)3/2 — 2d?In(—x/V/3) + ¢, gdzie

d:=iy/In(1 + tg2((05 — 0-)/2)) + 2 cosh(mp/2) )/,

teh(mp/2) )
(65 -0)/2))

W szczego6lnosci Twierdzenie 4.8 mowi, ze dla dostatecznie malych czaséw ¢ > 0 rozwiazanie

1
¢ = —;d2 In2 4 argll (Qid2> - % + arctg <tg(

z(t, z) posiada oscylacyjne zachowanie w obszarze S_, co uwidocznione jest na Rysunku 4.

8 8 8
6 6 6
4 1 4
2 2 2
0 0 0
) 2 2
o s 6 1 2 o 2 o s 6 1 2 o 2 Yo s 6 -1 2 o 2
8 8 8
6 6 6
4 4 L
2 2 2
0 0 0
92 -2 -2
R T S S R S 2 2o s 5 -1 2 o 2 2o s 6 1 2 o 2

Rysunek 4: Rozwiazanie z(t,z) potoku geometrycznego rozwijajace osobliwosé zg(x) z parame-
trami 04 = 7/4, 6_ = 37 /4, up = 1.5 (linia pogrubiona). Kolejne diagramy ilustruja zachowanie
asymptotyczne rozwiazania z(t, x) dla malejacego ciagu czasow t = 2.6,1.6,1.2,0.8,0.6,0.2.

Problem istnienia osobliwosci spiralnych dla potoku (4.4) byl wezesniej podejmowany w [66],
gdzie pokazano, ze jesli wartos¢ |64 — 0_| + |u| jest dostatecznie bliska zero, to podwéjna spirala
logarytmiczna (4.29) jest osobliwo$cia rozwijana w skoriczonym czasie przez gladkie rozwiazanie
potoku geometrycznego (4.4). Otwartym pytaniem pozostalo rozstrzygniecie czy kazda osobliwosé
spiralna postaci (4.29) posiada te wlasnosé. Twierdzenie 4.7 stanowi rozwiazanie tego problemu
dla petnego zakresu parametréow 6. oraz u.

Zauwazmy, ze rezultaty uzyskane w |9] stwierdzaja istnienie i jednoznacznos$é rozwiazan glo-
balnych réwnania nielokalnego (4.6) dla warunkéw poczatkowych z przestrzeni C**, gdzie k > 0
i€ (0,1) (zob. rowniez |7], [58, Twierdzenie 8.8|). Dlatego powstawanie osobliwosci spiralnych
jest zjawiskiem charakterystycznym dla potoku (4.4).
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Twierdzenia 4.7 oraz 4.8 nawiazuja do istniejacych w literaturze rezultatéw dla potoku binor-
malnego, ktory jest aproksymacja dynamiki wtdkien wirowych w przestrzeni R? (zob. [8], [19] and
[79]). Przypominamy, ze w [41] udowodniono, ze dwie zaczynajace sie poczatku uktadu wspohrzed-
nych polproste w R? stanowia osobliwosé rozwijana w skonczonym czasie przez gladkie samopo-
dobne rozwigzanie tego potoku, ktérego funkcja profilowa jest spetnia jednowymiarowe rownanie
Schrodingera. W kolejnej pracy [40| rozszerzono klase mozliwych osobliwosci na tréjwymiarowe
spirale. Rozwazania z pracy [H2| mozna potraktowaé jako czes¢ rownoleglego kierunku badaw-
czego dla potoku geometrycznego (4.4), ktory bazuje na technikach zwiazanych z problemem RH.

4.2.3 Roéwnanie mKdV ze szczegdlnymi warunkami poczatkowymi: artykut H3

Rozwazmy zmodyfikowane réwnanie Kortewega-de Vriesa (4.7) z warunkami poczatkowymi
kop(z) :=ad(z) +bp.v.(1/x), =z €R, (4.33)

gdzie parametry a oraz b sa liczbami rzeczywistymi, 6(x) jest delta Diraca, zas p.v.(1/z) jest
wartoscia gtowna Cauchy’ego. Glownym rezultatem pracy [H3| jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.9. Dia dowolnych a € R oraz b € (—1,1), istnieje meromorficzna funkcja u(x)
spetniajgea réwnanie Painlevé 11 ze statq o := —%, takie, ze u(x) nie ma biegunow na osi liczb rze-
czywistych, u(z) € R dla x € R oraz funkcja k(t,xz) dana wzorem (4.9) jest gtadkim rozwigzaniem
rownania (4.7) spetniajacym warunek poczgtkowy

lim k(t,z) = ad(z) +bp.v. (1/z) w S'(R). (4.34)

t—0t

Ponadto powyzsza granica staje sie punktowa po przejsciu do przestrzeni czestotliwosci

lim k(¢ &) = a—imbsgné, &€R\ {0}
t—0+
Dow6d Twierdzenia 4.9 sktada sie z dwoch czesci. W pierwszej z nich poszukujemy funkcji
profilowej w zbiorze rzeczywistych rozwigzan Ablowitza-Segura u(z;a, k). Aby wyznaczy¢ od-
powiednie parametry « oraz k spelniajace (4.17), przyjmujemy « := —%, a nastepnie szukamy
k € (— cos(ma), cos(ma)) takiego, ze

xT

lim u(y; o, k) dy = —

z—o0 [

a
—. 4.35
‘ (4.35)
Kluczowa role w tym zadaniu pelni Twierdzenie 4.2, ktére jest jednym z gtéwnych wynikéw pracy
[H1]. Twierdzenie to implikuje, ze (4.35) jest rownowazne z rownaniem

1
§ln <cos(7ra) + /~c> _a

cos(rar) — k 2’

ktore, jak tatwo sprawdzi¢, posiada jednoznaczne rozwiazanie k € (— cos(ma), cos(mar)). W kolej-
nym etapie dowodu pokazujemy, ze dystrybucja (4.33) jest warunkiem poczatkowym tak skon-
struowanego rozwiazania samopodobnego. Pomyst polega na wykorzystaniu rozwinie¢ asympto-
tycznych (4.18) oraz (4.19) w celu otrzymania odpowiednich oszacowan, dzieki ktorym mozliwe
bedzie pokazanie granicy (4.34). Przeszkoda przy wykorzystaniu wzoru (4.19), ktory zostal rygo-
rystycznie wykazany w pracy [20], okazuje si¢ by¢ wyraz O((—z)~1), ktory nie zostal rozwiniety ze
wzgledu na brak jawnego wzoru na lokalnego rozwigzania aproksymujacego dla zdeformowanego
problemu RH w otoczeniu zera. Kolejnym wynikiem pracy [H3| jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.10. Jesli o € (—1/2,1/2) oraz k € (— cos(ma), cos(war)) to rzeczywiste rozwiq-
zanie Ablowitza-Sequra u(x; a, k) réownania Painlevé II posiada nastepujgce rozwiniecie asympto-
tyczne, gdy x — —oo:

&l

w(ws o k) = — TR cog (2(—:,;)3 - ng In(—z) + ¢>R> + 24 0((=2)F), (4.36)

(o)t
gdzie state dr oraz ¢r dane sq wzorami (4.20), (4.21).

W dowodzie Twierdzenia 4.10 rozwazamy problem (RH1)-(RH4) stowarzyszonym z réwna-
niem PII. Zamieniajac zmienne i dokonujac odpowiednich deformacji konturu X, otrzymujemy
nowy réwnowazny problem RH, ktorego kontur zawiera punkty szczegélne takie jak srodek uktadu
wspolrzednych oraz zy := +1/2. Zastosowanie metody najszybszego spadku pokazuje, ze wktad
do wzoru (4.36) pochodzacy z czesci konturu zdeformowanego problemu RH, znajdujacej si¢ z dala
od punktéw zi i srodka uktadu wspoédlrzednych, jest wyktadniczo maty. Wiadomo réwniez, ze roz-
wigzania aproksymacyjne dla problemu RH w otoczeniu punktéw z1 moga zostaé skonstruowane
przy uzyciu cylindrycznych funkeji parabolicznych (zob. [30, Sekcja 9.4]), wnoszac do rozwiniecia
(4.36) wyraz gtowny z funkcja cosinus wraz ze wzorami (4.20), (4.21) (zob. [20]). Dlatego gtowna
czescia dowodu jest rozwiniecie reszty O((—z)~!). W tym celu stosujemy wzor jawny 7 (z) na
rozwigzanie aproksymacyjne zdeformowanego problemu RH w otoczeniu poczatku uktadu wspot-
rzednych, ktére otrzymalismy w Twierdzeniu 4.6. Ponadto uzywamy wtlasnosci cylindrycznych
funkcji parabolicznych, aby wyznaczy¢ ulepszone rozwiniecie asymptotyczne rozwigzan aprok-
symujacych w otoczeniach punktéw zy (zob. Propozycje A3 oraz A4). Istotna role w uzyskaniu
wzoru (4.10) pelnia rowniez oszacowania z Sekcji 4 pracy [H3| wykorzystujace wlasnosci operatora
Cauchy’ego okreslonego na konturowych przestrzeniach Lebesgue’a.

Zaznaczmy, ze Twierdzenie 4.10 nie wnosi jedynie rygorystycznego dowodu na kolejny wy-
raz rozwiniecia asymptotycznego. Znajac rozwiazania aproksymacyjne w otoczeniach wszyst-
kich punktéw szczegdlnych mozemy wykorzystaé zachowanie asymptotyczne funkcji Bessela i
cylindrycznych funkcji parabolicznych (zob. [6]) do rygorystycznego wyznaczenia kolejnych wyra-
zO6w rozwiniecia rozwigzania. Dodatkowo, opisane rozumowanie mozna bez przeszkod zastosowaé
otrzymania wersji Twierdzenia 4.10 dla urojonych rozwigzan Ablowitza-Segura.

Klasyczne podejscie do problemu istnienia, jednoznacznosci dla rownania mKdV (4.7) wiaze
sie z rozpatrywaniem rozwiazan na skali przestrzeni Sobolewa H*®*(R), gdzie s € R. Niezmienni-
czo$¢ tego réwnania ze wzgledu na skalowanie

up(t, ) := (N3, Ax), >0, (4.37)

sugeruje istnienie lokalnych rozwiazan réwnania mKdV dla s > s, gdzie s, := —1/2 jest wy-
ktadnikiem krytycznym (zob. [76]). Efektem rezultatow zawartych w pracach [52], [31], [12], [39]
jest teoria istnienia, jednoznaczno$ci i ciagtosci rozwigzan w zalezno$ci od warunkéw poczatko-
wych dla réwnania (4.7) w przestrzeniach Sobolewa o wyktadnikach s > 1/4. Alternatywna skala
przestrzeni funkcyjnych, na ktérej mozliwe jest badanie istnienia mniej regularnych rozwiagzan
rownania mKdV zostata wprowadzona w [37] poprzez norme

Hu”ﬁg(R) = ||<§>Uu(£)”Lg’(R)a

gdzie r > 1, ¢ > 0 oraz 1/r + 1/r' = 1. Wowczas rezultaty z prac [37] oraz [38] implikuja
lokalne istnienie i jednoznaczno$é rozwiazan roéwnania (4.7), dla warunkéw poczatkowych z prze-
strzeni H'(R), gdzie r € (1,2) oraz o = o(r) := 1/2 — 1/(2r). W przypadku pary brzegowej
(r,o) = (1,0), odpowiadajacej przestrzeni krytycznej ze wzgledu na skalowanie (4.37), istnie-
nie i jednoznacznos$¢ rozwiazan pozostaje pytaniem otwartym. Zauwazmy, ze dystrybucja (4.33)
jest szczegdlnym warunkiem poczatkowym nalezacym do przestrzeni ﬁ& (R). W ostatniej pracy
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[16], pokazano metodami analizy harmonicznej, ze jesli liczby a,b € R sa dostatecznie bliskie
zeru, to istnieje gladkie samopodobnych rozwiazanie rownania (4.7) spelniajace warunek poczat-
kowy (4.34). Znaczenie Twierdzenia 4.9 polega na zniesienie ograniczenia dotyczacego lokalnosci
parametrow a oraz b.

4.2.4 Spirale logarytmiczne w rozwigzaniach réwnania Eulera: artykut H4

Celem pracy |H4| jest opracowanie teorii pozwalajacej na znajdowanie stabych rozwiazan rownania
Eulera (4.1), ktorych wirowos¢ jest miara o nosniku X(¢) bedacym rodzina koncentrycznych spiral
logarytmicznych. Majgc dane M > 1 rozwazmy funkcje dane wzorami

Zm(0,1) = the®0=0m)ei0 D (0,1) = gt e 070 150, 0 eR, (4.38)
dla 0 <m < M — 1, gdzie poszczegdlne parametry sa takie, ze
a>0, peR, g,ecR\{0}, 6, ¢€][0,2n). (4.39)

Wowezas, dla dowolnego ¢ > 0, kazda z funkcji Z,,(t,0) jest parametryzacja spirali X,,(t) z
rodziny X(t) := Xo(t) U... U Xpr—1(t), zas ', (0,t) jest funkcja wyrazajaca cyrkulacje.

Definicja 4.11. Powiemy, ze pole wektorowe v € L (R? x (0, 00); R?) jest stabym rozwiqzaniem

rownania Eulera (4.1) jesli v jest stabo bezdywergentne, czyli

/RQv.w:o

dla dowolnej funkcji ¢ € C§°(R™), oraz spelniona jest nastepujaca rownosé
o0
/ / v - 6,5@ + Z ’Ui’Ujai(pj =0
0 JR? 1<i,j<2
dla wszystkich pol wektorowych o € C§°(R? x (0, 00); R?) takich, ze dive = 0.
Utozsamiajac R? ~ C definiujemy w notacji zespolonej samopodobne pole predkosci
o(t, 2) ==t "Tw (z/t1), t>0, z€C\ (2(t) U{0}), (4.40)

w ktorym zespolona funkcja profilowa dana jest jako

M-1 *
) 2agy, 20 3 627rJ(r,9,k)A
_ b Z 20 A(0,—0
v = k=0 r(a—1i) (T et 1 — 24 ’ (441)
dla z = re? € C\ (2(1) U {0}), gdzie
J(r,0,k) :==min{j € Z: a(2wj 4+ 0 — 0) + Inr > 0} . (4.42)

Wowcezas w jest polem gradientowym (zob. [Sekcja 1.4, H4|) wyznaczonym przez potencjal

” M-1 A(8,—5) 027 J (r,0,k) A "
@(Z) =T ;0 gke k W’ z=re’ (C\ (Z(l) U {0})

Pomyst na ustalenie wzoru (4.41) polega na formalnym zastosowaniu prawa Biota-Savarta, do
miary skoncentrowanej na zbiorze X(t), w ktorej funkcja gestosci dana jest jako ~(t, Zx(t,0)) =
0oLk (t,0)/09Zk(t,0)|. Wowczas w czasie t = 1 mamy

M-1 *
; ; 1 o0 "6 . 0 2agke2acf
(K % w)(1,re 9):69<2m_ /OO ; 0: i (o—)do—>, gdzie f;(0) := S s v e B (4.43)
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Dla dowolnego 0 < k < M — 1, bieguny funkcji f,:’e, dane wzorami

a—1 . 14 ai
Uj,k = 721H7" — (27{'] +9k — H)W,

€ 7,
1+a J

sg parami réznymi liczbami zespolonymi, ktore leza na jednej prostej. Ponadto liczba catkowita
Jip = J(r,0, k) zdefiniowana przez (4.42) wyznacza najmniejszy indeks j € Z taki, ze Imo;; < 0.
Chociaz catka (4.43) nie musi by¢ zbiezna, to szereg zlozony z residuéw funkeji f,:’e w biegunach
znajdujacych sie w dolnej potptaszczyznie zespolonej, jest zbiezny oraz ma miejsce réwnosé

2nJ(r,0,k)A

M-1 M-1
SN S e (o) = 3 2k B0 €D (4.44)
k2 Y%5k) = k;—o r(a+ i) 1 — e2mA ‘

k=0 j=>Jr

Zastepujac powyzsza suma wyrazenie znajdujace sie w nawiasie po prawej stronie rownania (4.43)
otrzymujemy wzor (4.41), ktory, jak wynika z kolejnych wynikow, jest szukana funkcja profilowa
dla stabych rozwigzan samopodobnych.

W dalszym ciagu, bez straty ogblnosci rozumowania zaktadamy, ze 0 < 0g < ... < Opr—1 < 27.
Ponadto przyjmujemy, ze kazda spirala X, (t) jest zorientowana od zera do nieskonczonosci, dzieki
czemu mozemy naturalnie okresli¢ lewa (L) oraz prawa (R) strone dowolnego punktu z tej krzywej.
Niech Q,,(t) bedacego obszarem w C\ {0} znajdujacym sie miedzy spiralami ¥, (t) oraz X,,4+1(t)
przy zalozeniu, ze ¥Xpr(t) := Xo(t). Zaczynamy od nastepujacego rezultatu |[Twierdzenie 1.8, H4|,
ktory opisuje wtasnosci pola wektorowego v.

Twierdzenie 4.12. Zatdzmy, ze v jest polem wektorowym danym wzorami (4.40), (4.41). Wow-
czas prawdziwe sq nastepujgce stwierdzenia.

(1) Funkcja w* jest holomorficzna na zbiorze C\ (X(1) U{0}) oraz posiada ciggte rozszerzenie
do domkniecia zbioru Qp, (1) dla wszystkich 0 <m < M — 1.

(i1) Magjgc dane z € X(t), niech vE(t,z) oraz vE(t, 2) oznaczajq granice pola predkosci v(t,2'),
gdy 2" zmierza do z odpowiednio z prawej oraz lewej strony rodziny 3(t). Wtedy

n(t,z) - (WR(t,z) —vP(t,2)) =0, t>0, z€X(t),

W szczegolnosci pole wektorowe v jest stabo bezdywergentne.

(7i1) Wirowosé curlv jest lokalnie skoriczong miarg zadang wzorem

M-1
curlv(t Z Y(#)ds, 1), t>0, (4.45)
k=0

gdzie y(t) : X(t) = R jest odwzorowaniem danym jako

3eT(t, 0)

V(t, Zy(t,0)) = 100 Z1,(t,0)|

= 2agith e 0% o<k <M —1. (4.46)

(iv) Pole predkosci v wraz z cisnieniem zdefiniowanym poprzez prawo Bernoulliego
p(t,2) == = Re [t 1®(2/t)] — |v(t, 2)[?/2, t>0, z€ C\ (Z(t) U{0}),

jest klasycznym rozwigzaniem réwnania Eulera (4.1) w punktach t > 0 oraz z € Qp(1),
gdzie 0 <m < M — 1. Ponadto prawdziwe sq¢ oszacowania

o(t,2)] < Ct7Hzl, [p(t,2)| < CE22% ¢>0, 2 € C\ (2() U{0}),
gdzie stata C > 0 zalezy od parametréw (4.39).
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Z powyzszego twierdzenia wynika, ze wirowo$é pola wektorowego v jest miarg o nosniku
zawartym w zbiorze 3(t), ktorej gestos¢ wyraza sie wzorem (4.46). Fakt, ze para (v, p) jest kla-
sycznych rozwiazaniem rownania Eulera na zbiorze C\ (X(¢) U{0}) wynika bezposrednio z prawa
Bernoulliego oraz z rownosci w = @ (zob. [Sekcja 2, H4|). Gléwnymi wynikami pracy [H4]| sa
dwa twierdzenia, ktore dostarczaja warunkéw koniecznych i wystarczajacych, na to aby pole
predkosci v bylo stabym rozwiazaniem rownania Eulera nie tylko na zbiorze C\ (3(¢) U {0}),
ale réwniez na calej dziedzinie R?. Kolejny rezultat jest kombinacja [Twierdzenia 1.2, H4] oraz
|Twierdzenia 1.8, H4].

Twierdzenie 4.13. Samopodobne pole wektorowe v jest stabym samopodobnym rozwigzaniem
rownania Eulera (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy nastepujgce warunki zgodnosci predkosci

n(t,z) - (v(t, 2)t — pz) =0, (4.47)

oraz zgodnosci ci$nienia
p(t, z) jest ciggte w punkcie z, (4.48)

sq spetnione dla wszystkich t > 0 oraz z € X(t).

IHoczyn skalarny wystepujacy w warunku zgodnosci predkosci n - v := n - vl = n - vf jest

poprawnie okreslony ze wzgledu na Twierdzenie 4.12 (i7). Wkiad Twierdzenia 4.13 polega na
wyszczegolnieniu zwieztych warunkow (4.47) oraz (4.48), ktore sa dostateczne i wystarczajace na
to aby pole predkosci dane wzorami (4.40), (4.41) bylo stabym rozwiazaniem réwnania Eulera
okreslonego na R2. Nastepujacy rezultat |[Twierdzenie 1.3, H4] dostarcza nam ich réownowaznej
charakteryzacji w zaleznosci od parametrow definiujacych spirale (4.39).

Twierdzenie 4.14. Zatozmy, ze dla dowolnych 0 < k,m < M — 1 mamy dane wspotczynniki

e~ ™A k>m,

A 1= eA(0=0m) cosh(mA) k=m,
em4 k< m,

gdzie A :== —2ai/(a+1). Wtedy warunek zgodnosci predkosci (4.47) jest rownowazny z réwnaniamsi
M-1
1 a?+1-2u
R - A =, O < < M — 1,
© <sinh(7rA) kzo mk9k> 2a? =M=

za$ warunek zgodnosci cisnienia (4.48) jest rownowazny z uktadem

M-1

1 %
o (sinh(TrA) Z Amkgk) a’ 0sms

k=0

W dowodzie powyzszego twierdzenia korzystamy bezposrednio ze wzorow (4.40), (4.41) wy-
razajacych samopodobne pole predkosci. Istotna role pelni w nim takze funkcja J(r,0,k) wraz
z jej wlasnosciami zawartymi w [Propozycji 3.1, H4|. Laczac ze soba Twierdzenia 4.13 oraz 4.14
otrzymujemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 4.15. Pole wektorowe v jest stabym rozwigzaniem réwnania Eulera (4.1) wtedy i
tylko wtedy, gdy parametry (4.39) definiujqce spirale (4.38) spetniajq uktad réwnar
1

M-1
2 . 2
= — +1—2u+2 2 0< <M-—-1. 4.49
Sab (e A) g_o Ak G (a A+ 2aui)/2a%, <m< ( )

20



Natychmiastowym wnioskiem jest nastepujacy wniosek dotyczacy istnienia stabych rozwigzan
rownania Eulera, ktérych wirowosé skoncentrowana jest na rodzinie spiral, danych przez parame-
try (4.39) z symetrycznym rozktadem katow.

Whiosek 4.16. Pole wektorowe v wyznaczone przez parametry
a>0, peR, g,:=geR\{0}, 6bp:=2rm/M (4.50)

dla 0 <m < M — 1, jest stabym rozwigzanie rownania Fulera wtedy i tylko wtedy, gdy parametry
a>0,geR\{0} oraz u € R spetniajq réwnanie

a? +1—2u+ 2api = —2ag ctgh(rA/M). (4.51)

Ponadto dla dowolnego M > 1, istnienie ag > 0 takie, zZe dla dowolnego a > ag powyzsze réwnanie
posiada jednoznaczne rozwigzanie p € R oraz g € R\ {0}.

Dowdd istnienia rozwiazan rownania (4.51) polega sie na badaniu zachowania asymptotycz-
nego wektora ctgh(mA/M), ktory zawarty jest w plaszczyznie zespolonej. Pokazujemy, ze dla
dostatecznie duzego a > 0, jego kierunek rozni sie od kierunku wektora —1+ ai. Wyrazajac liczbe
zespolong 1 + a? jako rzeczywista kombinacje liniowa tych wektoréow otrzymujemy istnienie jed-
noznacznych parametrow p, g spelniajacych rownanie (4.51) (zob. [Wniosek 1.4, H4]). Wniosek
4.16 dostarcza matematycznej interpretacji rodzin spiral symetrycznych jako zbioréw, w ktorych
skupiona jest wirowo$é stabych rozwiazan réwnania Eulera (4.1) okreglonych na R?. W szczegdl-
nosci dla M = 1 powyzszy rezultat odnosi sie do pojedynczej spirali Prandtla |68, ktora znana
jest z zastosowan w zagadnieniach z aerodynamiki i mechaniki ptynéw (zob. réwniez [74]).

Naturalnie pojawiajacym sie pytaniem jest istnienie rozwiazan ukladu dyskretnego (4.49)
innych niz spirale symetryczne. Problem ten jest tematem pracy [H5|, ktora bedzie szczegdtowo
omoéwiona w Sekcji 4.2.5.

4.2.5 Rozwigzania niesymetryczne dla ukladu dyskretnego: artykul H5

Celem pracy [H5| jest pokazanie istnienia niesymetrycznych rozwiazan uktadu (4.49), dla ktorych
011 — Ok # 21 /M dla pewnego 0 <k <M —1

przy zalozeniu, ze 0 < 6y < ... < Op—1 < 27 oraz Oy := y. Zauwazmy, ze system (4.49) jest
niezmienniczy wzgledem przesuniecia 6, — 0, + «, gdzie a € R. Zatem, bez utraty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze 0y = 0. Glownym wynikiem pracy [H5| jest nastepujace twierdzenie, ktore
mowi o istnieniu stabych samopodobnych rozwiazan rownania Eulera (4.1), ktorych wirowosé jest
miara o no$niku zawartym w rodzinie niesymetrycznych spiral logarytmicznych.

Twierdzenie 4.17. Majgc ustalone M € {2,3,5,7,9}, oznaczmy 0y, := kn/M dla1 <k < M—1.
Wtedy dla dowolnego € > 0 mozemy wybraé ag > 0 takie, zZe dla a > ag istniejg

(01,...,00-1) GRM_l, (90,91, -, 90m—1) € (R\{O})M, weR (4.52)

takie, ze |0 —0k| < e dla1l <k < M—1, oraz spetniony jest uktad réwnani (4.49). W szczegdlnosci
samopodobne pole wektorowe (4.40), (4.41) wyznaczone przez 6y = 0 oraz parametry (4.52) jest
stabym rozwigzaniem réownania Fulera, ktorego wirowosé jest miarg dang przez (4.45), (4.46).

Powyzsze twierdzenie, za wyjatkiem przypadku M = 2, jest konsekwencja z nastepujacego
ogoblnego rezultatu (zob. |[Twierdzenie 3, H5|).
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Twierdzenie 4.18. Majgc dang dowolng nieparzystq liczbe M > 3, niech C bedzie macierzq
kwadratowq dang wzorem

25in%(60;) — (—1)" sin(26,) sin(26,,,), l=m,
Cim = { (—=1)™ L sin(20,)(sin(20,,) + (=1)'sin(20,_,,)), | < m,
(=1)™ L sin(20;)(sin(20,,,) — (—1)'sin(20,_,,)), m <1,
dlal <Il,m < M —1. Wtedy teza Twierdzenia 4.17 jest spetniona jesli macierz C jest odwracalna.

Twierdzenie 4.17 otrzymujemy poprzez bezposrednie sprawdzenie niezerowos$¢ wartoséci wla-
snych macierzy C dla M € {3,5,7,9} oraz n € {1,2} (zob. |Tabela 2, H5|). Wowczas jego teza
jest konsekwencja Twierdzenia 4.18. Dowdd przypadku M = 2 jest znacznie krétszy i dlatego roz-
patrujemy go oddzielnie. Rachunki numeryczne wskazuja, ze macierz C jest odwracalna réwniez
w przypadku nieparzystych M > 9, lecz rygorystyczne uzasadnienie tego faktu w pelnej ogdlnosci
pozostaje pytaniem otwartym.

Metoda dowodu Twierdzenia 4.18 opiera sie na sprowadzeniu problemu szukania rozwigzan
ukladu (4.49) do badania istnienia miejsc zerowych odpowiedniego odwzorowania nieliniowego.
Aby je wprowadzi¢, dla dowolnych a > 0 oraz © = (y,...,0p_1) € RM~! definiujemy funkcje

TA M 77rA M-1
—1
K(a,©) == +(2) ¢ DM YT (kAT
k=1
oA (_1)Me—7rA -1 M-1
Hi(a,©) = 5 +Z( 1)itheA@=Otm) 4 (_1)M Z 1)k AB—0-m),
k=0 k=l

gdzie 1 <1< M — 1. Niech F : D(F) — RM~1 bedzie odwzorowaniem danym wzorem
D(F) := {(a,0) € (0,00) x RM~1 | K(a,0) # 0},

o Hi(a,©) Hayr—1(a, O)
F(a,0) := [Imm,...,lm%], (a,0) € D(F).

Szukanie rozwiazan uktadu rownan (4.49) sprowadza sie do badania nastepujacych rownan
F(a,©) =0, goE1(a,0) + pEs(a,©) = —(1+ a®)K(a,0)/(2a), (4.53)

gdzie odwzorowania E oraz Ey dane sa wzorami
a M-1
- A(6;—m)
Ey(a,0) = ——= e (cosh(ﬂA)IC(a,@) + > Hi(a,0)e > :

Es(a,0) i= <z - i) K(a,0).

Woéwczas dowolne rozwigzanie a > 0, go € R\ {0}, # € R oraz © = (0y,...,0x_1) € RM~1 row-
nan (4.53) wraz z 6y = 01 g, = goHi(a,0)/K(a,0) dla1l < k < M — 1, spelnia uktad dyskretny
(4.49). Metoda na rozwiazanie uktadu (4.53) polega na znalezieniu gatezi miejsc zerowych O(a)
odwzorowania F takiej, ze ©O(a) — (01,...,0x_1), gdy a — oo. Istnienie takiej galezi otrzy-
mujemy poprzez odpowiednie zastosowanie twierdzenia o lokalnym odwracaniu odwzorowan oraz
zalozenia o odwracalnosci macierzy C. Podstawiajac funkcje ©(a) do drugiego rownania uktadu
(4.53), przechodzimy do pokazania istnienia parametrow go € R\ {0} oraz p € R takich, ze

goE1(a, ©(a)) + nEz(a,0(a)) = —(1+a®)K(a, 8(a))/(2a).
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Sprowadza sie to do pokazania, ze dla dostatecznie duzych a > 0, wektory E1(a) := E1(a,0(a))
oraz Fs(a) := Fz(a,0O(a)) sa liniowo niezalezne na plaszczyznie zespolonej C, ktora jest rozu-
miana jako przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych. W tym celu badamy rozwiniecia

asymptotyczne funkcji Ei(a) oraz Es(a), przy a — oo, po raz kolejny wykorzystujac zalozenia o
odwracalnosci macierzy C, a takze znane wlasciwosci ciata liczb algebraicznych (zob. [45], [55]).

5 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze
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S12]

[S13]
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e niezmienniki homotopijne, w tym stopien topologiczny oraz indeks Conleya,

e stabilno$é rozwiagzan 2D réwnania Eulera,
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e problem Riemanna-Hilberta i jego dalsze zastosowania.

Ponizej przedstawimy krotkie opisy artykutow [S1]—[S13].

5.1.1 Asymptotyka rozwigzan réwnania Painlevé II: praca S13

Praca [S13| bedzie zamieszczona w ksiazce bedacej zbiorem wykladow wygtoszonych podczas
warsztatow Geometric and Topological Methods in Dynamics of PDEs, ktore odbyly sie w dniach
13-15 lutego 2023 roku w Toruniu. Pierwsza cze$é¢ pracy ma charakter przegladowy i dotyczy
podstaw teorii istnienia rozwiazani dla ogdélnie postawionego problemu RH. Omawiamy réwniez
zastosowania rozwiazan rownania PII do badania réwnari rézniczkowych czastkowych, ktore za-
warte sa w pracach [H2| oraz [H3|. Druga czes¢ pracy [S13] zawiera nowe wyniki, ktore dotycza
rozwinie¢ asymptotycznych dla ogélnych rzeczywistych i urojonych rozwiazar réwnania PII. Przy-
pomnijmy, ze jesli a € R, to rzeczywiste rozwiazania rownania (4.3) sa zdefiniowane przez wspol-
czynniki Stokesa (s1, s2, s3) spelniajace warunki (4.12) oraz (4.14). W szczegolnosci zakladajac,
ze |s1| # 1 otrzymujemy

B s1+ 51 + 2sin(ma)
(s1,82,53) = | 51, , 81 ) -

1 —[s1]?

Ponadto, rozwiazania urojone réwnania PII ze stata a € iR wyznaczone sa przez wspotczynniki
speliajace (4.12) oraz (4.15), co z kolei implikuje, ze

(s1,82,53) = (81,

s1 — 51 + 2sin(ra)
,—S1 | -
1+ 512 '

Glownymi wynikami [S13| sa rygorystycznie udowodnione rozwiniecia asymptotyczne przy x —
—oo dla ogblnych rzeczywistych i urojonych rozwiazan u(z) réwnania PII. Otrzymane wyniki
rozszerzaja znane wzory (4.19), (4.20), (4.21) oraz (4.22), (4.23), (4.24) dla rozwiazan Ablowitza-
Segura, w przypadku ktorych s = 0. Metody zastosowane w [S13] polegaja na analizie pro-
blemu Riemanna-Hilberta (RH1)-(RH4) stowarzyszonego z réwnaniem PII. Gléwnym etapem
dowodu jest wprowadzenie nowych deformacji, ktore w przypadku ogdlnych wspotczynnikow Sto-
kesa prowadza do problemu RH, ktorego kontur zawiera punkty szczegolne takie jak z4 = 41/2
oraz poczatek uktadu wspoédlrzednych. Kolejnymi krokami sa odpowiednie zastosowanie metody
najszybszego spadku oraz uzycie rozwigzan przyblizonych dla zdeformowanego problemu RH w
otoczeniu tych punktéw szczegdlnych. W przypadku zi korzystamy z rozwiazari uzyskanych w
[30, Section 9.4] za pomoca cylindrycznych funkeji parabolicznych. Wzér jawny na lokalne roz-
wigzanie w otoczeniu poczatku uktadu wspotrzednych konstruujemy wykonujac cigg deformacji
odwzorowania T©) (¢, z), ktore zostato otrzymane w Twierdzeniu 4.6.

5.1.2 Liniowa niestabilnosci spiral symetrycznych: praca S12

Celem pracy [S12] jest zbadanie liniowej stabilnosci symetrycznych spiral logarytmicznych (4.38),
(4.50) dla M > 3, jako rozwiazan ukladu Birkhoffa-Rotta (BR). Z Wniosku 4.16 wynika, ze dla
dostatecznie duzych a > 0, rownanie (4.51) posiada jednoznaczne rozwiazanie u € R oraz g €
R\ {0}. Wowczas, na podstawie 28], spirale symetryczne (4.38) odpowiadajace tak otrzymanym
parametrom (4.50) spelniaja nastepujacy uklad rownan BR

1 Ml dr’, ’
Tt T) = | —p.v. C0<m<M-1, (51
8t ( ) 27T1,p v / ; Zm(ta Fm) - Zk(tvri;) / " ( )

gdzie Z,,(t,I'),) jest parametryzacja m-tej spirali wzgledem odpowiadajacego jej parametru cyr-
kulacji T'y,,. Zaburzajac poszczegdlne parametryzacje Z,(t,I',) odwzorowaniami (,,(¢,T,) dla
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0 <m < M — 1, uzyskujemy formalng linearyzacje uktadu (5.1) wzdtuz interfejsu bedacego ro-
dzing symetrycznych spiral logarytmicznych. Gléwnym wynikiem [S12] jest twierdzenie mowiace,
ze dla dostatecznie duzych a > 0 istnieje rozwiazanie ((t) = ((o(t),...,Cm—1(t)) otrzymanej
linearyzacji takie, ze

IC(t, )L > CE, >0,

gdzie C, § > 0 sg stalymi zaleznymi od parametru a > 0. Otrzymany rezultat nawigzuje do znanej
L*° niestabilnosci wystepujacej przypadku plaskich rozwiazan Z(¢,I') = I' réwnania BR, ktore
odpowiadaja potokowi §cinajacemu (zob. [58, Sekcja 9.3|). Historycznie zjawisko niestabilnosci
pojawiajace sie na granicy o§rodkéw poruszajacych sie z roznymi predkosdciami zostato zaobserwo-
wane przez Helmholtza [43], ktory zauwazyl, ze strugi powietrza wydobywajacego sie z piszczaltek
organowych tworzyty struktury w ksztalcie spiral. Analiza matematyczna tej niestabilnosci zo-
stala dokonana kilkanascie lat pozniej przez Kelvina [57] w sytuacji, gdy interfejs oddzielajacy
osrodki jest sinusoida. Warto wspomnie¢, ze ostatnie wyniki z [70] pokazuja, ze rozwiazania row-
nania BR bedace wirujacym lub poruszajacym sie ze stala predkoscia odcinkiem na plaszczyznie
zespolonej sa réwniez liniowo niestabilne. Zostato to pokazane poprzez zastosowanie podobnych
metod polegajacych na badaniu formalnej linearyzacji odpowiadajacego im rownania BR.

5.1.3 Roéwnania eliptyczne z potencjalem typu Kato-Rellicha: praca S11

Praca [S11] jest poswiecona szukaniu rozwiazan nastepujacego problemu eliptycznego
—Au+V(z)u — A= f(z,u), zeR" (5.2)

gdzie A jest operatorem Laplace’a, f : R™ xR — R jest lokalnie Lipschitzowskim odwzorowaniem
nieliniowym oraz V : RY — R jest potencjalem typu Kato-Rellicha spetiajacym warunek

{V = Voo + Vo, gdzie Vo € L(R") oraz Vy € LP(R"™), gdzie (5.3)

p>2 dla 1<n<3 oraz p>n/2 dla n>4.

Powyzsze rownanie wystepuje przy badaniu fal stojacych dla nieliniowego rownania Schrédingera.
Dzieki warunkowi (5.3) mamy, ze —A 4V jest dolnie ograniczonym operatorem samosprzezonym
okreglonym na przestrzeni L2(RY) (zob. [51], [75]). Ponadto na mocy Twierdzenia Weyla (zob.
[46, Twierdzenie 14.6]) oraz wzoru Perssona (zob. [46, Twierdzenie 14.11], [67]) jego spektrum
znaczace Oess(—A + V') jest zawarte w przedziale (o(V), 00), gdzie

= 1li inf .
olVoo) = I TR Vo)

W szczegolnosei czesé spektrum operatora —A 4V znajdujaca sie ponizej wartosci o(Vy) zawiera
jedynie izolowane wartosci wlasne. Gléwnymi wynikami [S11| sa twierdzenia moéwiace o istnieniu
rozwiazan stacjonarnych dla rownania (5.2) zaréwno w przypadku nierezonansowym, gdy A nie
nalezy do spektrum linearyzacji odwzorowania —A + V' — f przy |u| — oo jak i rezonansowym,
gdy A < o(V) jest jej izolowana wartoscia wlasna. W przypadku rezonansu nakladamy na
nieliniowos¢ f dodatkowe wzmocnione warunki typu Landesmana-Lazera [54] lub tzw. warunki
znaku [5]. Zastosowane przez nas podejscie polega zastosowaniu indeksu Conleya (zob. [13], [72])
do pétpotoku @ stowarzyszonego z réwnaniem rézniczkowym

ug = Au—V(x)u+ Au+ f(z,u), zeR" t>0.

Niezbedne zwartosci dla ® otrzymujemy wykorzystujac zwartosci wlozen odpowiednich prze-
strzeni Sobolewa na zbiorach ograniczonych oraz adaptujac metody z [69], ktore pozwalaja nam
na znajdowanie oszacowan restrykcji rozwiazan ||(1 — ¢, )u(t)| 12, gdzie ¢, jest funkcja charakte-
rystyczng kuli B(0,n?).
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5.1.4 Zbiory niezmiennicze dla ukladéw réwnan w rezonansie: praca S10
W pracy [S10] badamy dynamike uktadéw rownan postaci

(5.4)

u(t) = —Au(t) + f(x,u(t), Vu(t)), t>0, zeq,
u(t) =0, t>0, x €0,

gdzie  C R" jest zbiorem otwartym i ograniczonym, zas f :  x R™ x R — R jest odwzo-
rowaniem lokalnie Lipschitzowskim. Ponadto A jest operatorem liniowym danym wzorem

Au = (Ajug, .. Aptn) + (AMug, - Aptin), = (U1, ..., Upy) € CQ(Q; R™)

gdzie Ay, ..., A\, sa liczbami rzeczywistymi oraz
Akuk = — Z Di(anguk), Uk € CQ(Q),
1<i,j<n

jest symetrycznym i eliptycznym operatorem rézniczkowym dla dowolnego 1 < k < m. Zakladamy
rowniez, ze uklad rownan (5.4) znajduje si¢ w rezonansie w nieskoriczonosci co oznacza, ze dla
dowolnego 1 < k < m spelniony jest warunek

Ker (Al — Ag) # {0} oraz odwzorowanie fj jest ograniczone.

Nowoscia w pracy [S10] jest sformutowanie warunkéw rezonansowych dla nieliniowych poél wek-
torowych f = (f1,..., fm). Do tej pory podobne warunki byly rozwazane jedynie dla zaburzeri o
wartosciach skalarnych. Ponadto, warunki rezonansowe zalezne sa od parametréw oyq,...,0, €
[0, 1], ktore mierza site rezonansu dla kazdej ze sktadowych odwzorowania f. W szczegolnosei,
w przypadku m = 1, parametrowi 01 = 1 odpowiadaja z warunki z silnym rezonansem [5], zas
dla o1 = 0 otrzymujemy klasyczne warunki Landesmana-Lazera [54]. Gléwnymi wynikami pracy
[S10] sa wzory wyrazajace indeks Conleya zbioru niezmienniczego ztozonego ze wszystkich roz-
wigzan ograniczonych uktadu (5.4), w zaleznosci od wprowadzonych warunkéw rezonansowych
dla odwzorowania f. Wnioskiem z otrzymanych wzoréw sa miedzy innymi kryteria na istnienie
rozwiazan laczacych punkty stacjonarne dla uktadu (5.4).

5.1.5 Dynamika réwnan autonomicznych w rezonansie: prace S5, S6, S9
Powyzsze prace sa czescig projektu, w ktéorym badaliémy dynamike rownania pierwszego rzedu
u(t) = —Au(t) + Au(t) + F(u(t)), t>0 (5.5)
oraz silnie ttumionego réwnania drugiego rzedu
i(t) = —Au(t) — cAu(t) + Au(t) + F(u(t)), t>0, (5.6)

gdzie A jest liczba rzeczywista, A : X D D(A) — X jest operatorem wycinkowym ze zwartymi
rezolwentami na przestrzeni Banacha X oraz F' : X¢ — X jest odwzorowaniem lokalnie Lip-
schitzowskim okreslonym na przestrzeni utamkowej stowarzyszonej z operatorem A (zob. [44],
[64]). Ponadto w rownaniu (5.6) parametr ¢ > 0 jest wspotczynnikiem tlumienia. Zakladamy, ze
jesteSmy w sytuacji rezonansu w nieskoriczonosci, czyli

Ker (A — A) # {0} oraz F jest odwzorowaniem ograniczonym. (5.7)

Praca [S5| poswiecona jest rownaniu (5.5), ktore zgodnie z zalozeniami, generuje potpotok @
dziatajacy na przestrzeni X<. Nasze podejScie polega na wykorzystanie rozktadu spektralnego
operatora A, do wprowadzenia rezonansowych warunkow geometrycznych dla odwzorowania F,
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ktore sg abstrakcyjnym uogoélnieniem warunkéw Landesmana-Lazera [54] oraz warunkow z sil-
nym rezonansem [5]. Glownym wynikiem sa wzory indeksowe, ktore wyrazaja indeks Conleya
(zob. [13], [72]) zbioru niezmienniczego potpotoku ® na dostatecznie duzej kuli, w zaleznosci
od wprowadzonych wczesniej warunkéw geometrycznych. Konsekwencjg otrzymanych wzoréw sa
kryteria rozstrzygajace istnienie orbit taczacych punkty stacjonarne dla rownania (5.5). Warto
wspomnieé, ze podobne zagadnienia byly rozwazane w pracach |71], |73], gdzie problem istnienia
orbit laczacych punkty stacjonarne byl badany w sytuacji braku rezonansu w nieskonczonosci.

W pracy [S9]| zajmujemy sie badaniem dynamiki rownaniem drugiego rzedu (5.6). Zauwazmy,
ze mozemy zapisaé je w nastepujgcej postaci

w(t) = —Aw(t) + F(w(t)), t>0, (5.8)
gdzie A : E D D(A) — E jest operatorem liniowym na przestrzeni E := X x X danym jako

D(A) :={(z,y) €E | 2+ cy € D(A)}

(5.9)
A(z,y) = (—y, Az +cy) — Az) dla (z,y) € D(A),

oraz F : E — E jest odwzorowaniem danym wzorem F(z,y) := (0, F(z)) dla (z,y) € E. Nowo-
Scia pracy [S9| sa rezonansowe warunki geometryczne dla rownan drugiego rzedu, ktore zostaly
sformulowane przy uzyciu rozkladu spektralnego operatora A. Podobnie jak ma to miejsce w
pracy [S5], warunki te sa spelnione w przypadku, gdy F jest operatorem Niemyckiego pocho-
dzacym od funkcji spelniajacej warunki Landesmana-Lazera lub warunki z silnym rezonansem.
Niech @ : [0,00) x E — E bedzie potpotokiem stowarzyszonym z réwnaniem (5.8) oraz niech
K bedzie zbiorem niezmienniczym ztozonym z jego wszystkich rozwiazan ograniczonych. Gtow-
nym wynikiem pracy sa wzory indeksowe wyrazajace indeks Conleya zbioru Ko, w zaleznosci od
wprowadzonych warunkéw geometrycznych. W szczegdlnosci indeks ten okazuje sie by¢ zawsze
homotopijnie nietrywialny co oznacza, ze zbidér K jest niepusty. Trudnoscia pojawiajaca sie w
jego dowodzie jest uzyskanie odpowiednich zwartoéci dla poétpotoku ®, ktére sg niezbedne do
zastosowania indeksu Conleya. Znajdujemy je porzez odpowiednie oszacowania dla miar niezwar-
tosci trajektorii potpotoku @, wykorzystujac przy tym zatozenie o zwartosci rezolwent operatora
A. Konsekwencja uzyskanych wzoréw indeksowych sg kryteria na istnienie rozwiazan taczacych
punkty stacjonarne dla réwnania (5.6).

Powyzsze wyniki dla réwnan pierwszego i drugiego rzedu zostaly opisane réwniez w pracy
[S6], ktora jest artykulem przegladowym zamieszczonym w materiatach pokonferencyjnych.

5.1.6 Zagadnienia okresowe dla r6wnan w rezonansie: prace S3, S4, S7

W pracy [S3] zajmujemy sie szukaniem rozwiazan T-okresowych dla réwnan nieautonomicznych
w(t) = —Au(t) + du(t) + F(t,u(t)), t>0, (5.10)

gdzie A jest liczba rzeczywista, A : X D D(A) — X jest operatorem liniowym takim, ze —A
generuje zwarta Cy polgrupe na przestrzeni Banacha X oraz F : [0,00) x X — X jest odwzo-
rowaniem lokalnie Lipschitzowskim. Zakladamy rowniez, ze jesteSmy w sytuacji rezonansu, czyli
speliony jest warunek (5.7). Majac dany dowolny punkt x € X, zalézmy, ze u(t; x) jest rozwia-
zaniem rownania (5.10) takim, ze u(0;z) = z. Wowczas T-okresowe rozwiazania rownania (5.10)
odpowiadajg punktom stalym operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii, zwanego réwniez ope-
ratorem Poincaré, ktory dany jest wzorem &7 (x) := u(T; ). Zastosowana w [S3| metoda polega
na rozwazaniu parametryzowanej przez € € (0, 1] rodziny réwnan rézniczkowych

a(t) = —Au(t) + Mu(t) + eF(t,u(t)), t>0,
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ktora wyznacza rodzine operatorow przesuniecia wzdtuz trajektorii {@%}56(0’1} okreslong na prze-
strzeni X. Oznaczajac N := Ker (A — A), definiujemy usrednienie zaburzenia nieliniowego jako

T
g(x) ::/ PF(s,xz)ds, x¢€ N,
0

gdzie P jest odpowiednim rzutem na przestrzen N. Glownym wynikiem pracy [S3| jest rezonan-
sowa zasada uSredniania, ktora moéwi, ze jesli W C X jest zbiorem otwartym oraz g nie posiada
miejsc zerowych na brzegu Oy (W N N), to dla dostatecznie matych e > 0 spelniona jest rownosé

degrs(I — @5, W) = (—1)rTdmkerNgegp (g W N N), (5.11)

gdzie degrg jest stopniem Leray-Schaudera dla pelnociagtych pol wektorowych, zas degp jest
stopniem topologicznym Brouwera (zob. [27], [56]). Otrzymana zasada usredniania zostala zasto-
sowana do dowodu istnienia rozwiazan T-okresowych dla rownania (5.10) przy zalozeniu, ze F
jest operatorem Niemyckiego pochodzacym od funkcji spetniajacej warunki Landesmana-Lazera
(zob. [54]). Mowiac doktadniej, pokazaliémy istnienie kuli W := B(0, R) C X o dostatecznie du-
zym promieniu R > 0 takiej, ze odwzorowanie ®7. nie posiada punktéw statych na jej brzegu dla
wszystkich e € (0, 1] oraz stopieri Brouwera znajdujacy sie po prawej stronie rownania (5.11) jest
nietrywialny. Wowczas homotopijna niezmienniczosé stopnia implikuje istnienie punktow statych
operatora Poincaré ®7, a wigc istnienie rozwiazan T-okresowych rownania (5.10).

Kontynuacje powyzszych badan stanowi praca [S4], w ktorej zajmujemy si¢ rownaniem (5.10)
przy dodatkowym zalozeniu, ze A jest operatorem wycinkowym, zas F': [0,00) x X — X gdzie
a € [0,1), jest odwzorowaniem lokalnie Lipschitzowskim okreslonym na przestrzeni utamkowej
X wyznaczonej przez operator A. Wéowcezas operator przesuniecia wzdiuz trajektorii & sto-
warzyszony z rownaniem (5.10) jest roéwniez okreslony na przestrzeni X®. Glownym wynikiem
pracy [S4] sa wzory indeksowe wyrazajace stopien Leray-Schaudera operatora I — ®p na dosta-
tecznie duzej kuli, w zalezno$ci od rezonansowych warunkéw geometrycznych dla nieliniowego
zaburzenia F', ktore byly rozwazane w pracy [S5| w kontekscie rownan autonomicznych. Otrzy-
mane wzory indeksowe zapewniaja nietrywialnos$¢ stopnia topologicznego operatora I — @7 i tym
samym istnienie rozwigzan T-okresowych dla (5.10).

W pracy [S7] badamy silnie ttumione réwnanie drugiego rzedu

i(t) = —Au(t) — cAu(t) + Mu(t) + F(t,u(t)), t>0, (5.12)

gdzie A jest liczbg rzeczywista, ¢ > 0 jest wspolczynnikiem ttumienia, A jest operatorem wycin-
kowym o zwartych rezolwentach, zag F' : [0,00) x X* — X jest odwzorowaniem lokalnie Lipschit-
zowskim. W dalszym ciggu zakladamy, ze jesteSmy w sytuacji rezonansu w nieskonczonosci, czyli
spelniony jest warunek (5.7). Zaczynamy od zapisania (5.12) w postaci uktadu réwnan

w(t) = —Aw(t) + F(t,w(t)), t>0, (5.13)

gdzie A jest dane wzorem (5.9) oraz F(¢,(x,y)) = (0, F(t,z)) dla (z,y) € E := X% x X oraz
t > 0. Niech &7 : E — E bedzie operatorem przesuniecia wzdtuz trajektorii dla (5.13). Glow-
nymi wynikami pracy [S7| sa wzory indeksowe dla rozwiazan okresowych, ktore wyrazaja stopien
topologiczny dla kondensujacego pola wektorowego I — ®7 na kuli o dostatecznie duzym pro-
mieniu, w zaleznosci od rezonansowych warunkéw geometrycznych dla rownan drugiego rzedu z
pracy [S9]. Fakt, ze operator ®p jest kondensujacy wzgledem miary niezwartosci Hausdorffa jest
konsekwencja zatozenn dotyczacych zwartosci rezolwent operatora A. Otrzymane wzory indeksowe
zapewniaja istnienie punktéw stalych dla operatora Poincaré i tym samym istnienie rozwigzan
okresowych dla rownania (5.12).
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5.1.7 Ogo6lna zasada usredniania dla ro6wnan ewolucyjnych: prace S1, S2, S8

W pracy [S1] rozwazamy rodzine réwnan rézniczkowych
u(t) = —NAu(t) + \F(t,u(t)), t>0, (5.14)

gdzie A € (0,1] jest parametrem, A : X D D(A) — X jest operatorem liniowym na przestrzeni
Banacha X takim, ze —A generuje Cy potgrupe kontrakeji w wykladnikiem —w < 0. Ponadto F
jest odwzorowaniem kondensujacym wzgledem miary niezwartosci Hausdorffa ze wspotczynnikiem
k € [0,w). Majac dane T > 0 oraz A € (0, 1], niech ®3 : X — X bedzie operatorem przesuniecia
wzdltuz trajektorii stowarzyszonym z (5.14) oraz niech

T
ﬁ(x) = 1/ F(r,z)dr, ze€X,
T Jo

bedzie usrednieniem odwzorowania F'. Zakltadajac, ze U C X jest zbiorem otwartym i ograniczo-
nym takim, ze odwzorowanie —A+F nie posiada miejsc zerowych na OUND(A), skonstruowalismy
stopient topologiczny Deg dla kondensujacych zaburzen generatoréw potgrup kontraktywnych, a
nastepnie udowodnilismy ogdélng zasade usredniania, ktéra moéwi, ze dla dostatecznie matych A > 0
spetniona jest réwnosé

deg (I — @%, U) = Deg(—A+ ﬁ, U),

gdzie degy jest stopniem topologicznym dla pol kondensujacych (see [61], [62]). Uzyskane wyniki
zostaly zastosowane do dowodu istnienia rozwiazan okresowych dla rownan linii transmisyjnych.
Otrzymane wyniki nawiazuja do badan prowadzonych w [32],[33], gdzie ogolna zasada usredniania
byta dowodzona w przypadku potoku okreslonego na skoriczenie wymiarowej rozmaitosci, oraz
do wynikéw z [17], [18], gdzie zasada ta zostala pokazana przy zalozeniu, ze A jest generatorem
zwartej Cy potgrupy lub operatorem m-akretywnym o zwartych rezolwentach.

W pracy [S2] zajmowalismy sie rodzina (5.14), w ktorej operator —A zostal zastapiony przez
zalezng od czasu rodzing operatoréow liniowych {A(t)}+>0, z ktorych kazdy generuje Cy potgrupe
kontrakcji ze wspolnym wyktadnikiem —w < 0, zas F' jest jak poprzednio odwzorowaniem kon-
densujacym ze wspolczynnikiem k € [0,w). Dodatkowym utrudnieniem byt fakt, ze dziedziny
poszczegblnych operatoréw liniowych mogty by¢ zalezne od czasu. Zaproponowalismy zalozenia
pozwalajace na zdefiniowanie operatora A usredniajacego rodzing {A(t) }+>0, a nast¢pnie pokaza-
lismy, ze jedli U C X jest zbiorem otwartym i ograniczonym takim, ze odwzorowanie A+ F nie

-~

posiada miejsc zerowych na zbiorze OU N D(A), to
dego(I — @7, U) = Deg(A + F,U),

dla dostatecznie matych A > 0. Otrzymane rezultaty zastosowaliSmy do znalezienia rozwigzan
okresowych dla rownania falowego ze stabym ttumieniem, ktére zalezne jest od czasu.

W pracy [S8] zajmowaliSmy sie rodzina réwnan (5.14), w ktorym A jest operatorem wycin-
kowym ze zwartymi rezolwentami, zas F : [0,400) x X% — X jest odwzorowaniem ciggtym
zdefiniowanym na przestrzeni utamkowej X< stowarzyszonej z operatorem A. PokazaliSmy, ze
jesli zbior otwarty U C X jest taki, ze 0 & (—A + ﬁ)(@U N D(A)), to dla matych A > 0 mamy

degLS(I - (I)%\U U) = dega(_A —+ F\a U)7

gdzie deg; g jest stopniem Leray-Schaudera na przestrzeni X<, za§ deg,(—A + F,U) jest od-
powiednio skonstruowanym stopniem topologicznym na skali przestrzeni utamkowych. Nowym
pomystem wykorzystanym w dowodzie jest regularyzacja odwzorowania F' za pomoca polgrupy
generowanej przez operator A. Otrzymane wyniki zostaly zastosowane do znalezienia rozwia-
zan T-okresowych dla nieliniowych réwnan parabolicznych, w ktérym zaburzenie jest operatorem
Niemyckiego dla zaleznego od gradientu odwzorowania nieliniowego.
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5.2

5.3

5.5

Granty i projekty badawcze

Kierownik i gtéwny wykonawca grantu Iuventus Plus przyznanego przez Ministerstwo Na-
uki i Szkolnictwa Wyzszego na realizacje projektu badawczego Wpltyw efektow dyspersyj-
nych na powstawanie osobliwosci w réwnaniach Kortewega-de Vriesa 1 Fulera, numer grantu:

0338/1P3/2016/74, okres realizacji: 10.2016-10.2020.

Kierownik i gtéwny wykonawca grantu Preludium przyznanego przez Narodowe Centrum
Nauki na realizacje projektu badawczego Dynamika nieliniowych rownarn ewolucyjnych w re-
zonansie, numer grantu: 2011/01/N/ST1/05245, okres realizacji: 12.2011-12.2013.
Wykonawca w grancie Opus 5, Narodowe Centrum Nauki, Dynamika nieliniowych réwnan
ewolucyjnych - podejscie topologiczne, kierownik: Prof. dr hab. Wojciech Kryszewski, okres
realizacji: 02.2014-02.2017.

Wykonawca w grancie Komitetu Badan Naukowych, Niezmienniki topologiczne w analizie
nieliniowey, kierownik: Prof. dr hab. Lech Goérniewicz, okres realizacji: 2009-2012.

Grant Wydziatu Matematyki i Informatyki UMK na finansowanie zadania badawczego Metody

topologiczne © wariacyjne w teorii rownan rozniczkowych czgstkowych i zwyczajnych, okres
realizacji: 05.2016-12.2016.

Nagrody i wyrdznienia

Jednorazowe stypendium Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za wysoko
punktowane publikacje naukows: Double spiral singularities for a flow related with the 2D
Euler equation. Nagroda przyznana 4.10.2021.

Indywidualna Nagroda III stopnia Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za
osiagniecia naukowe w 2020 roku. Nagroda przyznana 25.06.2021.

Jednorazowe stypendium Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za wysoko
punktowane publikacje naukowa: On global dynamics of reaction—diffusion systems at reso-
nance. Nagroda przyznana 25.05.2020.

Stypendium postdoktorskie Wzmocnienie potencjatu Dydaktycznego UMK w Toruniv w dzie-
dzinach matematyczno-przyrodniczych, okres realizacji 1.10.2014-30.09.2015.

Stypendium START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej w roku akademickim 2014 /15.
Stypendium Ministra Edukacji Narodowej za osiagniecia w roku akademickim 2006/07,
2007,/08, 2008/09.

Opieka naukowa nad mlodymi matematykami

Promotor pomocniczy oraz wspéltopiekun naukowy doktoranta mgr. Wiadystawa Klinikow-
skiego od pazdziernika 2019 roku na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika.

Promotor pracy licencjackiej (2018) oraz magisterskiej (2020) mgr. Kamila Dunsta na Uni-
wersytecie Mikolaja Kopernika (2 wspolne prace).

Inna dzialalnosé

Poza referatami przedstawionymi w ,Wykazie osiagnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowia-

cych znaczny wkiad w rozwéj okreslonej dyscypliny” wyglosilem réwniez referaty na seminariach
naukowych:

e Instytutu Matematycznego PAN,

e Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski,

o Wydzialu Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagielloniski w Krakowie,
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Instytutu Matematyki, Uniwersytet Wroctawski,
Wydziatu Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika.

6 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukowsg re-

alizowana w wiecej niz jednej uczelni lub instytucji naukowej

Stypendium badawcze postdok

Stypendium badawcze postdok zostalo mi przyznane w ramach programu ,,Wzmocnienie poten-
cjatu Dydaktycznego UMK w Toruniu w dziedzinach matematyczno-przyrodniczych” i byto
realizowane w instytucie Basque Center for Applied Mathematics (BCAM) w Bilbao, Hisz-
pania w okresie 1.10.2014-30.09.2015. Opiekunem naukowym stazu byt Prof. dr Luis Vega.
W trakcie tego wyjazdu zainteresowalem si¢ matematyka zwiazana z problemem Riemanna-
Hilberta dla réwnania Painlevé I, ktora data podstawy do napisania publikacji [H1], [H2], [H3].

Pobyt naukowy w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk (IMPAN) w Warszawie
w dniach 21-25.06.2021, 12-16.07.2021 oraz 02-06.08.2021. Osoba zapraszajaca byl dr hab.
Tomasz Cieslak. W wyniku trojstronnej wspotpracy wraz z Wojciechem Ozariskim (Florida
State University) powstaly publikacje [H4| oraz [H5].

Warszawa, Polska, 25-29.07.2022, pobyt naukowy w Instytucie Matematycznym Polskiej Aka-
demii Nauk (IMPAN), osoba zapraszajaca: dr hab. Tomasz Cieslak. W wyniku dalszej troj-
stronnej wspotpracy z Wojciechem Ozanskim powstala publikacja [S12].

Grant Amerykanskiego Instytutu Matematycznego (AIM) na udziatl w warsztatach Small scale
dynamics in incompressible fluid flows, Pasadena, USA w dniach 6-10.11.2023.

7 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz

7.1

7.2

popularyzujacych nauke

Dzialalno$é dydaktyczna

Prowadzenie wyktadu monograficznego dla doktorantéw pt. Metody analizy harmonicznej w
rownaniach dyspersyjnych na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w roku akademickim
2016/17.

Prowadzenie seminarium magisterskiego na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w roku
akademickim 2019/20.

Prowadzenie ¢wiczen na studiach licencjackich i magisterskich na Wydziale Matematyki i
Informatyki UMK, miedzy innymi z analizy matematycznej, rownan rézniczkowych czastko-
wych, teorii mnogosci, geometrii, topologii, matematyki komputerowej, w latach 2012-teraz.
Recenzje 5 prac magisterskich i 4 prac licencjackich z matematyki na Wydziale Matematyki
i Informatyki UMK.

Warsztaty pt. ,O krzywych w matematyce” dla stypendystow Krajowego Funduszu na Rzecz
Dzieci: prowadzenie dwoch wykltadéw pt. Indeks odwzorowania zmiennej zespolonej wzgledem

krzywej zamknietej oraz Zagadnienie brachistochrony jako przyktad zastosowania rachunku
wariacyjnego, 02—-04.12.2011, Toruni, Polska.
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Euler equation, 4-9.07.2024, Bedlewo, Polska.

Czlonek komitetu organizacyjnego konferencji VIII Symphosium on Nonlinear Analysis., 17—
21.06.2024, Toruni, Polska

31



Cztonek komitetu organizacyjnego warsztatow Schauder Winter School Geometric and To-
pological Methods in Dynamics of PDFEs, 13-15.02.2023, Torun, Polska.

Czlonek komitetu organizacyjnego konferencji VII Symphosium on Nonlinear Analysis, 14—
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