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Analysis and applications of the Pauli channels and their generalizations
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commission pass a resolution on the conferment of the post-doctoral degree of doctor habilitated
in seeret/open voting*?.

I was advised of the following:
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Defilad 1, 24th floor, 00-901 Warsaw) is the Administrator of personal data collected under the
procedure for the conferment of the post-doctoral degree of doctor habilitated.

Contact us via e-mail: kancelaria@rdn.gov.pl , phone 22 656 60 98 or personally at our office.
Personal data shall be processed pursuant to art. 6 para 1 letter ¢) Regulation (EU) 2016/679
dated 27 April 2016 in connection with art. 220-221 and art. 232-240 of the Higher Education and
Science Act dated 20 July 2018, for the purposes of the procedure for the conferment of the post-
doctoral degree of doctor habilitated and in order to exercise the rights and obligations as well as
the right to appeal in this procedure.

For detailed information on processing personal data in the procedure see
www.rdn.gov.pl/klauzula-informacyjna-rodo.html
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4 Omoéwienie osiggnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust.
1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkol-
nictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z
pézn. zm.)

4.1 Tytutl osiggniecia

Analiza i zastosowania kanaléw Pauliego i ich uogélnien.

4.2 Cele badawcze, wyniki i opis opartych na nich publikacji, wpltyw
na przyszle badania

4.2.1 Wstep, cele badawcze i motywacja badan

Osiagniecie habilitacyjne przedstawione w niniejszym wniosku polega na analizie i charakte-
ryzacji kwantowych kanaléw Pauliego oraz ich uogélnien. Obejmuje istotne zastosowania w
otwartych uktadach kwantowych, komunikacji kwantowej i kwantowym przetwarzaniu informa-
cji. W czesci wstepnej przedstawiam krotki wstep teoretyczny i podaje definicje wazne dla czesci
gtownej, w ktoérej swoje osiggniecie opisuje bardziej szczegdétowo. Podsumowanie znajduje sie
w sekcji wnioskow, zawierajacej rowniez liste otwartych probleméw, ktére pojawity sie podczas
moich badan, a takze ich obecny i mozliwy przyszty wpltyw na dziedzine.

Wprowadzenie i motywacja

Dla celéw komunikacji kwantowej kluczowe jest zrozumienie, jak niezawodnie przekazywac
informacje kwantowe, manipulowa¢ nimi i zabezpieczac je podczas przesytania przez zaszumiony
kanal kwantowy. Jednak w praktyce nie istnieja idealne (bezszumowe) kanaly komunikacyjne,
a zatem niektore informacje sa tracone podczas transmisji. Wszystkie realistyczne uktady fi-
zyczne oddziatujg z zewnetrznym otoczeniem, powodujac pojawienie sie korelacji, co zmusza
nas do traktowania uktadow kwantowych nie jako odizolowanych, ale otwartych. Dlatego ewo-
lucja poduktadow tworzacych komputer kwantowy jest nieunitarna, a przez to nieodwracalna.
Utrata spdjnosci kwantowej, znana rowniez jako dekoherencja, jest zjawiskiem nieuniknionym,
poniewaz uktady kwantowe moga oddziatywaé¢ nawet ze stanem prozni, w ktérym nie wystepu-
ja zadne zewnetrzne czastki ani pola. Ze wzgledu na postep naukowy i technologiczny bramki
logiczne i inne urzadzenia elektroniczne zblizaja si¢ do skali atomowej. Z tego powodu coraz
wazniejsze staje sie opracowanie satysfakcjonujacych metod przesyltania danych.

W kwantowej teorii informacji kanat kwantowy jest operacja charakteryzujaca proces kwan-
towy [R1, R2]. Zmiany w stanach kwantowych moga by¢ dokonywane poprzez dyskretne skoki
lub ewolucje ciggla w czasie. Odwzorowania kwantowe sg szeroko stosowane w kwantowym prze-
twarzaniu i przesytaniu informacji (QIPC). Jest to interdyscyplinarna dziedzina nauki taczaca
fizyke, matematyke, informatyke i inzynierie materiatowa, a jej rozwdj jest wazna europejska
strategia badawcza, ktéra moze zrewolucjonizowaé zaréwno nauke, jak i technologie [R3, R4].
Metody obliczeniowe QIPC sa wykorzystywane do budowy komputeréw kwantowych, ktorych
moc obliczeniowa jest poza zasiegiem klasycznych komputeréw. Potaczenia miedzy komputera-
mi sg realizowane poprzez komunikacje kwantowa z wykorzystaniem stanéw splatanych, tele-
portacji kwantowej i kryptografii kwantowej, co umozliwia uzyskanie catkowicie bezpiecznych
protokotéw i systeméw szyfrowania [R5, R6, R7].

W jezyku matematycznym odwzorowanie kwantowe jest odwzorowaniem liniowym & :
B(Hi) — B(H,) dzialajacym pomiedzy dwiema przestrzeniami Banacha B(Hj) operatoréw
ograniczonych na stowarzyszonej przestrzeni Hilberta Hj. Operacja ® zachowujace $lad, jesli
Tr®[X] = Tr X dla dowolnego X € B(H;). Ponadto ® jest odwzorowaniem dodatnim, jesli



®[X]| > 0 dla kazdego X > 0. Wlasnosé kompletniej dodatniosci wymaga, by ® speliato wa-
runek (1® ®)[X] > 0 dla dowolnych dodatnich operatoréw X € B(H; ® H;), co jest silniejsze
niz zwykta dodatnio$é. Odwzorowania kompletnie dodatnie zachowujace élad, znane rowniez
jako kanaty kwantowe, sa uzywane do opisu ewolucji p — p' = ®[p| standéw kwantowych repre-
zentowanych przez operatory gestosci p. Kazdy kanat kwantowy mozna zapisa¢ w reprezentacji

Krausa [R8]
d?-1
blp) = > MypM, (1)
k=0

gdzie M spetniajace warunek Zfz—Ol M,ZMk = [; sa operatorami Krausa. Warto zauwazy¢, ze

tak zadane ® moga opisywac wszystkie dopuszczalne operacje kwantowe, od pomiaréw kwan-
towych po ewolucje ciagta w czasie.

Kanaly kwantowe znajduja zastosowanie w teorii otwartych uktadéow kwantowych, gdzie
ich sparametryzowane czasowo rodziny {®(t);t > 0,®(0) = 1} (odwzorowania dynamiczne)
opisuja ewolucje uktadéw fizycznych oddziatujacych z zewnetrznym otoczeniem [R9, R10]. Za-
ktada sie, ze zawsze istnieje zamkniety (ewoluujacy unitarnie) ukltad ztozony ze stowarzyszona
przestrzenia Hilberta H ® Hpg, gdzie H i ‘Hg sa odpowiednio przestrzeniami Hilberta ukta-
du fizycznego i otoczenia. Wyewoluowany stan uktadu p(t) mozna odzyskaé poprzez dylatacje
Stinespringa [R11], biorac cze$ciowy $lad Trg po otoczeniu,

p(t) = (t)[p] = Trg [U(t)(p @ pe)U'(1)] . (2)

W powyzszym wzorze U(t) jest operatorem unitarnym, a pg oznacza poczatkowy stan otocze-
nia. Przyktady otwartych uktadéw kwantowych obejmuja uktady wielocialowe, takie jak atomy
i czasteczki, ktore oddziatujg ze $wiattem lub innymi czastkami. Maja one zastosowanie w wie-
lu dziatach fizyki, wliczajac optyke kwantowa, fizyke ciata statego, biologie kwantowsg i fizyke
chemiczna [R12].

Alternatywnie dynamike otwartych uktadéw kwantowych mozna opisa¢ za pomoca rownan
master. W najprostszym scenariuszu zaktada si¢, ze sprzezenie miedzy uktadem a otoczeniem
jest stabe, a skale czasowe miedzy kolejnymi interakcjami sa stosunkowo duze. Wtedy ewolucja
jest zadana przez réwnanie master dla pétgrupy markowowskiej ®(t) = L£&(t), gdzie generator
Goriniego-Kossakowskiego-Sudarshana-Lindblada (GKSL) [R13, R14]

. 2_
i d—1

£l = 5101+ 3 3 0 (VarVid = 51ViVeu 1) ®)

z operatorami szumu V,,, wspétczynnikami dekoherencji v, > 0 i efektywnym hamiltonianem H.
Jednak im bardziej ztozony uktad, tym wieksze prawdopodobienstwo utraty informacji z ukta-
du do otoczenia. Proces ten nazywany jest dekoherencja. Jesli oddziatywanie miedzy uktadem
fizycznym a jego otoczeniem jest wystarczajaco silne lub dtugie, wowczas stan uktadu zaczyna
zaleze¢ od historii swoich wczesniejszych standéw. Efekty pamieci zaczynaja odgrywaé wazna ro-
le, co sprawia, ze konieczne jest rozwazenie modeli ewolucji wykraczajacych poza rezim Markowa
[R15, R16, R17, R18]. Jednym ze sposobéw uwzglednienia silnego wpltywu efektéw otoczenia jest
opisanie ewolucji za pomoca réwnan master z lokalnymi w czasie generatorami L£(t). Generatory
te maja posta¢ GKSL, jak w réwnaniu (3), ale z zaleznymi od czasu H(t), V,(t) i v4(t). Gtéwna
roznica polega na tym, ze wspotczynniki dekoherencji nie musza juz by¢ dodatnie, aby opisywac
dozwolong fizycznie ewolucje. Innym sposobem na uwzglednienie efektéw niemarkowowskich jest
rozwazenie réwnan master Nakajimy-Zwanziga [R19, R20] ®(t) = [! K(t — 7)®(7) d 7 z nielo-
kalnymi jadrami pamieci K (t). Jednak jako réwnania rézniczkowo-catkowe sg one trudniejsze
do rozwiazania lub analizy.

W swoich pracach uzywam definicji kwantowej markowowskosci, ktora jest zwigzana z po-
dzielnoécia odwzorowan dynamicznych [R21, R22]. Odwzorowanie dynamiczne ®(t) jest po-
dzielne, jesli dla dowolnego t > s > 0 istnieje propagator V (¢, s) taki, ze ®(t) = V (¢, s)P(s).



Dodatni operator V (¢, s) definiuje odwzorowanie dodatnio podzielne. Analogicznie kompletnie
dodatnio podzielne ®(¢) odpowiada kompletnie dodatniemu propagatorowi i opisuje ewolucje
markowowska [R21, R23]. Dla odwracalnych odwzorowari dynamicznych, V (t,s) = ®(t)®~1(s)
jest zawsze dobrze okreslone, a markowowskosé ®(t) jest réwnowazna dodatnio$ci wspdtezynni-
kéw dekoherencji v, (t) jego lokalnego w czasie generatora L£(t). W przeciwnym razie ewolucja
jest niemarkowowska, a stopien niemarkowowskosci mozna dalej sklasyfikowaé za pomocg hie-
rarchii odwzorowan podzielnych [R23]. Otwarte uktady kwantowe z dynamika dyssypatywna sa
symulowane za pomoca urzadzen NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) [R24, R25, R26].
Przyktady obejmuja kanaty dekoherencji w nadprzewodzacych komputerach kwantowych [R27],
uktady fotosyntetyczne z szumami rozfazujacymi [R28|, fotosyntetyczne pozyskiwanie $wiatta
[R29] i transfer elektronéw w materiatach organicznych [R30].

Moja praca nad kanatami kwantowymi i otwartymi uktadami kwantowymi rozpoczeta sie
podczas studiéw doktoranckich. Ponizej przypominam definicje i wlasnosci waznych klas ka-
natéw. Sa one kluczowe dla zrozumienia ponizszych opisow publikacji zawartych w osiggnieciu
habilitacyjnym.

Kanaty Pauliego

Teoria otwartych uktadéw kwantowych opisuje uktady fizyczne, ktore wchodza w interakcje
z zewnetrznym ukladem zwanym otoczeniem. Ewolucja takich uktadéw jest w ogdlnosci nie-
unitarna. Jesli jednak ewolucje unitarng zaktoca btedy o charakterze klasycznym, dynamika
ukladu otwartego jest opisywana przez kanaly mieszanie unitarne [R1, R31], znane réwniez w
literaturze pod nazwami kanaly losowo unitarne [R32] lub kanaly losowych p6l zewnetrznych
[R31, R33]. Wazna cecha kanaléw mieszanie unitarnych jest to, ze ich szumy mozna skorygowaé
z uzyciem klasycznych informacji uzyskanych z pomiaréw na otoczeniu [R34].

Najbardziej ogolna bistochastyczna ewolucja kubitu jest zadana przez kompletnie dodatnie
odwzorowanie unitalne zachowujace $lad ® = UAV takie, ze U, V to kanaty unitarne, a A jest
kanatem Pauliego [R35, R36]. Reprezentacja Krausa kanalu Pauliego ma postaé

A[p] = Zpaaapaaa (4)

a=0

gdzie o, oznacza macierze Pauliego, zas p, jest rozktadem prawdopodobienstwa. Pamietajac
jednak, ze reprezentacja Krausa kanatu nie jest jednoznaczna, moze okazaé sie korzystniejszym
zdefiniowanie kanatu Pauliego za pomoca (unikalnych) réwnan wlasnych Afo,] = A\,0q, gdzie
X = 1 oraz Ay = 2(po + pr), k = 1,2,3. Catkowita dodatnio$¢ A jest wtedy gwarantowana
przez warunki Fujiwary-Algoeta [R37, R35]

3
—1< Y Ao <1+ 2min ), (5)
a=1

Rodzina kanalow Pauliego obejmuje wiele waznych przypadkéw, takich jak odwzorowania thu-
miace faze, depolaryzujace, i tzw. two-Pauli [R38, R39]. Unitalne odwzorowania kubitowe sa
jednymi z najbardziej podstawowych i powszechnie rozwazanych kanaléw w kwantowej teorii
informacji.
Dynamiczne odwzorowania Pauliego A(t) sa zwykle rozwazane jako rozwiazania réwnan
master z lokalnymi w czasie generatorami £(t) = 32 _, 7,(t)L, lub jadrami pamieci K (t) =
3 ka(t)L,, gdzie

Lalp] = (0wpoe — ). (6)

Oprécz podobnej postaci, operatory L£(t) i K(t) maja tez podobne whasnosci. Mianowicie, ich
wektory wtasne rowniez sg macierzami Pauliego, czyli operatorami statymi w czasie. W zwiazku
z tym, aby rozwigzac¢ réwnania master, wystarczy pracowac¢ na zaleznych od czasu wartosciach



wtlasnych, co znacznie upraszcza obliczenia. Ponadto wtasciwosci podzielnosci dynamicznych
odwzorowan Pauliego sa dobrze scharakteryzowane. Odwracalna A(t) jest kompletnie dodatnio
podzielna wtedy i tylko wtedy, gdy 7.(t) > 0, a dodatnio podzielna jest wtedy i tylko wtedy,
gdy va(t) + v5(t) > 0 dla wszystkich o # (. W zwiazku z tym stopien niemarkowowskosci
stowarzyszonej ewolucji jest w petni zakodowany we wskaznikach dekoherencji.

Coraz wiecej uwagi poswieca sie nieodwracalnym dynamicznym odwzorowaniom Pauliego.
W przypadku takich map propagator nie jest jednoznacznie zdefiniowany, a zwigzany z nim
generator lokalny w czasie ma wspotczynniki dekoherencji eksplodujace do nieskonczonosci
[R40]. Przyktady obejmuja uktady dwupoziomowe w dyssypatywnym otoczeniu [R41], uktady
napedzane przez lasery z szumem fazowym [R42, R43] oraz implementacje kwantowych bramek
NOT [R44].

Uogdlnione kanaly Pauliego

Istnieje wiele sposobow wprowadzenia uogélnien kanatow Pauliego dla ewolucji kuditowe;j
[R45, R46], [P11] w zaleznosci od wlasciwosci, ktére maja zostaé zachowane. Wazna cecha
macierzy Pauliego o, jest to, ze ich wektory wlasne {¢éa),¢§a) tworza trzy bazy wzajemnie
nieobcigzone (MUB). Z definicji wynika, ze dwie bazy ortonormalne w H ~ C? sa wzajemnie
nieobcigzone wtedy i tylko wtedy, gdy

\<¢,§“)\¢§5>>\2:;, a# B, k=0,..,d—1. (7)

Zakladajac, ze przestrzen Hilberta dopuszcza maksymalna liczbe d + 1 MUB-6w [R47], co
zachodzi w wymiarach pierwszych i ich potegach, mozliwe jest zdefiniowanie d? — 1 operatoréw
unitarnych

d-1
UCI: _ Z wMPf(a), W — 62m'/d7 (8)

=0
gdzie P,ga) = W,(f))w,(f)y sa projektorami rzedu jeden na wektory baz wzajemnie nieobcigzo-

nych. Operatory te sa nastepnie wykorzystywane w konstrukeji uogélnionych kanaléw Pauliego
Nathansona i Ruskai [R48]

| odod
Alp] = pop + q_1 > pa Y ULpUM, (9)
a=1 k=1

gdzie p, oznacza rozktad prawdopodobienstwa. W alternatywny sposob uogélnione kanaty Pau-

liego mozna zapisa¢ w postaci
d+1

A=ml+ ) 7P, (10)

a=1

z uzyciem d + 1 kanatéw kwantowo-klasycznych

d—1
Bolp] = - P pP. (11)
k=0

Kanaly Pauliego sa odtwarzane dla d = 2. Oprécz wlasnoéci MUB-6w, na wymiary d > 2
przenoszg sie rowniez inne wlasnosci A, takie jak hermitowsko$¢ czy bycie mieszaning kanatow
unitarnych. Co wigcej, réwnania wtasne

AUM =X UF k=1,...,d—1, Al =14, (12)
pokazuja, ze uogélnione kanaty Pauliego sa odwzorowaniami unitalnymi o rzeczywistych, (d—1)-
krotnie zdegenerowanych wartosciach wtasnych
1

Ao = -1 [d(po + pa) — 1] (13)



Wektory wtasne U, podobnie jak w przypadku kanaléw Pauliego, sa operatorami unitarnymi
niezaleznymi od czasu. Kompletnia dodatnio$¢ A jest w peini kontrolowana przez jej warto-
Sci wlasne. Warunki konieczne i wystarczajace sa zadane przez uogdlnione warunki Fujiwary-

Algoeta [R37, R48, R38|.
1 d+1
———— < < in Ag.
1_1 /BZ::I)\g 1—|—drﬁn>lgl>\g (14)

Dynamika kuditu opisywana przez uogélnione kanaly Pauliego A(t) spelniajace réwnania
master z lokalnymi w czasie generatorami £(t) = 2% ~,(t)L, lub jadrami pamieci K (t) =
Z;H;ll ko(t)Lq, gdzie

1

Ea[p] = d

d—1
> ULpULT = (d = 1)p| . (15)
k=1
Analogicznie do przypadku kubitowego, A(t), £(¢) i K(t) maja wspolne (niezalezne od czasu)
wektory wlasne UF. Dlatego rézniczkowe i rézniczkowo-catkowe réwnania ewolucji na operato-
rach ponownie mogg zostac¢ zredukowane do rownan ewolucji na zaleznych od czasu wartosciach
wiasnych. Opracowanie formalizmu matematycznego dla ewolucji A(t) z pamiecia byto jednym z
tematéw mojej rozprawy doktorskiej [P7, P8]. Ze wzgledu na brak ogélnych metod na konstruk-
cje odwzorowan dodatnich znane sa tylko warunki na dodatnig podzielnosé, ktore sa konieczne
lub wystarczajace [P10]. Uogélnione kanaty Pauliego i ich dynamika sa analizowane pod ka-
tem niemarkowowskosci [P7, P8, P10], wiernosci kanalu [P12, P13], szacowania parametréw

[R49, R50] i nieodwracalnosci [R51, R52].
Kanaty fazowo kowariantne

Kanaty Pauliego nie opisuja najbardziej ogdlnej ewolucji kubitu. Oprocz odwzorowan uni-
talnych istnieje duza klasa kanatow kwantowych, ktore unitalne nie sa — to znaczy, ze ich stan
stacjonarny nie jest juz stanem maksymalnie mieszanym. Wazna klasa nieunitalnych kanatow
kwantowych sg odwzorowania fazowo kowariantne ®, ktore spelniaja wlasnosé

vXGB(H),d)GR P 6_i03¢X6w3¢ :e_iUB(b(I)[X]eiagqb. (16)

Innymi stowy, ewolucja zadana przez ® komutuje z ewolucja unitarna U (0)[p] = exp(—iosf)p X
exp(io3f) opisujaca obroty na kuli Blocha. Klasa kanaléw fazowo kowariantnych obejmuje do-
wolng dynamike, ktéra wynika z polaczenia absorpcji energii, emisji energii i ttumienia fazy
[R53, RH4]. Kanaly te zostaly po raz pierwszy przedstawione jako rozwiagzania fenomenologicz-
nych rownan master charakteryzujacych procesy termalizacji i rozfazowania wykraczajace poza
przyblizenie Markowa [R55]. Wyprowadzenie mikroskopowe zostato p6zniej przedstawione dla
stabosprzezonego modelu spin-bozon w przyblizeniu sekularnym [R56].

Najbardziej ogélna postaé¢ kanatu fazowo kowariantnego jest dana przez ® = AU(A), gdzie
[R54, R53]

Alp] = = [T+ Aios3) Trp 4+ Moy Tr(poy) + Moo Tr(pos) + Azos Tr(pos)] . (17)

DN | —

Wartosci A, = 0 odpowiada podklasa kanatéw Pauliego z Ao = \{. Z powyzszej postaci wynika,
ze macierze Pauliego sa wektorami wtasnymi A do wartosci wlasnych A; (dwukrotnie zdegene-
rowanej) i Ag. Ostatnie réwnanie wtasne, A[p.| = p., pokazuje, ze czwarty wektor wlasny jest
stanem stacjonarnym (zachowywanym pod dziataniem A)

1 A
=L . 18
P 2[+1—)\3031 (18)

Jesli A, # 0, wtedy A jest nieunitalne (A[l] # I). Dlatego wtasnosé ta jest w pelni kontrolowana
przez pojedynczy parametr \,. Poniewaz macierze Pauliego sg hermitowskie, A\, A3 i A, sa



liczbami rzeczywistymi. Zadaja one rowniez warunki konieczne i wystarczajace na kompletnia
dodatnios¢ A [R54],
As| + A <1, 4N X2< (14 M)2 (19)

Wazng wtasnoécig kanatéow fazowo kowariantnych jest ich niekomutatywnos$é. Mianowicie, jesli
A1 i Ay sa fazowo kowariantne, to w ogélnosci Ay Ay # AsA;. Podobna nieréwnosé nie wystepuje
dla odwzorowan unitalnych (Pauliego).

Dla fazowo kowariantnych odwzorowan dynamicznych A(t) rozwaza sie réwnania master
z generatorami lokalnymi w czasie L(t) = v (t)Ly + v_(t)L_ + v3(t)L3 lub jadrami pamieci
Kt) =k (t)Ly +k_(t)L_ + k3(t) L3 gdzie

1 1
Lilp] = owpoy — glogox,ph, Lslp] = J(03p03 = p). (20)

W powyzszym réwnaniu or = (07 £ i09)/2 sa operatorami podnoszenia i opuszczania (dra-
binowymi). W przeciwienstwie do przypadku unitalnych odwzorowan Pauliego, tylko trzy z
czterech wektoréw wlasnych nieunitalnego kanatu A(t) sa niezalezne od czasu. Ponadto jeden
z wektoréw wtasnych, a mianowicie stan stacjonarny p,(t), zalezy od czasu, mimo ze jego war-
tos¢ wtasna jest stata. Pomimo wiekszej ztozonosci, rownania master dla odwzorowan fazowo
kowariantnych mozna nadal sprowadzi¢ do réwnan na funkcjach: wartosciach wlasnych A (),
A3(t) i parametrze nieunitalnosci A, (t).

Z postaci L(t) wynika, ze generator obejmuje ttumienie amplitudy (v4(t) = ~3(t) = 0),
odwrotne ttumienie amplitudy (y_(¢) = v3(t) = 0), uogélnione ttumienie amplitudy (v3(t) = 0)
i ttumienie fazy (v4(t) = 0) [R2]. Ogdlne warunki na kompletnie dodatnia podzielnosé¢ dla A()
to v+ (t) > 0, v3(t) > 0. Warunki konieczne i wystarczajace na dodatnia podzielno$¢ nie sa
jeszcze znane, natomiast czedciowe wyniki zostaly przedstawione w pracy [R54].

Cele badawcze

Moje artykuly naukowe zawieraja teoretyczne rozwazania w potaczeniu z dyskusja poten-
cjalnych zastosowan doswiadczalnych. W swoich badaniach wykorzystuje zaawansowane metody
fizyki teoretycznej i matematycznej z zakresu kwantowej teorii informacji oraz teorii otwartych
uktadow kwantowych w celu poszerzenia wiedzy na temat wtasnosci i implementacji wybranych
odwzorowan kwantowych. Wéréd uzywanych narzedzi matematycznych znajduja sie elementy
algebry operatorowej, analizy matematycznej, geometrii riemannowskiej oraz teorii transformat
Laplace’a. Moje gtéwne cele badawcze zostalty wymienione ponizej.

(1) Geometria na przestrzeni kanatéw kwantowych. Dokonano geometrycznej charakteryzacji
odwzorowan dodatnich i kompletnie dodatnich zachowujacych $lad. Ilosciowe wyniki dla
wzglednych objetosci pozwalajg na okreslenie wtasciwosci losowych kanatow kwantowych.

(2) Klasyczne mieszaniny odwzorowan dynamicznych. Analizowane sa wypukle kombinacje
odwzorowan dynamicznych, wykraczajace poza mieszaniny poétgrup markowowskich, od-
wzorowan odwracalnych, a wreszcie odwzorowan komutatywnych. Udowodniono niewy-
puktosé dla zbioréw odwzorowan dynamicznych, ktore sg markowowskie, niemarkowow-
skie, nieunitalne, komutatywne i nieodwracalne. Pétgrupe markowska mozna odtworzy¢
z mieszanin odwzorowan silnie niemarkowowskich.

(3) Poprawa wlasciwosci komunikacyjnych kanaléw za pomocg szumdw. Korzystny wplyw
dekoherencji i klasyczne szumy sg wykorzystywane do poprawy pojemnosci klasycznej i
innych miar wydajnosci kanatéw kwantowych. W przypadku klasycznej pojemnosci nie-
unitalnos¢ okazuje si¢ lepszym zasobem niz splatanie.

(4) Dalsze uogdlnienia kanatow Pauliego. Wprowadzono kanaly bardziej ogélne niz uogél-
nione kanaly Pauliego poprzez zastapienie baz wzajemnie nieobciazonych operatorami
pomiaru. Tym sposobem otrzymano klase kanaléw symetrycznych w dowolnym wymia-
rze skonczonym.



4.2.2 Wiyniki i opis opartych na nich publikacji

Prace wchodzace w sktad mojego osiagniecia habilitacyjnego dotycza analizy teorii i zastoso-
wan kanatéw Pauliego, uogdlnionych kanaléw Pauliego oraz kanatéw fazowo kowariantnych.
W swoich publikacjach czesto rozwijalam wyniki uzyskane w poprzednich pracach. Z tego po-
wodu zdecydowatem sie uporzadkowaé publikacje tematycznie, a nie chronologicznie. Tematy
odpowiadaja liscie celéw badawczych przedstawionych w czesci wstepnej.

Geometria na przestrzeni kanaléw kwantowych

Prace nad kanatami Pauliego rozpoczetam podczas doktoratu. Moj pierwszy opublikowany
artykul dotyczy?t bistochastycznej ewolucji kubitow na rozmaitosci funkcji Kéahlera [P6] (wyni-
ki uogélnione w [P9]). Byl to poczatek moich zainteresowan geometria kanatéw kwantowych,
ktore pozniej kontynuowatem podczas stazu w Niemczech. Niniejsza seria artykutow zostata za-
inspirowana badaniami prowadzonymi w grupie prof. Waltera Strunza, ktorych wyniki zostaty
opublikowane w artykule o geometrii gaussowskich kanaltéw kwantowych [P5]. Odwzorowania
gaussowskie sg zdefiniowane na uktadach zmiennych ciaglych, ktorych przestrzen Hilberta ma
nieskonczenie wiele wymiaréw. W rezultacie objetosci zajmowane przez kanaty kwantowe sa nie-
skonczone. Jednakze wzgledne objetosci — np. kanatéw gaussowskich tamiacych splatanie wsrod
wszystkich kanalow gaussowskich — sg skonczone. Interesujace wlasnosci mozna zaobserwowad
nawet przy niepetnej wiedzy o odwzorowaniach kwantowych. Moim celem byto przeprowadzenie
podobnej analizy dla kanatow Pauliego i ich uogdlnien.

Motywacja do rozwazania wzglednych objetosci odwzorowan kwantowych jest okreslenie
oczekiwanych wtasciwosci losowo wybranego kanatu. Za przyktad moze postuzyé zaszumiona
ewolucja z jedynie czedciowa znajomoscig parametrow ja definiujacych. Zastosowania losowych
kanaléw obejmuja szyfrowanie kubitéw [R57] i supergeste kodowanie [R58]. Poprzez analize
podstawowej geometrii mozliwe jest znalezienie obszaréw zajmowanych przez pozadane klasy
odwzorowan. Wzgledne objetosci interpretuje sie jako prawdopodobienstwo tego, ze dane kanaty
posiadaja okreslone wtasciwosci fizyczne. W szczegdlnosci nawet niekompletne informacje o
ewolucji kwantowej moga by¢ wystarczajace do okreslenia jej cech, takich jak granice minimalnej
entropii wyjsciowej i jej asymptotyczne zachowanie [R59, R60, R61, R62].

Formalizm matematyczny i metodologia sa podobne we wszystkich moich pracach doty-
czacych geometrii. Geometryczne witasnosci odwzorowan dodatnich zachowujacych §lad oraz
kanatéw kwantowych A sg analizowane na rozmaitosci stanéw Choi-Jamiotkowskiego pa. Stany
te wynikaja z jedno-jednoznacznej odpowiedniosci miedzy odwzorowaniami a stanami kwanto-
wymi [R63, R64]. Tensor metryczny definiuje za pomocy iloczynu Hilberta-Schmidta (A|B) =
Tr(A'B), co pozwala mi wyznaczyé element odlegtoéci ds®> = Tr(dps)? i objetosci dV =
vdet g, d A\ W jezyku wartosci wtasnych i parametru nieunitalnosci A, kanatu. Po znale-
zieniu odpowiednich obszaréw catkowania analitycznie wyprowadzam objetosci interesujacych
klas odwzorowan zachowujacych §lad, takich jak odwzorowania dodatnie i kompletnie dodat-
nie, kanaly tamigce splatanie oraz odwzorowania zadane przez fizyczne (ze skonczonymi wspot-
czynnikami) generatory lokalne w czasie. Jesli odpowiednie warunki sa znane, obliczam réwniez
objetosci zajmowane przez kanaty dodatnio i kompletnie dodatnio podzielne.

W moich pracach analizuje geometrie kanatow Pauliego i uogoélnionych kanatéw Pauliego
i kanatow fazowo kowariantnych. Szczegdtowe wyniki uzyskane w kazdej z publikacji zostaty
przedstawione ponizej.

[H1] Geometry of Pauli maps and Pauli channels

Pierwsza praca skupia sie na doglebnej analizie odwzorowan Pauliego, ktore sa dodatnie
i zachowuja $lad. Wzgledne objetosci sa obliczane analitycznie dla kanaléw tamiacych splata-
nie, zadanych przez réwnania master z generatorami lokalnymi w czasie, a takze posiadajacych
pozadane wtasnosci podzielnosci. Dla kazdej podklasy odwzorowan wykreslam obszary catkowa-



nia, w tym czworoscian odwzorowan kompletnie dodatnich oraz osmioscian kanatow tamiacych
splatanie. Wyniki zostaly podsumowane ilociowo na dwoch rysunkach, z ktorych jeden zostat
przedstawiony na Rys. 1. Waznym wynikiem jest potwierdzenie istnienia dwa razy wiekszej
ilosci odwzorowan kompletnie dodatnich niz dodatnich, ale nie kompletnie dodatnich, co zo-
stalo wczedniej stwierdzone dla miary Haara [R65]. Powstaje wiec pytanie o zwigzek miedzy
wzglednymi objetosciami odwzorowan w odniesieniu do réznych metryk.

LEGEND

- positive but not completely positive
trace-preserving (PnCP TP) Pauli maps
- completely positive trace-preserving
Pauli maps (Pauli channels)

- PnCP TP Pauli maps reachable with
a time-local generator

- Pauli channels reachable with

a time-local generator

- entanglement breaking Pauli channels

- entanglement breaking Pauli channels
reachable with a time-local generator

Rys. 1: Ilo$ciowa reprezentacja objetosci odwzorowan Pauliego [H1]. Jeden kwadrat odpowiada obszarowi 1/48.

[H2] Geometry of generalized Pauli channels

Druga praca wykorzystuje bardziej ogélng definicje uogélnionych kanatéow Pauliego niz ta
przedstawiona w rownaniu (10). Mianowicie, za pomoca N < d + 1 baz wzajemnie nieobciazo-
nych mozna skonstruowaé¢ uogélniony kanat Pauliego [R48]

N
A:7TN+1]1+7T0®0+ Zﬂ-aq)ou (21)
a=1

gdzie ®o[X] = Tr(X)I;/d jest kanatem kompletnie depolaryzujacym. Poniewaz konstrukcja od-
wzorowan dodatnich jest problemem otwartym, wykorzystuje warunki konieczne na dodatnio$é¢
do znalezienia gérnego ograniczenie na objeto$¢ uogélnionych odwzorowan Pauliego, ktére sg
dodatnie i zachowuja $lad, dla dowolnych wartosci d i N < d + 1. Ze wzgledu na trudnosci
w wyznaczeniu analitycznych obszaréw catkowania dla nieustalonych N i d, niniejsza praca
koncentruje sie na N = d+ 1 (maksymalna liczba MUB-6w), N = d i N = 3 (minimalna liczba
MUB-6w). W kazdym przypadku wyprowadzam obszary catkowania w taki sposéb, ze mozliwe
jest analityczne obliczenie calek objetosciowych dla uogélnionych kanatéw Pauliego (Veop), pod-
zbioru kanaléw zadanych przez fizyczny generator (Vi) oraz kanaty tamiace splatanie (Vgp).
Jak wida¢ na Rys. 2, objetosci zaleza od wymiaru d. Nalezy zauwazy¢, ze jedyna funkcja, ktora
nie maleje monotonicznie wraz ze wzrostem d jest Vig(d)/Veop(d). W zamian jest to funkcja
rosnaca i dla d — oo zbliza si¢ do 1/e (N =d,d+ 1) lub 1 (N = 3).
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Rys. 2: Graficzne przedstawienie objetosci dla wybranych klas uogélnionych odwzorowan Pauliego zachowuja-
cych $lad, skonstruowanych z trzech (po lewej), d lub d + 1 (po prawej) baz wzajemnie nieobciazonych [H2].

[H3] Geometry of symmetric and noninvertible Pauli channels

W trzeciej pracy stosuje wczesniejsze wyniki do analizy odwzorowan Pauliego, ktore cha-
rakteryzujg si¢ nie wiecej niz dwiema réznymi niezerowymi parametrami. Klasa ta, catkowicie
pominieta w pracy [H1] ze wzgledu na zerowa objeto$¢ w zadanej metryce, obejmuje dwie waz-
ne podklasy: nieodwracalne odwzorowania Pauliego, dla ktoérych co najmniej jedna z trzech
warto$ci wlasnych znika, oraz symetryczne odwzorowania Pauliego, ktorych warto$ci whasne sg
zdegenerowane. Wiele interesujacych kanatéw nalezy do tych kategorii, np. kanaty two-Pauli,
osiowosymetryczne, thumiace faze, depolaryzujace i ekstremalne kanaty tamigce splatanie. Dla
kazdego z przypadkéw przedstawiam obszary catkowania wewnatrz czworo$cianu wszystkich
kanatéw Pauliego — patrz Rys. 3 dla przyktadu odwzorowan nieodwracalnych z niezdegenero-
wanymi wartosciami wtasnymi. Nastepnie analizuje i poréwnuje wzgledne objetosci roznych klas
odwzorowan. Na dwoch zbiorczych wykresach przedstawiam réwniez objetosci dla wszystkich
dodatnich odwzorowan Pauliego zachowujacych slad i podzielnych kanatow Pauliego. Daje to
ilosciowy obraz i intuicje na temat wtasciwosci rozwazanych map. Istnieja pewne istotne roéznice
w stosunku do wynikéw z pracy [H1|, ktére wymieniam i omawiam w odpowiednich sekcjach.
Jednym z przyktadéw jest koniecznosé oddzielnego rozwazenia L-podzielnosci (podzielnosci na
polgrupy) kanaltéw kwantowych, ktora nie zawsze jest réwna kompletnie dodatniej podzielnosci
dla odwzorowan nieodwracalnych.

Rys. 3: Graficzne przedstawienie zakresu wartodci whasnych A1, A2, A3, ktére odpowiadaja kanalom nieodwra-
calnym z dwiema réznymi niezerowymi wartosciami wlasnymi (szare powierzchnie plaskie) [H3]. Od lewej do
prawej wykreélone sg obszary kompletniej dodatnio$ci odpowiednio dla Ay = 0, Ao = 0 i A3 = 0. Ciemnoszare
tréjkaty reprezentuja kanaty, ktére mozna uzyskaé¢ za pomoca generatoréw lokalnych w czasie.

[H4] Geometry of phase-covariant qubit channels

Wiele pytan, na ktore udzielono odpowiedzi w odniesieniu do unitalnych odwzorowan ku-
bitowych, pozostaje bez odpowiedzi w przypadku kanatéw nieunitalnych, wtaczajac w to ich



geometryczng charakteryzacje. W najnowszym artykule odpowiadam na niektére z tych pytan,
rozwazajac kanaly fazowo kowariantne. Podczas gdy podstawowe struktury geometryczne na
rozmaitosci wydaja si¢ podobne do tych dla odzworowan Pauliego, obszary zajmowane przez
kanaty zdecydowanie sie r6zniag. Na Rys. 4 przedstawiam pordéwnanie przestrzeni zajmowa-
nej przez mapy Pauliego i mapy fazowo kowariantne. Wyraznie widaé, ze obszary tamania
splatania posiadajg podobne wtasnosci symetrii, jednak tego samego nie mozna powiedzie¢ o
odwzorowaniach dodatnich ani kompletnie dodatnich. Co ciekawe, wsréd trojparametrowych
odwzorowan odwracalnych wszystkie rozwazane wzgledne objetosci sg wieksze dla map fazowo
kowariantnych niz dla map Pauliego. Podobna zaleznos¢ nie zachodzi dla odwzorowan fazowo
kowariantnych o réznych parametrach nieunitalnosci A., wsréd ktérych A\, = 0 odpowiada od-
wzorowaniom Pauliego ze zdegenerowang warto$cig wtasng. Analiza kanatow tamigcych splata-
nie i kanatéw uzyskiwanych za pomoca generatoréw lokalnych w czasie zostaje przeprowadzana
dla ogdlnych odwzorowan fazowo kowariantnych, jak réwniez dla podklas map nieodwracal-
nych i symetrycznych. Wtasciwosci podzielnosci nie sa rozwazane ze wzgledu na brak znanych
warunkow koniecznych i wystarczajacych.

Rys. 4: Obszary zajmowane przez odwzorowania dodatnie zachowujace $lad (jasnoszary), kanaly kwantowe
(szary) i kanaly lamiace splatanie (ciemnoszary) odpowiednio dla odwzorowan Pauliego (po lewej) [H1] i fazowo
kowariantnych (po prawej) [H4].

Uzyskane przeze mnie wyniki pokazuja, ze tylko niewielki procent kanatéow kwantowych moz-
na uzyskac za pomocg réwnan master z fizycznymi generatorami lokalnymi w czasie. Potwierdza
to koniecznos¢ dalszego opracowywania opisu opartego na jadrach pamieci. W podobny sposéb
stosunek kanaléw podzielnych do niepodzielnych rzuca wiecej Swiatta na ilosci odwzorowan dy-
namicznych, ktore odpowiadaja markowowskiej i niemarkowowskiej ewolucji kwantowej. Moje
wyniki udzielaja czesciowej odpowiedzi na pytanie o zgodno$é miedzy formalizmami kanatéw
kwantowych i odwzorowan dynamicznych wynikajacych z réwnan master.

Klasyczne mieszaniny odwzorowan dynamicznych

Koncepcja mieszanin (lub wypuktych kombinacji) odwzorowan dynamicznych opiera si¢ na
prostym zatozeniu, ze probabilistyczna mieszanina A(t) = pA;(t) + (1 — p)As(t), 0 < p < 1,
dwoch odwzorowan dynamicznych Aq(t), As(t) sama w sobie jest odwzorowaniem dynamicz-
nym. Niniejsza tematyka zdobyta znaczne zainteresowanie po tym, jak zostalo udowodnione, ze
wiecznie niemarkowowska ewolucja kubitéw moze zosta¢ utworzona za pomoca kombinacji wy-
puktej dwdch potgrup Pauliego [R66, R67]. Podczas mojego doktoratu rozszerzytam ten wynik
na ewolucje kuditows, pokazujac, ze pewne mieszaniny potgrup odpowiadajacych uogdlnionym
kanatom Pauliego wytwarzaja odwzorowania dynamiczne z jedna [P7] lub wiecej [P10] wiecznie
ujemnymi wspotczynnikami dekoherencji. Poczatkowo obserwacja, ze niemarkowowskos¢ wy-



tania si¢ z wypuktych kombinacji potgrup markowowskich, wydawata si¢ sprzeczna z intuicja.
PézZniej jednak wykazano, ze niemarkowowsko$¢ mieszanin mozna wyjasni¢ w kategoriach kore-
lacji i przeptywu informacji miedzy uktadem a otoczeniem [R68]. Co ciekawe, zachodzi réwniez
odwrotna zalezno$¢, jako ze w pewnych warunkach zmieszanie dwoch niemarkowowskich ewo-
lucji kuditowych prowadzi z powrotem do pétgrupy markowowskiej [R69].

Mieszaniny kanatéow kubitowych niedawno zostaly zrealizowane do$wiadczalnie przy uzyciu
interferometru Macha-Zendera [R70, R71]. Stany kubitow sa zakodowane w polaryzacji fotonéw
oddzialujacej z czestotliwoscia fotonéw (otoczeniem). Rozdzielacz wiazki, ktorego whasciwosci
podziatu sa scharakteryzowane przez p, dzieli wiazke na dwie galezie. Odwzorowania A;(?)
i Ay(t) dzialaja niezaleznie na pojedynczej gatezi, nim wiazki zostana ponownie potaczone.
Potgrupy markowowskie tworzg zbiér niewypukty, co pozwolito doswiadczalnie wykazaé, ze ich
mieszanina rzeczywiscie moze by¢ niemarkowowska.

W mojej serii artykutow analizuje odpowiednio mieszaniny kanatéw Pauliego, uogélnionych
kanatow Pauliego i kanatéw fazowo kowariantnych. Wykraczajac poza wypukte kombinacje
potgrup markowowskich, rozwazam mieszaniny kompletnie dodatnio niepodzielnych i nieodwra-
calnych (w tym réwniez niepodzielnych) odwzorowan dynamicznych. Wreszcie analizuje nawet
takie odwzorowania, dla ktorych nie zachodzg warunki unitalnosci czy komutatywnosci. Dla
otrzymanych mieszanin konstruuje odpowiednio lokalne w czasie generatory i jadra pamigci.
Nastepnie analizuje ich wtasciwosci niemarkowowskosci w zaleznosci od parametréw mieszania.

[H5] Quantum evolution with a large number of negative decoherence rates

Dodatnie wspoétezynniki dekoherencji v, (t) generatoréw lokalnych w czasie sa zwiazane z
markowowskoscig ewolucji kwantowej. Jednakze warunek v, (t) # 0 réwniez moze prowadzié
do fizycznie dopuszczalnej ewolucji. Interesujacy scenariusz ma miejsce, gdy niektore wspot-
czynniki pozostaja stale ujemne. Znany przyktad dynamiki kubitéw posiada dwa dodatnie
7 (t) = 72(t) = 11 jeden zawsze ujemny 73(t) = —tanht wspélezynnik dekoherencji [R66].
Odpowiedni kanat Pauliego powstaje z prostej mieszaniny dwoch potgrup Markowa

1 2tLq 2tLo
At) = 5 (€241 + e22) (22)
z L, zadanym réownaniem (6). Poniewaz v3(t) < 0, ewolucja ta zostata nazwana wiecznie
niemarkowowskq.

Moéj artykut uogélnia koncepcje wiecznej niemarkowowskosci na przypadek kuditowy. Roz-
wazam wypuklyg kombinacje kompletnie dodatnio podzielnych uogélnionych odwzorowan Pau-

liego
d+1
At) = Z xaew“(t)ﬁo‘, wa(t) >0, (23)
a=1

gdzie L, sa zdefiniowane w rownaniu (15). Wyprowadzono warunki konieczne na dodatnia po-
dzielnos$¢ A(t), ktore staja sie réwniez wystarczajace dla d = 2. Proponuje przyktad mieszaniny,
dla ktorej wszystkie d + 1 wskazniki pozostajg ujemne, ale tylko przez skonczony czas. Nastep-
nie udowadniam, ze rozktad prawdopodobienstwa p,, ktéry pojawia si¢ w reprezentacji Krausa
tej mieszaniny, jest rozwiazaniem réownania p(t) = £(¢)p(t). Co wiecej, przedstawiam warunki
na w,(t) gwarantujace, ze jest to klasyczne réwnanie Pauliego. W szczegdlnosei dla kanatow
Pauliego

bo Do

d b1 D1
— = £(t 24
il (t) . (24)
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z zaleznym od czasu generatorem
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(25)

jest klasycznym réwnaniem Pauliego, jesli w,(t) > 0 oraz wy(t) > 1W(t), gdzie W(t) =
Yot Tata(t).

Jako szczegdlny przypadek rozwazam wypukte kombinacje pélgrup Markowa, gdzie w,, (t) =
w > 0. Przedstawione przyktady posiadaja do d—1 wiecznie ujemnych wspotczynnikow dekohe-
rencji v, (t). Poniewaz kazdy wspotezynnik jest (d — 1)-krotnie zdegenerowany, w rzeczywistosci
otrzymane odwzorowania dynamiczne posiadaja az (d — 1)? zawsze ujemnych wspoélczynnikéw
dekoherencji z d*> — 1 mozliwych. Kazda dozwolona mieszanina potgrup spehia konieczne wa-
runki na dodatnia podzielnos¢, jednak podane sa rowniez przyktady odwzorowan, dla ktorych
zachodzg warunki wystarczajace z pracy [P10]. Na Rys. 5 wykreslam obszar kompletnie do-
datniej podzielnosci A(t) dla d = 3 w zaleznosci od wyboru parametréow mieszania x,. Obszar
ten zostal dla poréwnania zestawiony z sympleksem odpowiadajacym wszystkim mozliwym
wyborom z,. Mozna zaobserwowac, ze obszar kompletnie dodatniej podzielnosci jest stosunko-
wo maty, a zatem wiekszos¢ mieszanin opisuje ewolucje niemarkowowska. Im dalej od $rodka
sympleksu, tym mniejsza swoboda w wyborze x,, ktére nie tamig markowowskosci.

Rys. 5: Zakres parametréw a, sympleksu w d = 3, dla ktérych 7, (t) > 0 w dowolnej chwili czasu ¢ > 0 [H5].

[H6] Markovian semigroup from mixing noninvertible dynamical maps

Dotychczas podjeto kilka prob wyjscia poza wypukte kombinacje potgrup Markowa po-
przez analize mieszanin kompletnie dodatnio podzielnych odwzorowari dynamicznych [H5],
[R72, R73]. Jednakze odwzorowania te byly zawsze odwracalne, co oznacza, ze A~'(t) byta
zawsze dobrze zdefiniowana. Takie podejscie nieumyslnie wyklucza wiele interesujacych ewo-
lucji fizycznych opisywanych przez odwzorowania nieodwracalne. Przyktady obejmuja model
ttumienia amplitudy w rezonansie z lorentzowskim widmem rezerwuarowym [R74], ttumio-
ny dwupoziomowy atom oddziatujacy z polem jednomodowym w modelu Jaynesa-Cummingsa
[R75, R76, R77], dwupoziomowy atom napedzany laserem z szumem fazowym [R42| oraz im-
plementacje kwantowej bramki NOT [R44].



Zmotywowalo mnie to do rozwazenia bardziej ogélnych mieszanin, w ktérych odwracalnosé
mieszanych ze soba odwzorowan nie jest gwarantowana. Mianowicie konstruuje kombinacje

wypukte
d+1

At) =D zala(2), (26)
a=1
uogolnionych odwzorowan Pauliego

Ao(t) = (1 —p(t)1+ f(t)an, 0<p() <1 (27)
Nastepnie udowadniam, ze mieszaniny odwzorowan nieodwracalnych moga sta¢ si¢ odwracalne,
ale nie na odwré6t. Podaje warunki konieczne i wystarczajace na to, by A(t) byta odwracalnym
odwzorowaniem dynamicznym, ktore zalezy tylko od kresu dolnego funkcji A(¢) oraz min, z,
(zo # 0). Pokazuje to, ze klasyczne mieszanie pozwala pozby¢ sie osobliwosci. Rozwazam réw-
niez specjalng klase mieszanin z k < d identycznymi parametrami z, = 1/k dlaa = 1,...,k
(i zero w pozostatych przypadkach). Przy takim wyborze A(t) ma dwie rézne wartosci wlasne,
ktore moga osiggaé zero w réznych momentach czasu. Przypadek ten mowi, jak nalezy ustali¢
parametry mieszania, aby wygenerowa¢ dodatkowe osobliwosci. Okazuje sie jednak, ze za po-
moca mieszanin mozna nie tylko generowac i usuwaé osobliwo$ci odwzorowan dynamicznych,
ale takze przesuwac je do innych momentéw w czasie. Dobrym przyktadem jest wypukta kom-
binacja dynamicznych odwzorowan Pauliego z =, = 1/3 i oscylujacymi warto$ciami wtasnymi
A(t) = 1—2p(t) — patrz Rys. 6. Co istotne, wszystkie pierwiastki A(¢) sa przesuniete o ten sam
przedzial czasu.

Do gltownych wynikéw artykutu zalicza sie rowniez przypadek usuwania osobliwo$ci poprzez
mieszanie. Analizujac zachowanie lokalnych w czasie generatoréw podczas mieszania odwzoro-
wan dynamicznych, pokazuje zwiazek miedzy wspotczynnikami dekoherencji zwiazanymi z A(t)
oraz A, (t). Proponuje taka parametryzacje d + 1 odwzorowan dynamicznych, ze ich kombina-
cja wypukla jest nie tylko odwracalna, ale réwniez kompletnie dodatnio podzielna (ewolucja
markowowska). W szczegélnym przypadku d 4 1 nieodwracalnych odwzorowan dynamicznych
moze postuzy¢ do skonstruowania pétgrupy markowowskiej (pézniej okazalo sie, ze jedno z tych
odwzorowan moze by¢ odwracalne [R52]).

Na koniec analizuje réwnania master z jadrami pamieci. Okazuje sie, ze kazda wypukta
kombinacja uogélnionych odwzorowan Pauliego jest generowana przez jadro pamieci, w ktérego
definicji znajduje sie rozktad prawdopodobienstwa i pojedyncza funkcja pamieci. Co ciekawe,
odwzorowania dynamiczne, ktorych mieszaning jest potgrupa markowowska, sa rozwigzaniami
rownan master z nieregularnymi (zawierajacymi nieskonczonosci) generatorami lokalnymi w
czasie i jadrami pamieci.

Rys. 6: Wartosci wtasne A, (t) i ich mieszaniny A(t) dla A(t) = cost [H6].



[H7] Non-Markovianity criteria for miztures of noninvertible Pauli dynamical maps

Niniejszy artykul rozszerza wyniki pracy [H6| poprzez scharakteryzowanie stopnia niemar-
kowowskosci dynamicznych odwzorowan Pauliego, ktore powstaja w wyniku klasycznych mie-
szanin nieodwracalnych odwzorowan dynamicznych. Podobna analiza zostata do tej pory prze-
prowadzona tylko dla odwracalnych odwzorowan, w tym dla kombinacji wypuktych potgrup
markowowskich [R66, R67, R72] i odwzorowan kompletnie dodatnio podzielnych [H5], [R73].
Podzielno$¢ odwracalnego A(t) jest w pelni zadana przez wtasnosci zwiazanego z nim propaga-
tora V(t,s) = A(t)A~1(s). Problem staje si¢ bardziej skomplikowany, gdy bierze si¢ pod uwage
roéwniez odwzorowania nieodwracalne, dla ktérych V (¢, s) nie jest jednoznacznie zdefiniowane.

Korzystajac z wynikéw odwzorowan dynamicznych z nierosnacym obrazem [R40, R78], for-
mutuje warunki podzielnosci dla odwzorowan Pauliego. W szczeg6lnosci analizuje stopien nie-
markowowskosci dla mieszanin odwzorowan nieodwracalnych

A(t) = 2 zaha(t), Aa(B)[p] = (1 = p(t))p + p(t)oapoa, (28)

gdzie 0 < p(t) < 1. Okazuje sig, Ze nie istnieja takie dodatnio podzielne A,(t), ktére nie
sa kompletnie dodatnio podzielne. Przyktady A, (t) o kazdym mozliwym stopniu podzielnosci
zostaly przedstawione na Rys. 7. W ogdlnosci odwzorowanie A, (t) jest podzielne, jesli jego
jadro jest niemalejace, co oznacza, ze A(s) =0 == \(t) = 0 dla wszystkich czaséw t > s.

Nastepnie analizuje relacje miedzy podzielnoscia A, (t) i ich mieszanin A(t), dochodzac do
nastepujacych wnioskow.

e Odwzorowania niepodzielne powstaja tylko w wyniku mieszania odwzorowan niepodziel-
nych.

e Mieszaniny odwzorowan podzielnych zawsze dajg w rezultacie odwzorowania podzielne.

e Kombinacje wypukte kompletnie dodatnio podzielnych odwzorowan sg przynajmniej do-
datnio podzielne.

e Nieodwracalnych odwzorowan kompletnie dodatnio podzielnych nie mozna otrzymaé po-
przez klasyczne mieszanie.

e Niepodzielne odwzorowania dynamiczne moga w rezultacie mieszania produkowaé¢ odwzo-
rowania o dowolnym stopniu podzielno$ci.

Dodatkowo warunki konieczne i wystarczajace na kompletnie dodatnig podzielnosé¢ zaréwno
A.(t), jak 1 A(t), uogdlniaja warunki z artykutu [R67] dla odwzorowan odwracalnych.
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Rys. 7: Przyktady nieodwracalnych A, (t), ktére sa niepodzielne (niebieski), kompletnie dodatnio podzielne
(czerwony) i podzielne, ale nie kompletnie dodatnio podzielne (zielony).

Niniejsza publikacja zawiera wiele pouczajacych przyktadow, w tym posta¢ lokalnego w
czasie generatora dla nieodwracalnego odwzorowania dynamicznego, ktore jest dodatnio, ale



nie kompletnie dodatnio, podzielne. Co ciekawe, wszystkie wspoétczynniki dekoherencji tego
generatora eksploduja do 0o w tym samym momencie, podczas gdy sumy ich par sa zawsze
skonczone.

[H8] Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps

W tym artykule analizuje¢ zachowanie klasycznych mieszanin dynamicznych odwzorowan
kubitowych, ktore w ogodlnosci nie sa unitalne. Podczas gdy kombinacje wypukte unitalnych
kanatow sa zawsze unitalne, analogiczna zalezno$¢ nie zachodzi dla kanatéw nieunitalnych.
Przedstawione zostaja warunki, po spetlieniu ktorych nieunitalne kanalty fazowo kowariantne
tworzg mieszanine unitalng. Pokazuje rowniez, ze kanaly fazowo kowariantne moga powstaé z
wypuktych kombinacji kanatow, ktére fazowo kowariantne nie sa.

Bardziej szczegdtowo rozwazam mieszaning potgrup markowowskich

A(t) _ x1€2w1£+t + w262w2£,t + $3€2w3£3t, (29)

gdzie w,, > 0, a generatory sa zdefiniowane przez réwnanie (20). Nalezy zauwazy¢, ze L1 opisu-
ja ttumienie amplitudy i odwrotne ttumienie amplitudy, podczas gdy L3 odpowiada ttumieniu
fazy. Mimo ze réwnanie (29) zostato skonstruowane w analogii do mieszanin markowowskich
potgrup Pauliego, nie jest mozliwe uzyskanie ewolucji wiecznie niemarkowowskiej ani nawet nie-
markowowskiej. Wszystkie mieszaniny pétgrup ze wzoru (29) sa kompletnie dodatnio podzielne.
Dlatego konieczne staje sie badanie bardziej ogélnych odwzorowan dynamicznych

A(t) = 21 Ay (t) + 22 A_(t) + z3A3(1), (30)
gdzie
A, (1)]X] = ; { {11 (- nf(t))ag} Tr X + 7, (£)(0y Ten X + 03 Tr 02 X) + 12(t)os T a3x} ,
A(1)[X] = ; { []1 (- ng(t))ag} Tr X + 15(t)(01 Te o X + 0 Tr 02 X) + 12(t)os Tt agx} ,
Ag(B)[X] = ; [ITr X + 73(t) (01 Tr oy X + 05 Tr 03 X) + 03 Tr o3 X

(31)

oraz |n.(t)] < 1. Chociaz powyzsze odwzorowanie wydaje sie znacznie bardziej skomplikowa-
ne, poprzedni przypadek mozna odzyska¢ dla prostego wyboru n,(t) = e %', W ogdlnosci
dopuszczalne jest, aby 7,(t) spadto do zera dla skoniczonej chwili czasu. Jedli tak sie stanie,
odpowiadajace jej A, (t) jest odwzorowaniem nieodwracalnym. Niemniej klasyczne mieszaniny
nieodwracalnych A, (t) moga daé¢ w rezultacie odwracalne A(t).

W szcezegdlnym przypadku, gdy n.(t) = n(t), A(t) jest odwracalne wtedy i tylko wtedy,
gdy n(t) > 0. Z tego powodu odwracalne mieszaniny powstaja tylko z odwracalnych Ay (t) i
A3(t). Dzieje sie tak dlatego, ze punkt osobliwosci funkeji A;(t) jest taki sam jak n(t), zas Az(t)
jest zawsze nieosobliwe (A, (%) sa wartosciami wlasnymi A(t)). Ukazuje to kolejna réznice w
porownaniu z wypuktymi kombinacjami kanatow Pauliego, gdzie odwzorowania nieodwracalne
moga w wyniku mieszania da¢ odwzorowania odwracalne (nawet markowowskie).

Co wiecej, w przypadku kanatéw Pauliego jedynie kombinacja wypukta trzech kanaléw
defazujacych produkuje potgrupe markowowska [H6|, z czego co najmniej dwa musza by¢ nie-
odwracalne [R52]. Nieodwracalnosé jest zatem konieczna do utworzenia potgrupy. Zasadniczo
odmienne zachowanie obserwuje sie w przypadku kanatow fazowo kowariantnych, gdzie pétgru-
pa markowowska powstaje jedynie po zmieszaniu dwoch potgrup,

A(t) = my et 4 et (32)

Odwzorowanie A(t) jest uogdlnionym kanatem thumiacym amplitude ze stalymi wspétezynni-
kami dekoherencji v, (t) = 2wz, v_(t) = 2wzxs, 3(t) = 0. Stanowi wiec przyktad potgrupy
markowowskiej, ktora jest mieszaning potgrup.



Nareszcie, zezwalajac na nieunitalno$¢ odwzorowan dynamicznych, wychodze poza rozwa-
zanie wytacznie odwzorowan komutatywnych. Innymi stowy, réwnosé A(t)A(s) = A(s)A(t) nie
zachodzi juz dla dowolnych dwéch momentéw w czasie. W swojej pracy pokazuje, ze Ay(t) i
A3(t) sa komutatywne i znajduje warunki, aby ich mieszaniny A(¢) komutatywne nie byty.

Moje wyniki przedstawiaja réznorodne klasy odwzorowan dynamicznych, ktére mozna uzy-
ska¢ poprzez mieszanie prostych map kwantowych. Rozwazenie najpierw nieodwracalnych, a
nastepnie réwniez nieunitalnych, odwzorowan pozwolito mi zaobserwowac, jak zmieniaja sie
wtlasnodci klasycznych mieszanin w zaleznosci od doboru parametréw mieszania oraz miesza-
nych kanatow. Dalsza analiza pokazuje, ze nie tylko odwzorowania dynamiczne dla ewolucji
markowowskich i niemarkowowskich nie tworzg zbiorow wypuktych. Tak samo jest w przypad-
ku odwzorowan nieodwracalnych, niepodzielnych, nieunitalnych oraz niekomutatywnych.

Mieszaniny kanatéw fazowo kowariantnych zostaja pézniej zastosowane do poprawy wtasno-
Sci transmisji danych z uzyciem odwzorowan dynamicznych [H11, H12], co bardziej szczegdtowo
opisuje kolejny podrozdziat.

Poprawa wlasciwosci komunikacyjnych kanaléw za pomoca szumoéw

Zmnalezienie mozliwych do zrealizowania metod doktadnego przesytania informacji przez ka-
naty kwantowe jest waznym zagadnieniem w kwantowej komunikacji i przetwarzania infor-
macji. Nieunikniony wplyw zewnetrznych szumow jest czesto szkodliwy dla wykonywanych
zadan kwantowych. Aby chroni¢ informacje przechodzace przez zaszumiony kanal, stosowa-
ne sa techniki korekcji, mitygacji lub supresji btedéow [R79, R80]. Kody korekcyjne pozwalaja
na zmniejszenie poziomu bledéw na bramkach logicznych poprzez zakodowanie informacji w
duzej liczbie fizycznych kubitéw. Techniki mitygacji nie wymagaja transmisji nadmiarowych
informacji, tylko znacznie wiekszej liczby pomiaréw. Natomiast supresja btedow wykorzystuje
wiedze o systemie, aby uniknaé¢ potencjalnego wptywu niepozadanych czynnikow. Przyktady
obejmuja podprzestrzenie wolne od dekoherencji (DFS) [R81], podsystemy bezszumowe [R82]
i dynamiczne odsprzezenie [R83].

Alternatywnie, zamiast probowaé zredukowac¢ skutki szumdéw, mozna wykorzystaé¢ go jako
zasob kwantowy. Wezesniej zaobserwowano, ze lokalna dyssypacja moze stanowi¢ wazny zasob
w obliczeniach kwantowych [R84] i inzynierii stanéw [R85]. Do celéw kwantowego przetwarzania
informacji Marshall i in. [R86] opracowali sieci modularne wspomagane rozpraszaniem, aby kon-
trolowaé utrate spojnosci i zgodnosci, podezas gdy Gillard i in. [R87] manipulowali kwantowym
szumem termicznym w celu poprawy wykrywania stanu kubitowego. Efekty pamieci zwiazane z
szumem otoczenia zostaty réwniez wykorzystane do ttumienia poziomu btedow kanatéow kwan-
towych [R88], [P13], [H10]. Lepsza wydajno$¢ mierzona za pomoca wiernosci kanatu, czystosci
stanow na wyjsciu i zdolnosci do zachowania splatania kwantowego osiagnieto poprzez dodanie
szuméw do ewolucji markowowskiej na poziomie jader pamieci w réwnaniach master [R89, R90].

Niniejsza seria artykutow jest kontynuacjg moich badan prowadzonych podczas doktora-
tu, gdzie analizowalam wiernos¢ uogolnionych kanatéw Pauliego. Wiernosé¢ kanatu jest mia-
rg odlegtodci miedzy stanem wejsciowym i wyjSciowym, a zatem miarg odksztalcenia stanu
po przejéciu przez kanal kwantowy. Po wyprowadzeniu analitycznych wzoréw na ograniczenia
wiernosci [P12], pokazatam, jak zwigkszy¢ wiernosé uogdlnionych kanatéw Pauliego poprzez
wprowadzenie niemarkowowskich szuméw do uktadu [P13].

W nastepujacych publikacjach kontynuuje badania nad mozliwosciami poprawy wydajnosci
kanatéw za pomoca korzystnych szuméw. Wykorzystujac sumy jader pamieci i klasyczne mie-
szaniny odwzorowan dynamicznych, przedstawiam sposoby na polepszenie wtasciwosci trans-
misyjnych uogoélnionych kanatéw Pauliego oraz kanatéow fazowo kowariantnych. Analizowane
przeze mnie miary obejmuja wierno$¢ kanatu (odksztatcenie miedzy stanami wejscia i wyjscia),
maksymalng czystosé¢ na wyjsciu (odchylenie od stanu czystego) oraz pojemnosé klasyczna
(maksymalna szybkosé doktadnego przesytu klasycznych informacji).



[H9] Classical capacity of generalized Pauli channels

Podstawowym problemem w kwantowej komunikacji jest znalezienie maksymalnej szybkosci
przesytu klasycznych i kwantowych informacji, ktére moga zosta¢ niezawodnie transmitowane
przez dany kanal kwantowy. Szybko$é¢ ta nazywana jest pojemnoscig kanatu, a jej znajomosé
jest wazna z punktu widzenia obliczen kwantowych i korekcji btedéw. Klasyczne kanaly moga
przesytaé tylko jeden rodzaj informacji, zatem definicja ich pojemnosci jest jednoznaczna. W
przypadku kanaléw kwantowych sytuacja jest bardziej skomplikowana. Jesli jednak odwzoro-
wanie kwantowe jest uzywane do przesylania tylko klasycznych informacji, wystarczy znaé jego
pojemnosé klasyczna [R91, R92|. Znalezienie doktadnej wartosci stanowi problem nietrywialny,
poniewaz wymaga obliczenia asymptotycznej granicy pojemnosci Holevo x(A) przy nieskoncze-
nie wielu uzyciach kanatu. Co wiecej, pojemnos¢ Holevo oblicza sie, wyznaczajac maksimum
wyrazenia entropicznego po wszystkich mozliwych ansamblach separowalnych stanow wejscio-
wych [R91, R92]. Wzory ulegaja znacznemu uproszczeniu, jesli x(A) jest stabo addytywne
(x(A® A) = 2x(A)) [R93]. Wtasnosé ta zachodzi dla odwzorowan kowariantnych wzgledem
nieredukowalnych reprezentacji unitarnych grup skonczonych, do ktérych naleza uogoélnione
kanaty Pauliego [P10].

W tej pracy wyprowadzam analityczne wzory na dolne i gérne ograniczenie pojemnosci
Holevo dla uogoélnionych kanatéw Pauliego. Stosuje metody opracowane dla kanatéow Weyla
w [R94, R95], wpierw uogdlniajac je na przypadek wieloczastkowych kanatéw Weyla. Udo-
wadniam, ze ograniczenia pojemnosci sg faktycznie osiagalne i proponuje odpowiednie stany
kwantowe. Nastepnie pokazuje zwiazek miedzy tymi ograniczeniami a entropia Shannona kla-
sycznych wektorow prawdopodobienstwa. Okazuje sie, ze tylko dolne ograniczenie pojemnosci
Holevo jest stabo addytywna. Jesli jednak dolna i gérna granica sa identyczne, to pojemnosé
Holevo jest réwna klasycznej pojemnosci kanatu. Otrzymuje analityczne wzory na klasyczna
pojemnos¢ dla dwoch nowych klas uogélnionych kanatow Pauliego. Warunkiem jest posiadanie
przez te kanaly warto$ci wtasnych A\, o tym samym znaku, w tym co najmniej d o réownej
wartosci, a wiec {A1,..., Aar1} = {Ag, ..., Ag, A}. Formuta na klasyczna pojemnos¢ sprowadza
sie wowczas do

cm):1+QZ”Amu+«d—nM+wd—nl A
gdzie A = min, A\, dla A\, < 0 oraz A = max, A\, dla A\, > 0. Wiecej uwagi poSwiecam analizie
pojemnosci kanatow Pauliego, ktérej wartosé zalezy tylko od wartosci wlasnej A\, o najwiek-
szym module. Dla ewolucji kubitéw istnieje prosta zalezno$¢ miedzy klasyczng pojemnosciag a
ekstremami wiernosciami kanatu na stanach czystych. Na koniec pokazuje, ze jesli dynamiczne
odwzorowanie Pauliego jest odwracalne i dodatnio podzielne, to jego klasyczna pojemnos¢ jest
monotonicznie malejaca funkcja czasu.

In1 — A]. (33)

[H10] Engineering classical capacity of generalized Pauli channels with admissible memory ker-
nels

Korzystajac ze wzoréw wyprowadzonych [H9], rozpatruje metody wykorzystywania szuméw
dekoherencji do zwiekszenia klasycznej pojemnosci uogélnionych kanaléw Pauliego. Efekty pa-
mieci sa wprowadzane do ewolucji Markowa poprzez rownania master z jadrami pamieci [R88]

K(t) = 6(t) L + K(t). (34)

W powyzszym wzorze L jest generatorem potgrupy markowowskiej, a K(¢) to czysto nielokalne
jadro pamieci (co oznacza, ze nie zawiera delty Diraca §(t)). Warto zauwazy¢, ze zaréwno L,
jak 1 K(t), odpowiadaja fizycznie dozwolonym ewolucjom kwantowym. Addytywnos$¢ czysto
lokalnych i nielokalnych jader zostata rozwazona w [R88], [P13], gdzie wykazano, ze wiernosé
kanatu dla ewolucji niemarkowowskiej moze tymczasowo wzrosnaé¢ powyzej wiernosci pétgrupy
markowowskiej.



W swoim artykule analizuj¢ ewolucje zadang przez potgrupe markowowska AM(t) = et£ z
izotropowym generatorem £ = v ¢! £, . Niemarkowowskie szumy reprezentuje poprzez od-
wzorowania dynamiczne, ktore sa nieodwracalne, ale nie posiadajg niemalejacych jader. Ozna-
cza to, ze przynajmniej jedna z ich wartosci wlasnych znika w pewnym skonczonym czasie
t., ale nie pozostaje réwna zeru. Takie odwzorowania dynamiczne sg niepodzielne, a zatem
odpowiadajaca im ewolucja jest niemarkowowska [R40]. Dobry przyklad stanowi AN(t), ktére
rozwigzuje réwnanie master ze stalym jadrem pamieci K(t) = w?Ly,1. Nawet jesli AM(¢) i AN(#)
sa zawsze kompletnie dodatnie, kombinacja dwoch fizycznych jader pamieci K (t) niekoniecznie
produkuje fizyczne odwzorowanie dynamiczne A(t). Znajduje dodatkowe warunki, ktére musza
zostaé spelnione, i wyznaczam dolng granice klasycznej pojemnosci Clow[A(t)] = max, cq(1),
gdzie

1+ (d - DAa(t)
d

1— \a(t)

calt) = Il + (d — Dha(®)] + (d— 1) [l — \a()].  (35)

Dla d = 2, Ciow[A(t)] = C[A(t)], c1(t) = ca(t), a c3(t) = C[AM(t)] jest klasyczna pojemnoscia
pétgrupy Markowa. Stad, gdy ci(¢) > c3(t), obserwuje wzrost pojemnosci dla uktadu z dodat-
kowymi szumami. Przypadek ten zostat przedstawiony na Rys. 8. Analogiczne wyniki uzyskuje
sie dla ewolucji kubitowej i kutritowej po zastapieniu statego jadro przez K(t), ktérego wartosci
wlasne zanikaja eksponencjalnie.

- es(t)
— ()| T

Rys. 8: Funkcje c;(t) = ca(t) (czerwony) i c3(t) (zielony) dla ewolucji kubitowej z v = 2/s i w = 2/s. Klasyczna
pojemnoéé A(t) jest wieksza niz pojemnosé AM(t) zawsze wtedy, gdy ci1(t) > c3(t) [H10].

Nastepnie wykraczam poza przypadek potgrupy, rozwazajac kompletnie dodatnio podzielne
odwzorowania dynamiczne AM(t). Poniewaz odpowiadaja one lokalnym w czasie generatorom
o dodatnich wspoétczynnikach dekoherencji, najbardziej naturalnym sposobem wprowadzenia
szuméw byloby dodanie do niego generatora LN(f) ewolucji niemarkowowskiej (vY(t) # 0).
Wtedy odwzorowanie A(t) bytoby generowane przez L(t) = LM(t) + LN(t). Rozwiazanie A(t) =
AM(#)AN(t) jest ztozeniem dwoch (komutatywnych) uogélnionych odwzorowan Pauliego. Ponie-
waz jednak wartoéci whasne AM(t) sa nieujemne, zawsze sa one wigksze niz wartoéci whasne A(t).
W takich sytuacjach zwigkszenie klasycznej pojemnosci kanatu nie jest mozliwe. W zwiazku z
tym, zamiast rozpatrywaé¢ sume generatoréw, rozwazam bardziej ogolng forme jadra pamieci
K (t). Mianowicie, zastepuje generator polgrupy £ jadrem pamieci K(t), ktore odpowiada tej
samej ewolucji, co lokalny w czasie generator L£(t). Wtedy réownanie (34) zostaje zastapione
przez K(t) = R(t) + K(t), gdzie R(t) i K(¢) odpowiadaja kolejno dynamice markowowskiej i
niemarkowowskiej.

Jako przyktad analizuje ewolucje markowowska z lokalnym w czasie generatorem

d+1

> L. (36)
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Tym razem odpowiadajace mu jadro pamieci £K(t) ma zaréwno czesé lokalna, jak i nielokalna.
Szum niemarkowowski jest ponownie opisywany przez K(t) z wyktadniczo malejacymi warto-
Sciami wlasnymi. Raz jeszcze daje si¢ zaobserwowaé tymczasowy wzrost pojemnosci kanatu.
W przeciwienstwie do przyktadéw z pétgrupa, maksymalny wzrost nie wystepuje w pierwszym
momencie zwickszenia klasycznej pojemnosci. Niemniej jednak wyniki dla pétgrup i odwzoro-
wan kompletnie dodatnio podzielnych sg jakosciowo takie same. Pokazuje to, ze czasowy wzrost
pojemnosci kanalu moze by¢ bardziej ogbdlng cechg niz poczatkowo przewidywano.

[H11] Adjusting phase-covariant qubit channel performance with non-unitality

Niniejszy artykul udowadnia, ze wydajnos¢ transmisji danych mozna zwiekszy¢é poprzez
wprowadzenie nieunitalnosci kanatéow kwantowych. Pokazuje to na przyktadzie kubitowych ka-
natéw fazowo kowariantnych, mierzac odksztatcenia miedzy stanami wejéciowymi i wyjsciowymi
za pomoca wiernosci i czystosci kanatu. Przedstawiam wyprowadzenia analitycznych wzorow
na minimalng i maksymalng wierno$é kanatu dla stanéw czystych [R96, R97], a takze na mak-
symalna czysto$¢ wyjsciowa zdefiniowang przy uzyciu p-normy Schattena [R1, R98]. Co wazne,
te ekstremalne wartosci sg osiagalne przez kanaty na odpowiednio dobranych stanach czystych.
Dodatkowo rozwazam miary zgodnosci i splatania formowania [R99, R100], ktore okreslaja ewo-
lucje splatania, gdy polowa stanu maksymalnie splatanego jest przesytana przez kanalt fazowo
kowariantny.

Wspomniane miary wiernosci, czystosci na wyjsciu i splatania wszystkie zalezg od wartosci
wlasnych kanatu \;, A3 oraz parametru A\, odpowiedzialnego za nieunitalnos¢. Aby unikngé
wplywu innych czynnikéw, poréwnuje wyniki dla kanatéw fazowo-kowariantnych o tych samych
warto$ciach wtasnych, ale r6znym stopniu nieunitalnosci

N = L

IR Pt (37)

Dwa skrajne przypadki to kanaly unitalne (Pauliego) Ay i maksymalnie nieunitarne Ay, gdzie
NU(Ay) = 0 oraz NU(Ayy) = 1. Kanal A z wartosciami posrednimi NU(A) jest konstruowany
za pomoca kombinacji wypuktych

A= (1-p)Av + pAxu, 0<p<l, (38)

ktére dzielg warto$ci wlasne zarowno z Ay, jak i Ayy. W tym przypadku rozktad prawdopo-
dobienstwa p moze by¢ interpretowany jako klasyczny szum, ktory okazuje sie korzystny dla
pewnych wlasnosci kwantowej ewolucji. Okazuje sie, ze odwzorowania unitalne osiaggajg najgor-
sze wyniki dla kazdej analizowanej miary z wyjatkiem minimalnej wiernosci kanatu. Dla miary
zgodnosci obserwuje zarowno wydtuzony czas zycia splatania, jak i przyspieszone odrodzenie si¢
po nagtej Smierci. Co wiecej, analizowane miary kanatu monotonicznie maleja wraz ze wzrostem
jego stopnia nieunitalnosci. Innymi stowy, im bardziej A zbliza sie do bycia kanalem unitalnym,
tym mniejszy wzrost odpowiedniej miary.

Szczegbdlng uwage poswiecam analizie ewolucji uogélnionych kanatéow ttumigcych amplitude
o wartosciach wtasnych, ktore zanikaja wyktadniczo lub oscyluja. Rezultaty uzyskane dla wy-
boru A\;(t) = cost, A3(t) = cos®t i \.(t) = psin®t zostalty wykre§lone na Rys. 9. Miary kanatu
wykazuja podobne zachowanie oscylacyjne, z tg réznica, ze okresowo$¢ maksymalnych czystosci
na wyjsciu v, Vs jest dwa razy mniejsza. Im wyzsza warto$¢ NU(A) = p, tym mniejsza mini-
malna wiernos$¢ fui, 1 wieksza maksymalna wierno$é¢ fi.x, jak rowniez 15 oraz v,, w ustalonej
chwili czasu. Dodatkowo, fiax, V2 1 Vs 0Osiggaja maksymalng wartos¢ rowng 1 dla p = 1. Jedyna
funkcja, ktéra spada do zera, jest fuin[Au(t — o0)] dla m + 2k, niezaleznie od wyboru p, a
nastepnie takze dla 7/2 + 2kw i 3w /2 + 2k, jesli p = 0.
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Rys. 9: Wykresy oscylujacych wartosci wlasnych kanatu reprezentujace ewolucje minimalnej wiernoéci (a),
maksymalnej wiernosci (b), maksymalnej 2-normy wyjéciowej (¢) i maksymalnej co-normy wyjsciowej (d). Krzy-
we odpowiadaja mieszaninom kanaléw z p = 0 (czerwony), p = 0.5 (fioletowy), p = 0.7 (niebieski) i p = 1
(brazowy) [H11].

Waznym wynikiem jest pokazanie, ze zwiekszong wydajnos$¢ kanatow nieunitalnych mozna
zaobserwowaé¢ w kazdym momencie. Stanowi to nowo$¢ w poréwnaniu z poprzednimi pracami
nad tlumieniem szumu poprzez przeciwdziatanie jego skutkom za pomocg innej formy szumu
[R88], [P13], [H10], gdzie korzystne efekty byty jedynie tymczasowe.

[H12] Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary state manipula-
tion

Stany stacjonarne to takie stany kwantowe, ktore sa zachowywane przez ewolucje kwanto-
wa. W przypadku kanalu kwantowego oznaczajg takie stany, ktére na wejsciu i na wyjsciu sg
identyczne. Stany stacjonarne moga by¢ zalezne od czasu, a czasami jest ich wiecej niz jeden
na dany kanal. W tym artykule rozwazam kanaly fazowo kowariantne charakteryzowane przez

AM=p(l—2Xy), —1<p<1l, A3>0. (39)

W ten sposob zaréwno stopien nieunitalnosci kanatu NU(A) = |p|, jak i jego stan stacjonarny
px = diag(1 + p, 1 — p)/2, mozna tatwo kontrolowaé przy pomocy pojedynczego parametru p.
Analogicznie jak w pracy [H11], rozwazam kanaly kwantowe

A = (1= |p])Au + [p|ANy (40)

powstajace w wyniku zmieszania kanalu unitalnego (Pauliego) Ay z kanalem maksymalnie
nieunitalnym A§U. Wszystkie te odwzorowania posiadaja wspolne wartosci wtasne oraz trzy
wspolne wektory wtasne oy, 09, 03, ale rézne stany stacjonarne,

Ayl =T, AZ[l0)0]] = 10)(0],  AxulI1){1[] = [1)(1

W szezegbdlnoéci A* obejmujg caly klase kanaléw fazowo kowariantnych zadanych réwnaniem
(39). Odwzorowania dynamiczne sa konstruowane poprzez zakodowanie calej zaleznosci czaso-

. (41)



wej w funkcjach A, (1), zachowujac parametr p staly w czasie. Réwnania master dla takich mie-
szanin wykazuja pewne interesujace wtasnoéci. Mianowicie, odwzorowania dynamiczne A*(#)
powstaja z klasycznych mieszanin rozpatrywanych na poziomie odwzorowan dynamicznych,
lokalnych w czasie generatoréw lub jader pamieci. Innymi stowy, jesli Ly(t) i L5 (t) sa odpo-
wiednio generatorami Ay(t) i Ay (t), to generatorem A*(t) jest

L) = (1= [phLu(t) + [pl LN (t) (42)

(i analogicznie dla jader pamieci). Nie jest to powszechna wlasnosé, gdyz relacje miedzy réw-
naniami master a odwzorowaniami dynamicznymi sg zwykle bardziej ztozone. Aby udowodnic¢
powyzsza wlasnosé dla réwnan master z jadrami pamieci, najpierw opracowuje opis ewolucji
kanatow fazowo kowariantnych z uzyciem jader pamieci, podajac warunki wystarczajace na
fizycznie dopuszczalne jadra oraz przyktady ich konstruowania.

W gltownej czesci artykutu sprawdzam, jak wyboér stanu stacjonarnego wptywa na klasyczne
pojemnosci kanatu. Analize przeprowadzam dla uogélnionych kanatéw ttumigcych amplitude
A(t) z M\i(t) = cost, \3(t) = cos?t oraz \.(t) = |p|sin®t, dla ktérych znana jest pojemnosé
Holevo i klasyczna pojemno$é¢ wspomagana splataniem. Dla wyktadniczo zanikajacych i oscy-
lujacych wartosci wtasnych wyznaczam wspomniane pojemnosci dla r6znych dodatnich wartosci
p (ze wzgledu na symetrie p — —p [R101, R102]). W przypadku kanaléw nieunitalnych koniecz-
ne sg rozwazania numeryczne ze wzgledu na uwiktane funkcje pojawiajace sie we wzorach na
pojemnosé. Zwiekszajac stopien nieunitalnosci odwzorowan, udowadniam, ze dochodzi do bez-
wzglednego wzrostu zarowno pojemnoéci Holevo, jak i pojemnos$ci wspomaganej splataniem.
W przypadku kanatow nieunitalnych dolna granica klasycznej pojemnosci chwilowo przekracza
nawet pojemnos¢ wspomagana splataniem kanatéw unitalnych, co przedstawiono na Rys. 10.
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Rys. 10: Wykresy przedstawiajace ewolucje ograniczen na klasyczng pojemnosé dla uogdlnionych kanatéw
tlumigcych amplitude charakteryzowanych przez wykladniczo zanikajace (po lewej) i oscylujace (po prawej)
funkcje A(t). Kolorowe krzywe odpowiadaja pojemnosci wspomaganej splataniem dla p = 0 (fioletowy) oraz
pojemnosci Holevo dla p = 2/3 (zielony), p = 0.9 (niebieski) i p = 1 (czerwony) [H12].

Analogiczne wyniki dla ograniczen klasycznej pojemnosci zostaja nastepnie wyprowadzone
dla uogélnionego przesunietego kanatu depolaryzujacego A(t) o wartosciach whasnych A\ (t) =
A3(t) = A(t) i parametrze nieunitalnosci A\ (t) = p(1 — A(¢)) [R103]. Mozna wiec wnioskowad,
ze wzrost pojemnosci z nieunitalnoscig jest ogdlng wlasciwoscia fazowo kowariantnych kanatow
kubitowych. Ponadto nieunitalno$¢ okazuje si¢ by¢ waznym zasobem kwantowym do celow
przesytania informacji, poniewaz pomaga w generowaniu wickszych pojemnosci kanatow niz
kwantowe splatanie.

Moje wyniki dowodza, ze rézne rodzaje szumu mogg zostaé wykorzystane do inzynierii
kanatow kwantowych o zwigkszonych parametrach transmisji danych mierzonych za pomoca
wiernoéci kanatu, maksymalnych czysto$ci wyjsciowych, splatania formowania oraz klasycz-
nych pojemnosci. W szczegoélnosci szumy zwiazane z dekoherencja zaimplementowane poprzez



sumowanie jader pamieci pozwalaja na tymczasowe zwigkszenie wydajno$ci odwzorowan uni-
talnych, takich jak kanaty Pauliego i uogélnione kanaty Pauliego. W przypadku kanatéw fazowo
kowariantnych klasyczny szum moze zosta¢ wykorzystany do wprowadzenia nieunitalnosci ka-
natu i poprawy jego wydajnosci w kazdej chwili czasu. Wzrost klasycznej pojemnosci jest na
tyle znaczacy, ze moze nawet przewyzszaé¢ klasyczng pojemno$¢ wspomagang splataniem dla
kanatow unitalnych.

Dalsze uogdlnienia kanatéw Pauliego

W uogélnieniu kanatow Pauliego na odwzorowania kuditowe kluczowa role odgrywaja ba-
zy wzajemnie nieobciazone (MUB). Z definicji sa to takie ortonormalne bazy wektorowe, ze
prawdopodobienstwo przejscia miedzy dowolnymi dwoma wektorami z réznych baz jest state.
Wzajemne nieobciazenie jako koncept moze zostaé¢ rozszerzone na operatory pomiaru. Kalev
i Gour [R104] wprowadzili pojecie pomiaréw wzajemnie nieobciazonych (MUM) {Pka) Lo =
I,...,d+1;k =0,...,d— 1}, ktére sa d 4+ 1 zbiorami dodatnich operatoréw sumujacych sie
do operatora jednostkowego, zawierajacymi projektory na wektory MUB-6w jako szczegdlny
przypadek pomiaréw projekcyjnych.

[H13] Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements
Pomiary wzajemnie nieobcigzone sa nieprojekcyjnymi uogélnieniami MUB-6w, a zatem ide-

alnymi kandydatami do zastgpienia ich w definicji uogélnionych kanatéw Pauliego Nathansona
i Ruskai [R48]. W ten sposob zachowana zostaje posta¢ kanatu

d+1
A =moll + Z TaPeq, (43)
a=1
ale z &, zadanymi przez
d—1
®a[X] =Y BV T (X PY). (44)

k=0
W przypadku MUB-6w formuty z réwnan (11) i (44) sa matematycznie réwnowazne. Jednak
tylko w réwnaniu (44) zastapienie projektoréw przez pomiary uogélnione nie wptywa na kom-
pletnig dodatnio$¢ ani na zachowanie sladu ®,. Co wazne, znana jest metoda konstrukeji A w
wymiarach ztozonych tylko dla pomiaréw nieprojekcyjnych.

W moim artykule proponuje powyzsze uogélnienie kanatéw Pauliego przy uzyciu pomiarow
wzajemnie nieobcigzonych. Analizuje wtasciwosci zaréwno A, jak i @, w tym réwnania wtasne,
warunki na kompletnig dodatnio$¢ oraz warunki na tamanie splatania. Dla uogoélnienia kanatéw
Pauliego wyprowadzam maksymalng miare czystosci na wyjsciu i pokazuje, ze jest ona multi-
plikatywna (v(A ® Q) = v(A)v(Q2) dla dowolnego kanalu kwantowego Q) wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest skonstruowane z MUB-6w. Podaje réwniez przyktady kanatéow, w ktorych MUM-y
sg zbudowane z macierzy Gell-Manna i obserwabli Heisenberga-Weyla.

Uogolnione kanaty Pauliego znalazly szerokie zastosowanie w teorii otwartych uktadow
kwantowych i niemarkowowskosci. Za ich pomoca skonstruowano klasyczne mieszaniny o du-
zej liczbie ujemnych wspoétczynnikéw dekoherencji. W kwantowym przetwarzaniu informacji
zostaly one wykorzystane do pokazania, ze szumy moga poprawia¢ wtasciwosci transmisyjne
kanatow kwantowych, takie jak wierno$¢ kanatu, czystos$é na wyjsciu, a nawet klasyczna po-
jemnos¢. Wierze, ze moje uogdlnienie z uzyciem pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych okaze
sie rownie uzyteczne. Na chwile obecng w kwantowej teorii informacji odwzorowania dodatnie
skonstruowane z MUM-6w z powodzeniem wykrywaja splatanie zwiazane [P2]. Wlasnosé ta
zostata wezesniej udowodniona dla odwzorowan skonstruowanych z MUB-6w [R105].



4.2.3 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowych

Analiza kanalow Pauliego i ich uogélnien od zawsze byta moim gtéwnym zainteresowaniem
badawczym. Jednak z biegiem lat moja uwage przykuto kilka innych, mniejszych projektow.
W tej sekcji krotko opisuje moje pozostate osiggniecia opublikowane po uzyskaniu stopnia
doktora. Przy blizszym spojrzeniu mozna zauwazy¢, ze odwzorowania liniowe, ktore analizuje w
ponizszych pracach, réwniez uogoblniaja kanaty Pauliego — na dodatnie odwzorowania Pauliego,
na kanaly Weyla (mieszanie unitarne uogélnienie kanatéw Pauliego) dla zmiennych ciaglych
oraz na dodatnie odwzorowania skonstruowane z pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych i ich
uogodlnien (ktére zawieraja uogdlnione kanaty Pauliego jako przypadek szczegdlny). Niemnie]
jednak gtéowny nacisk zostal potozony na kanaly gaussowskie, detekcje splatania i pomiary
kwantowe. W mojej opinii méj wpltyw na wymienione obszary badawcze byt niewystarczajacy,
aby uzasadni¢ wlaczenie ich do osiagniecia habilitacyjnego.

Uogoblnienie symetrycznych operatoréw pomiaru

W kwantowym przetwarzaniu informacji pomiary kwantowe sg kluczowymi narzedziami do
uzyskiwania informacji o stanach kwantowych. Znajduja szerokie stosowania w kwantowej teorii
informacji. Operatory pomiaru reprezentuje sie przez miary z wartosciami w dziedzinie operato-
réw dodatnio okreslonych (POVM) — zbiory operatoréw pétdodatnio okreslonych, ktére sumuja
sie do operatora jednostkowego. Szczegdlnie uzyteczne okazuja sie pomiary informacyjnie kom-
pletne, ktére pozwalaja na wykonanie pelnej tomografii stanu kwantowego [R106]. Wér6d naj-
popularniejszych wysoce symetrycznych operatorow pomiaru wyréznione sa dwie klasy pomia-
réw rzutowych: symetryczne, informacyjnie kompletne (SIC) POVM-y [R107] oraz projektory
na bazy wzajemnie nieobcigzone (MUB-y) [R108, R109]. Co ciekawe, SIC POVM-y i MUB-y
maja wiele wspélnych zastosowan, wliczajac w to kwantowa tomografie stanéw [R110, R111],
kwantowa dystrybucje kluczy [R112, R113| oraz wykrywanie splatania [R114, R115]|. Sa one
réwniez czesto analizowane w tym samym kontekécie [R116, R117, R118, R119]. Wyglada na
to, ze te dwa obiekty sa ze sobg $cisle powiagzane.

[P1] All classes of informationally complete symmetric measurements in finite dimensions

W niniejszym artykule wprowadzam wspoélne uogélnienie SIC POVM-6w i MUB-6w, udo-
wadniajac, ze sa stanowig one dwa szczegolne przypadki bardziej ogdlnej koncepcji: wzajemnie
nieobcigzonych pomiaréw symetrycznych. Mianowicie, rozwazane przeze mnie (N, M )-POVM-y
sq zbiorami N POVM-6w {E,x; k =1,..., M} z nastepujacymi warunkami symetrii:

d
Tl"(Ea,k:> = M’
Tr(Ei,k> =7z,
d— Mz (45)
Tr(EorFEay) =
1"( a,k a,f) M(M_l)a f#k,
d
TI'(Ea k;E,@I) =z = W) ﬁ # «a,
gdzie x jest dowolnym parametrem z zakresu
d ) > d

Jesli x = d?/M?, to powyzsze POVM-y sa pomiarami rzutowymi. Z tego powodu nie istnieja
rzutowe (N, M )-POVM-y dla M < d. Pomiary informacyjnie kompletne wprowadzaja dodatko-
we ograniczenie (M — 1)N = d? — 1 wiazace liczbe POVM-6w N z liczba operatoréw w kazdym
POVM-ie M. Dalsza analiza pokazuje, ze w kazdym skonczonym wymiarze d > 2 istnieja co
najmniej cztery rodziny (N, M)-POVM-6w:



(i) M = d? oraz N = 1 (uogolnione SIC POVMy [R120]),

(i) M =d oraz N =d + 1 (pomiary wzajemnie nieobciazone [R104]),
(iii) M =2 oraz N = d? — 1,
(iv)

Dla ogdélnego przypadku podaje metode konstrukcji pomiaréw z hermitowskich baz ortonor-
malnych. W wymiarze d = 4 znajduje przyktad (3,2)-POVM-a (rodzina (iii)) o maksymalnej
warto$ci x = 2, gdzie operatory pomiaru sg projektorami rzedu 2. Wreszcie wymieniam mozli-
we zastosowania wprowadzonych pomiaréw symetrycznych w entropicznych relacjach nieozna-
czonoéci i wykrywaniu splatania, uogélniajac kryterium ESIC [R115] oraz kryteria oparte o
bazy wzajemnie nieobciazone [R114], pomiary wzajemnie nieobciazone [R121] i uogélnione SIC
POVM-y [R122].

Moje wyniki sugeruja, ze pomiary symetryczne moga potencjalnie znalezé réwnie szerokie
zastosowania teoretyczne i do$wiadczalne, co SIC POVM-y, MUB-y i ich uogélnienia. Zostaty
juz wykorzystane w detekcji splatania do sformutowania ulepszonych kryteriéw separowalnosci
[R123, R124, R125, R126] i konstrukeji swiadkéw splatania zwigzanego [P3]. Niedawno uzyto
ich réwniez do scharakteryzowania entropicznych relacji nieoznaczonosci [R127] i $redniej kohe-
rencji [R128], a dwa kolejne preprinty dotycza kwantowego sterowania i wykrywania splatania
[R129, R130]. Inne zastosowania obejmuja kwantowe protokoty dystrybucji kluczy z ulepszona
tolerancja szuméw [R131] oraz optymalna estymacje stanu kwantowego za pomoca projektow
stozkowych [R132]. Znalezienie dodatkowych analogii miedzy strukturami SIC POVM-6w i
MUB-6w moze pomdéc w okresleniu, czy istnieja maksymalne zbiory MUB-6w i SIC POVM-6w
we wszystkich wymiarach skonczonych, co jest popularnym problemem otwartym [R133].

M=d+2oraz N=d—1.

Odwzorowania dodatnie i wykrywanie splatania

Splatanie jest cennym zasobem kwantowym uzywanym do celow kwantowej komunikacji i
przetwarzania informacji, obliczeni kwantowych i innych nowoczesnych technologii [R134, R2].
Jego sita polega na zapewnieniu lepszej wydajnosci wielu zadan kwantowych, takich jak te-
leportacja [R135] i dyskryminacja kanatéw [R136]. Pomimo swojego znaczenia, kwantyfika-
cja i charakteryzacja splatania kwantowego jest wymagajacym otwartym problemem [R137].
Dla wymiaréw ztozonych d > 6 kryterium dodatniej czeSciowej transpozycji (PPT) Peresa-
Horodeckiego nie wystarcza juz do wykrycia separowalnosci stanéw [R138]. Dlatego konieczne
staje si¢ opracowanie innych metod detekcji. Popularne podejscie polega na wyznaczeniu war-
tosci oczekiwanej Tr(Wp) blokowo dodatniego (ale nie dodatniego) operatora hermitowskiego
W w danym stanie p. Stan separowalny p zwraca warto$¢ Tr(pW) > 0 na wszystkich $wiadkach
splatania. Zatem stan jest splatany, jesli istnieje $wiadek W, dla ktérego Tr(pW) < 0 [R139].

Uzywajac dodatnich (ale nie kompletnie dodatnich) odwzorowan ®, konstruuje sie stowa-
rzyszone z nimi operatory W = Y01 [i)(j| @ ®[|i)(j]], gdzie |k) oznacza ortonormalng baze
w H ~ C¢ W zwigzku z tym gléwny problem sprowadza sie do znalezienia dodatnich map, na
co nie ma ogd6lnej metody. Niemniej jednak podjeto kilka udanych préob, w ktorych wykorzy-
stano operatory pomiaru, w tym bazy wzajemnie nieobciazone [R105, R140, R141], pomiary
wzajemnie nieobcigzone [R142] i SIC POVM-y [R143].

W moich pracach wprowadzam nowe klasy odwzorowan dodatnich i $wiadkéw splatania
zdefiniowanych z uzyciem pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych oraz pomiaréw symetrycznych
zdefiniowanych w [P1]. Szczegdlng uwage poswiecam swiadkom nierozktadalnym — czyli takim
$wiadkom, ktérych nie mozna roztozyé¢ na sume W = A + B! z dodatnimi operatorami A, B,
gdzie I' oznacza czeSciowa transpozycje. Takie operatory sg nieocenione w wykrywaniu spla-
tania zwiazanego (splatania stanéw PPT) [R139]. Przedstawiam takze rodzine map bedacych
kontrakcjami, ktéra zapewnia udoskonalong charakteryzacje stanéow splatanych.



[P2] Entanglement witnesses from mutually unbiased measurements

Niniejszy artykul wykorzystuje pomiary wzajemnie nieobciazone (MUM) do zdefiniowania
nowej klasy odwzorowan dodatnich zachowujacych slad

N L
(dr—1—=N+2L)0g+ > Do— > D,]. (47)

dk — 1 ol

W powyzszym wzorze $o[X] = I, Tr(X)/d jest kanatem catkowicie depolaryzujacym, zas

d—1
o,[X] = 3 0PN (P X) (48)

k,6=0

oznaczaja odwzorowania skonstruowane z macierzy obrotéw ortogonalnych O zachowujacych
wektor maksymalnie mieszany (n, = (1,...,1)/vd) i MUM-6w P,Ea) o czystosci k. Wspdlezyn-
nik przed ®( rosnie wraz z liczba odjemnikow L.

Co ciekawe, w dowodzie dodatnio$ci odwzorowania warunek P,ga) > 0 nie jest uzywany.
Stad P(a) charakteryzowane przez dowolny parametr rzeczywisty x produkuja odwzorowanie
dodatnie ®, nawet jesli P 7,)_4 0(tj. P ) nie sa operatorami pomiaru). Mimo ze s nie wystepuje
wprost we wzorze na swiadek Spl@tama W, wlasnosci W zalezg od optymalnej wartosci x. Na
przyktad MUM-y skonstruowane z macierzy Gell-Manna (dla ktérych roy = 252) produkuja
mniej nierozktadalnych swiadkow niz MUB-y (Kgpt = 1).

Dla uktadow kutrit-kutrit podaje kilka przyktadéw swiadkéw nierozktadalnych wraz z wy-
krywanymi stanami PPT. Znajduje réwniez $wiadkéw rozktadalnych i przedstawiam ich roz-
ktad. Zdolnosé W do wykrywania splatania poréwnuje z kryterium separowalnosci CCNR (com-
putable cross-norm or realignment).

Nastepnie pokazuje, ze przedstawiona klasa swiadkow splatania skonstruowanych z pomia-
roOw wzajemnie nieobcigzonych nalezy do duzej rodziny $wiadkéw opartych na kryterium sepa-
rowalnosci CCNR [R144],

d?-1
W=Ig—- Y QuG, &G, (49)
p,v=0
W réwnaniu tym @, jest macierzag ortogonalng, natomiast G, to operatory dowolnej bazy
hermitowskiej. Swiadkéw W odzyskuje sie dla wyboru Gy = I, bezsladowych G, (p>0)i
specjalnej postaci blokowo-diagonalnej macierzy Q).

[P3] Indecomposability of entanglement witnesses constructed from symmetric measurements

Niniejszy artykul jest kontynuacja [P2], zastepujaca pomiary wzajemnie nieobciazone w
definicji dodatnich odwzorowan ® pomiarami symetrycznymi wprowadzonymi w [P1]. Miano-
wicie, (N, M)-POVM (niekoniecznie kompletny informacyjnie) jest uzywany do skonstruowania
N map zachowujacych §lad

M M
_? Z OékrI‘I' XEocE) (50)

k(=1

i wreszcie odwzorowania dodatniego, ktore réwniez zachowuje $lad,

d M-—1 Kd—lmMz—d
P = v

N L
—N+2L)<I>0+ oo — N ®.|. (51
i1 —d |\ d -1 2, Pam 2,

a=L+1

Podobnie jak w przypadku z MUM-ami, warunki E, ; > 0 nie sa konieczne dla dodatnioSci ®.
Odwzorowanie to nie zalezy od parametru z i moze by¢ zdefiniowane przy uzyciu E, , # 0. Tym



razem jednak wybdr pomiarow symetrycznych wptywa na swiadka poprzez liczbe M operatorow
wewnatrz pojedynczego POVMe-a. Im wieksze M, tym wieksza liczba dozwolonych odjemnikow
L.

Podobnie jak w [P2], $wiadkowie splatania utworzeni z ® sa czescia klasy zwiazanej z kryte-
rium CCNR [R144]. Ci sami $wiadkowie moga wynikaé z réznych wyboréw (N, M)-POVM-6w,
o ile sg uzyskiwani z tej samej ortonormalnej bazy hermitowskiej. Podaje przyktady nierozkta-
dalnych swiadkéw splatania dla uktadéw kutrit-kutrit. Pokazuje, ze pomiary z nieoptymalnym x
moga réwniez prowadzi¢ do nierozktadalnych swiadkéw, czego nie udato mi si¢ zaobserwowac we
wezesniejszej publikacji [P2]. Ponadto swiadkowie splatania skonstruowani z (N, M)-POVM-
oW z < Topt Mogy wykrywac stany splatane niewykrywalne przy wyborze x = xqp. Dla
(5,1)-POVM-a, ktorego nierozkladalnos¢ jest niejednoznaczna, proponuje doskonalszego nie-
rozktadalnego $wiadka oraz wykrywany przez niego stan PPT, ktory nie jest wykrywany przez
poprzedniego $wiadka. Przechodzac do uktadow kukwart-kukwart, konstruuje nierozktadalne-
go swiadka splatania z (15,2)-POVM-a z optymalnym z.,. = x = 2, gdzie operatory pomiaru
sg projektorami rzedu 2. Dla tego $wiadka znajduje dwuparametrows rodzine wykrywalnych
stanow PPT.

[P4] Interpolating between Positive and Completely Positive Maps: A New Hierarchy of Entan-
gled States

Podczas gdy odwzorowania kompletnie dodatnie zachowujace slad reprezentuja procesy
kwantowe, mapy, ktore sg tylko dodatnie, znajduja swoje unikalne zastosowania w wykrywa-
niu splatania i okreslaniu niemarkowowskosci ewolucji. Pomiedzy odwzorowaniami dodatnimi
a kompletnie dodatnimi istnieje cata hierarchia k-dodatnich map. Z definicji ® jest k-dodatnie,
jesli jego rozszerzenie 1, ® ® jest dodatnie. Dodatnios¢  odpowiada k£ = 1, a kompletnig do-
datnio$¢ otrzymuje sie dla k = d. Mapy posrednie sg uzywane do scharakteryzowania stopnia
niemarkowowskosci ewolucji oraz ustanowienia hierarchii stanow splatanych [R23].

W swojej pracy wprowadzam dalsze udoskonalenie klasyfikacji odwzorowan dodatnich za-
chowujacych $lad, inspirowane sita niemarkowowskosci z pracy [R145]. Nowe rodziny k-czesciowo
kontraktywnych map ® sg zdefiniowane w taki sposob, ze ich rozszerzenia 1, @ ®, k = 1,...,d?
sa kontrakcjami (||(1x ® ®)[X]|lw < || X]lw), ale tylko na podprzestrzeniach wymiaru k x d?.
Ekstremalne wartosci k = 1 i k = d* odpowiadaja kolejno dodatnim (PTP) i kompletnie dodat-
nim (CPTP) odwzorowaniom zachowujacym $lad. W rzeczywistosci istnieje nastepujaca relacja
inkluzji,

CPTP maps =Cyp2 CCp2_1 C ... C Cy C C; = PTP maps, (52)
gdzie Cy, jest zbiorem k-cze$ciowo kontraktywnych map.

Powyzsza koncepcja zostata zilustrowana dla odwzorowan kubitowych, gdzie istnieje jedna
klasa interpolacji pomiedzy mapami PTP i CPTP: 3-cze$ciowo kontraktywne ®. Klasa ta rze-
czywiscie wprowadza udoskonalong hierarchi¢ map, jako ze np. transpozycja jest dodatnia, ale
nie 3-czesciowo kontraktywna. Podano przyktady odwzorowan depolaryzujacych i depolaryzu-
jacych z transpozycja, ktore nalezg do klasy posredniej. Co ciekawe, istnieje zwiazek miedzy
odwzorowaniami 3-czesciowo kontraktywnymi a mapami Schwarza (dodatnimi, ale nie komplet-
nie dodatnimi) zdefiniowanymi przez ®[XTX] > ®[XT]®[X] [R146, R98]. Dodatkowo czesciowo
kontraktywne odwzorowania zapewniaja doktadniejsza charakteryzacje stanéw splatanych, ana-
logiczna do hierarchii w kategoriach liczby Schmidta [R147, R148]. Zilustrowano to na prostym
przyktadzie dwukubitowych stanow izotropowych.

W swoich artykutach przedstawiam nowe rodziny odwzorowan dodatnich zachowujacych
slad wraz z zastosowaniami w kwantyfikacji i detekcji splatania. Wyniki obejmuja nierozkta-
dalnych $wiadkéw splatania, ktére umozliwiajg wykrywanie stanéw PPT, skonstruowanych z
pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych oraz z pomiaréw symetrycznych. Dalsza charakterystyka
wlasnosci swiadkéw, takich jak ich ekstremalnosé lub optymalnosé, jest interesujacym otwar-



tym problemem, ktéry wymaga dalszych badan. Innym kierunkiem badawczym jest uogélnienie
wynikéw dla uktadéw ztozonych z wiecej niz dwoch podukitadéw. Kolejnym krokiem w roz-
woju teorii odwzorowan czesciowo kontraktywnych jest skonstruowanie mniej restrykcyjnych
warunkéw wystarczajacych dla 3-czesciowo kontraktywnych map kubitowych. Wéwczas moz-
na by ustali¢ catkowity relacje miedzy odwzorowaniami kontraktywnymi a mapami Schwarza.
Ostatecznym celem jest ustanowienie metod konstrukcji map k-czesciowo kontraktywnych w
wyzszych wymiarach d oraz ustalenie ich relacji z k-dodatnio$ciag. Pozwolitoby to na lepszg cha-
rakteryzacje standéw splatanych oraz stopnia niemarkowowskosci ewolucji otwartych uktadow
kwantowych.

Geometria kanaléw gaussowskich
[P5] Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels

W tej publikacji stosuje metody opracowane w [R149, R150] do analizy geometrii jednomo-
dowych kwantowych kanatow gaussowskich. Elementy odlegtosci i objetosci Hilberta-Schmidta
dla stanow gaussowskich sa zdefiniowane na rozmaitosci odpowiadajacych im stanow Choi-
Jamiotkowskiego o ustalonym stanie brzegowym. W celu obliczenia objetosci kanatéw konieczne
jest wykonanie lokalnego rozktadu symplektycznego macierzy kowariancji. Catki objetosciowe
daja si¢ rozwiazaé analitycznie z doktadnoscig do czesci rozbieznej, ktéra jest catka po grupie
symplektycznej. Ten sam czynnik jest roéwniez obecny we wzorach na objetosci dla podklas
kanatéw gaussowskich. Stad wzgledne objetosci wielkosci niezmienniczych wzgledem lokalnych
przeksztalcen symplektycznych sa skonczone. Wykorzystuje ten fakt do znalezienia objetosci
kanatow tamigcych splatanie oraz kanaléw tamigcych niekompatybilnosé wsroéd wszystkich jed-
nomodowych kanalow gaussowskich. Co ciekawe, geometria zalezy od wyboru wspélnego stanu
brzegowego o dwumodowych stanéw gaussowskich. Wyniki zostaty przedstawione na Rys. 11 i
moga by¢ interpretowane jako prawdopodobienstwo napotkania kanatu gaussowskiego o danych
wtasciwosciach.
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Rys. 11: Wzgledne objetosci kanatéw tamiacych splatanie (linia przerywana) i kanatléw tamiacych niekompa-
tybilnosé¢ (linia ciagla) w odniesieniu do wszystkich jednomodowych kanaléw gaussowskich w funkeji czystosci
1, stanu brzegowego [P5].

Ostatecznie okazuje sie, ze nawet przy niepetnej informacji o jednomodowych kanatach
gaussowskich mozna okresli¢ ich sterowalnos¢ oraz zdolnos¢ do tamania splatania kwantowe-
go. Zaktadajac, ze znane sa tylko catkowite i brzegowe czystosci odpowiednich stanéw Choi-
Jamiotkowskiego, mozna znalez¢é regiony i objetosci standéw separowalnych oraz stanéw splata-
nych. Istnieje réwniez obszar koegzystencji, w ktérym rozréznienie miedzy separowalnoscig a
splataniem jest mozliwe tylko przy petnej wiedzy o uktadzie.

Interesujaca tematyka przysztych badan jest analiza geometrii innych szczegdlnych podklas
kanatow gaussowskich, takich jak kanaly ttumiace amplitude, ograniczone kanaly kwantowe i
kanaly rozwazane w [R151, R152]. Do tej pory moje wyniki zostaly zacytowane w pracach,
ktore rozwazaja geometrie dla metryki Buresa [R153] i geometryczne wejSciowe stany spojne



[R154].

4.2.4 Wplyw na przyszle badania i pytania otwarte

Jako fizyk matematyczny stosuje zaawansowane metody matematyki i fizyki do analizy kanatéw
Pauliego i ich uogdlnien z zastosowaniami w informacji kwantowej, otwartych uktadach kwan-
towych, kwantowej komunikacji i przetwarzaniu informacji. Wszystkie wymienione dziedziny
sa popularnymi, szybko rozwijajacymi sie obszarami badawczymi. Od daty uzyskania przeze
mnie stopnia doktora do momentu napisania tego wniosku, na arXiv opublikowano prawie 9000
preprintéw z nazwami wymienionych obszaréw badawczych w tytule lub abstrakcie. Samo wy-
razenie Pauli channels (kanaly Pauliego) pojawia sie 45 razy w tytutach lub abstraktach innych
badaczy. Jest to liczba godna szacunku, biorac pod uwage, ze kanaty Pauliego i ich uogdélnienia
sg czesto uzywane jedynie jako pouczajace przyktady ilustrujace szersze idee.

Ponizej poréwnuje stan wiedzy przed i po opublikowaniu prac zawartych w moim osiagnieciu
habilitacyjnym. Dla kazdego tematu badawczego jasno okreslam swéj wkiad w dang dziedzine.
Kroétko komentuje najwazniejsze cytowania swoich artykutow.

(1) Geometria na przestrzeni kanatow kwantowych

Rozwazywszy geometrie zbioru stanéw kwantowych, uwage skierowano ku wtasnosciom
kanatéw kwantowych. Lovas i Andai [R155] obliczyli objetosé unitalnych kanaléw kubito-
wych wsérod wszystkich kanatéw kubitowych, korzystajac z miary Lebesque’a. Uzywajac
miary Hilberta-Schmidta, Szarek i in. [R156] wyprowadzili ograniczenia na objetosci do-
datnich odwzorowan kubitowych zachowujacych slad. Jagadish i in. [R65] wprowadzili
miare objetosci w celu obliczania objetosci kanatow Pauliego wzgledem dodatnich, zacho-
wujacych slad odwzorowan Pauliego. Objetosci kanatéw symulowalnych przez jednokubi-
towe otoczenie zostaly wyznaczone dla kanatéw Pauliego [R157] i uogélnionych kanatéw
ttumiagcych amplitude [R158]. Rowniez dla kanaléw Pauliego przeanalizowano geometrie
odwzorowan osiagalnych przy uzyciu pétgrupy Lindblada [R159, R160]. Znane sa row-
niez wyniki dla uktadéw zmiennych ciagtych. Monras i llluminati [R161] przeanalizowali
geometrie kwantowych kanatow gaussowskich w metryce Buresa-Fishera.

Moj wktad w geometrie map kwantowych polega na wyznaczeniu wzglednych objeto-
Sci dla waznych klas kanaléw Pauliego, uogolnionych kanatéw Pauliego i kanaléw fazowo
kowariantnych. Stosuje metody opracowane dla kanatéw gaussowskich na uktadach zmien-
nych ciaglych do przypadkow skonczeniewymiarowych [P5]. Innymi stowy, wprowadzam
struktury geometryczne na przestrzeni odpowiednich stanéw Choi-Jamiotkowskiego z me-
tryka indukowana przez iloczyn wewnetrzny Hilberta-Schmidta. Nowe wyniki obejmuja
objetosci dodatnich i kompletnie dodatnich odwzorowan zachowujacych slad, kanatéw ta-
migcych splatanie, kanatéow uzyskiwane za pomoca generatoréw lokalnych w czasie, jak
rowniez kanatow dodatnio i kompletnie dodatnio podzielnych.

Wptyw moich artykutow na geometryczne prace innych naukowcéw mozna zauwazyé w
cytowaniach. Dla ukladéw kubitowych Zhou i in. [R162] obliczaja wzgledne objetosci
stanéw catkowicie reprezentowanych przez wypukle mieszaniny w zbiorze uzytecznych
stan6w. Shahbeigi i in. [R163] analizuja geometrie mieszanie unitarnych kanatéw kubito-
wych osiggalnych przez pétgrupe Lindblada. Na podobnej zasadzie geometryczne wtasno-
Sci zbioru osiagalnych odwzorowan sg analizowane w pracy [R164]. Natomiast Jagadish
i in. zapoczatkowali nowy kierunek badawczy, jakim jest analiza geometrii kwantowych
odwzorowan dynamicznych. Dla kanatéw Pauliego autorzy ustalili objeto$é¢ kompletnie do-
datnio niepodzielnych odwzorowan wsrod wypuktych kombinacji poétgrup markowowskich
[R72] i ich prostego uogélnienia [R73]. Ponadto dla uogélnionych odwzorowan Pauliego
oszacowano utamek odwracalnych odwzorowan dynamicznych wynikajacych ze zmiesza-
nia map nieodwracalnych [R51].
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Dalsze badania obejmujg analize porownawczg geometrii kanatéw na przestrzeni standéw
kwantowych w ramach innych metryk, takich jak miara Fishera-Rao [R165], miara Buresa
[R166, R167] lub miara Hastingsa [R168, R169]. Interesujacym kierunkiem badawczym
jest kompletna charakteryzacja wzglednych objetosci dla uogélnionych kanatéow Pauliego
i innych kanatéw kuditowych. Kolejny problem otwarty zaktada geometryczne rozwazania
przy zatozeniu nieunitalnosci kanatow kwantowych.

Klasyczne mieszaniny odwzorowan dynamicznych

Zainteresowanie niniejsza tematyka badawcza rozpoczeto si¢ po tym, jak Megier i in.
[R67] pokazali, ze wiecznie niemarkowowska ewolucje kubitu mozna zrealizowaé za pomo-
ca klasycznej mieszaniny dwoch potgrup Pauliego. Ten zaskakujacy efekt zostal pdzniej
wyjasniony w kategoriach przeptywu informacji przez Breuera i in. [R68]. Podczas swo-
jego doktoratu udowodnitem, ze wieczna niemarkowowskos¢ mozna réwniez odtworzy¢ w
wyniku zmieszania uogdlnionych pétgrup Pauliego [P7, P10]. Z drugiej strony Wudarski i
Chruscinski otrzymali markowowska poétgrupe dynamiczng poprzez wypukta kombinacje
dwoch niemarkowowskich ewolucji kuditowych [R69].

Moj wktad do teorii klasycznych mieszanin odwzorowan dynamicznych prezentuje sie na-
stepujaco. Kiedy zaczynatam analizowaé temat, jedynymi mieszaninami rozwazanymi w
literaturze byty kombinacje potgrup Markowa i prostych odwzorowan kompletnie dodat-
nio niepodzielnych [R69]. W zwiazku z tym pojawilto sie naturalne pytanie: co sie stanie,
jesli zastapie potgrupy Markowa bardziej ogélnymi mapami? Najpierw rozwazam wypukte
kombinacje odwzorowan dynamicznych o kompletnie dodatniej podzielnosci i pokazatam,
ze mozliwe jest utworzenie wiecznie niemarkowowskiej ewolucji z wiecej niz jednym ujem-
nym wspotczynnikiem dekoherencji. Nastepnie skupiam si¢ na odwzorowaniach nieodwra-
calnych. Udaje mi si¢ pokaza¢, ze mapy dynamiczne opisujace wysoce niemarkowowska
ewolucje moga zosta¢ zmieszane w potgrupe markowowska. Wreszcie porzucam ogranicze-
nia w postaci unitalnosci oraz komutatywnosci odwzorowan dynamicznych, udowadniajac,
ze ich mieszaniny zachowujg si¢ zdecydowanie inaczej niz mieszaniny map bistochastycz-
nych.

Jednoczesnie inna grupa badawcza pracowata nad mieszaninami odwzorowan Pauliego
oraz uogélnionych odwzorowan Pauliego. Jagadish i in. [R72] rozpoczeli od zmieszania
trzech dynamicznych potgrup Pauliego i petnego scharakteryzowania otrzymanego w ten
sposob simpleksu Pauliego. Nastepnie autorzy scharakteryzowali obszar niemarkowowsko-
sci mieszanin powstajacych z wypuktych kombinacji trzech kompletnie dodatnio podziel-
nych odwzorowan Pauliego [R73]. Ich publikacja o eliminowaniu osobliwosci poprzez mie-
szanie map Pauliego [R170] zainspirowata mnie do rozwazania nieodwracalnych mieszanin
uogoblnionych odwzorowan Pauliego [H6]. Natomiast Jagadish i in. [R52] uogélnili mdj wy-
nik, udowadniajac, ze nieodwracalno$¢ uogélnionych odwzorowan Pauliego jest konieczna
do wytworzenia pétgrupy Markowa. Wspomniani autorzy jako pierwsi przeanalizowali
geometri¢ nie kanatéw, a odwzorowan dynamicznych [R51], w szczegélnosci objetosé od-
wracalnych mieszanin nieodwracalnych uogélnionych odwzorowan Pauliego. W najnow-
szym preprincie [R171] analizuja wreszcie nieodwracalno$é i niemarkowowsko$é mieszanin
dynamicznych odwzorowan Pauliego. Alternatywne podejscie do mieszanin pétgrup Mar-
kowa zostalo opracowane przez Budiniego i in. [R172], gdzie kombinacja wypukta jest
brana po rozktadzie prawdopodobienstwa w postaci Krausa. Inne grupy badawcze posze-
rzyly wiedze na temat wiecznie niemarkowowskiej ewolucji [R173, R174, R175]. Wreszcie
moje badania zostaly przytoczone w pracy przegladowej na temat ewolucji niemarkowow-

skiej [R176].

Pomimo ich znaczacego rozwoju w ostatnich latach, klasyczne mieszaniny odwzorowan
dynamicznych sa nadal stosunkowo niezbadanym tematem. Sposréd wszystkich mozli-
wych przypadkow, czesciowe wyniki sg znane tylko dla kanatéw Pauliego, uogélnionych
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kanatow Pauliego i kanatéow fazowo kowariantnych. Wypukte kombinacje map jedynie
dodatnio podzielnych nie byty nigdzie rozwazane, podobnie jak z z réznymi punktami
osobliwosci lub z parametrami mieszania zaleznymi od czasu. Najbardziej interesujace
bytoby wyjscie poza uogodlnienia odwzorowan Pauliego, by przeanalizowaé¢ zachowanie
jeszcze bardziej ogdlnych klas kanatow.

Poprawa wlasciwosci komunikacyjnych kanatow za pomocg szumow

Idea rozwazania szumu jako korzystnego dla ewolucji kwantowej rozpoczeta sie od zaob-
serwowania, ze dekoherencja moze zosta¢ wykorzystana jako zasob kwantowy. Pierwsze
zastosowania obejmuja ulepszone kwantowe przetwarzanie informacji [R84] i inzynierie
stanéw [R85]. Marshall i in. [R86] opracowali sieci modularne wspomagane dyssypacja,
ktore pozwalaja kontrolowaé¢ utrate koherencji i zgodnosci. Wykrywanie stanéow kubito-
wych zostalo udoskonalone przez Gillarda i in. [R87] poprzez manipulowanie szumem
termalnym. Efektéw pamieci zwigzane z szumem otoczenia uzyto do sttumienia wspot-
czynnikéw bledu dla wiernosci kanatu Pauliego [R88]. Podczas doktoratu wykazatam,
ze podobne zjawiska mozna zaobserwowaé podczas inzynierii wiernosci kanatu, splatania
kwantowego, entropii von Neumanna i spojno$ci kwantowej dla uogdélnionych kanatow
Pauliego [P13]. Wyniki te wskazywaly, ze klasyczna pojemnos$é kanatéw kuditowych mo-
ze réwniez zosta¢ poprawiona z pomoca szumow otoczenia. Niewiele byto znanych anali-
tycznych wzoréw na pojemnosé. Ponowne zainteresowanie klasyczng pojemnoscia kanatow
kwantowych zaczeto sie po tym, jak Rehman i in. [R94, R95] znaleZli dolna i gérna granice
dla pojemnosci Holevo kanatow Weyla.

Moim wktadem w niniejszym dziedzine jest znalezienie ograniczen pojemnosci Holevo dla
uogolnionych kanatéw Pauliego. Udowadniam staba addytywnos$é¢ dolnej granicy pojem-
nosci i przedstawitam analityczne wzory na klasyczna pojemnos¢ dwuparametrowych klas
kanaléw. Wyniki te zostaja nastepnie zastosowane, by pokazaé, ze pojemnos¢ uogédlnio-
nych kanatéw Pauliego mozna zwiekszy¢ po zaktdceniu potgrupy Markowa na poziomie
rownan master z jadrami pamieci. Dla fazowo kowariantnych kanaléw kubitowych wy-
prowadzam inne miary jakosci transmisji, takie jak ekstremalne wiernosci kanatu i mak-
symalna czysto$¢ na wyjsciu. Po zdefiniowaniu formalizmu z jadrami pamieci pokazuje,
ze zarOwno stanami stacjonarnymi, jak i stopniem nieunitalnosci odwzorowan dynamicz-
nych, mozna manipulowaé¢ poprzez tworzenie mieszanin na poziomie map, generatoréw
lub jader pamieci. Moje wyniki potwierdzajg, ze maksymalna wiernos¢ kanatu na stanach
czystych, maksymalna czystos¢ na wyjéciu oraz klasyczna pojemno$é kanatu moga zostaé
poprawione poprzez wprowadzenie wigkszej nieunitalnosci do kanatu kwantowego.

Kontynuujac prace nad pojemnoscia kanatéw, Amosov [R177] obliczyl klasyczna pojem-
no$¢ dla deformacji kwantowo-klasycznych kanaléw Weyla. Li i Zheng [R178] znalezli
dolne granice klasycznej pojemnosci dla skorelowanych kanatow dwukubitowych. Podczas
gdy korzystna inzynieria szumow pozostaje stosunkowo mato popularng tematyka, kilka
technik ograniczania btedéw zostato zastosowanych do kanatéw Pauliego i ich uogélnien.
Teo i in. [R179] wykorzystali wirtualna destylacje, aby udowodnié¢, ze wydajnosé metod
ograniczenia bltedéw mozna zwigkszy¢ pod dziataniem stratnych kanatow wielokubito-
wych oraz zaszumionych kanatéw Pauliego. Rehman i in. [R180] wykorzystali konstrukcje
ograniczania btedow pomiarowych w celu zmniejszenia szumu stanéw sondy kwantowej
spowodowanego przez uogélnione kanaty Pauliego. Lee i in. [R181] do$wiadczalnie zaim-
plementowali wariacyjny solwer wartosci wlasnej (VQE) wyposazony w skuteczny proto-
kot redukeji szuméw Pauliego w celu oszacowania energii stanu podstawowego kationu.
Roncallo i in. [R182] wprowadzili technike dekonwolucji szumu, by uzyskaé bezszumowe
wartosci oczekiwane zaszumionych obserwabli na wyjsciu, zaréwno dla kanatéw Pauliego,
jak i innych kanatow.

Interesujagcym problemem otwartym jest znalezienie doktadnych formut lub ograniczen



na pojemno$¢ kanatu dla szerszych rodzin uogélnionych kanatéw Pauliego i kanatéw fa-
zowo kowariantnych. Doktadniejsza charakteryzacja pojemnosci klasycznej, kwantowej
i klasycznej wspomaganej splataniem jest jednym z moich celéw badawczych w ramach
grantu SONATA. Alternatywne przyszte badania moga obejmowaé dalsze uogdlnienia me-
tod inzynierii korzystnych szuméw na nieunitalne kanaty kuditowe. Jedna z mozliwosci
jest rozwazenie kuditowych kanalow fazowo kowariantnych [R183, R184, R185].

(4) Dalsze uogdlnienia kanatéw Pauliego

Istnieja dwa sposoby, w jaki kanaty Pauliego moga by¢ uogélniane: na odwzorowania ku-
ditowe lub na nieunitalne odwzorowania kubitowe. Problem z uogélnieniami na wyzsze
wymiary polega na tym, ze nie ma sposobu na zachowanie wszystkich wtasnosci macierzy
Pauliego. Jesli o, zostana zastapione (unitarnymi) operatorami Weyla, woéwczas wyni-
kowy kanal (Weyla lub Weyl-kowariantny) jest kanatem mieszanie unitarnym. Uogdlnie-
nia poprzez (hermitowskie) macierze Gell-Manna mozna dokonaé¢ na dwa nieréwnowazne
sposoby: poprzez zastapienie nimi o, w reprezentacji Krausa lub w rownaniach wtasnych
[P11]. Jesli operatory uogélniajace macierze Pauliego maja wzajemnie nieobciazone bazy
wlasne, woéwczas odtwarza sie¢ uogélnione kanaly Pauliego Nathansona i Ruskai [R48].
Takie operatory moga zosta¢ zgrupowane w zbiory wzajemnie komutujacych operatoréw
unitarnych, ktére tworza podalgebry komutatywne. Konstrukcje uogélnia si¢ dalej, za-
stepujac podalgebry komutatywne komplementarnymi podalgebrami niekomutatywnymi.
Wowcezas otrzymuje sie uogélnienie kanatéw Pauliego Ohno i Petza [R45].

W moim artykule przedstawiam nowe uogolnienie kanaléw Pauliego, opierajac jego kon-
strukcje na pomiarach wzajemnie nieobcigzonych (MUM). Przeprowadzam ich cze$ciowa
analize, w tym warunki na kompletnig dodatnio$¢ oraz na tamanie splatania kwantowego.

Jak dotad nie opublikowano kolejnych prac na temat mojej propozycji uogélnienia kana-
téw Pauliego. W swojej publikacji dotyczacej wykrywania splatania [P2] charakteryzuje
odwzorowania dodatnie, ale nie kompletnie dodatnie, ktére stanowia uogélnienie wspo-
mnianych kanatéw. Obecnie pracuje nad sformutowaniem lokalnego i nielokalnego w cza-
sie opisu odpowiadajacej im dynamiki. Spodziewam sie, ze moze istnie¢ pewien zwigzek
miedzy stopniem niemarkowowskosci ewolucji a wspotezynnikiem czystosci, ktory charak-
teryzuje MUM-y.

Badania do habilitacji realizowatam, pracujac w trzech grantach Narodowego Centrum Na-
uki: PRELUDIUM, MAESTRO i SONATA. W trakcie badan odkrytam wiele interesujacych
probleméw otwartych, ktore cheiatabym zbadaé w ramach trwajacego grantu SONATA. Nie-
ktore z tych problemoéw sa bezposrednio zwigzane z mojg pracg podczas doktoratu i pdzniej.
Inne s nowymi kierunkami badan, ktére poszerza moje horyzonty. Moj plan badawczy obej-
muje wyprowadzenie formut na klasyczne i kwantowe pojemnosci kanatow, charakteryzacje
technik niwelowania wptywu btedéw w otwartych uktadach kwantowych, konstrukcje i ana-
lize nowych swiadkéw splatania oraz dalsze ulepszanie hierarchizacji odwzorowan dodatnich.
Oproécz tego cheiatbym wykorzystaé pomiary symetryczne do skonstruowania kanatow kwanto-
wych i wykonania tomografii stanéw kwantowych, a takze kontynuowac prace nad mieszaninami
odwzorowan dynamicznych.
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5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig na-
ukowq albo artystyczng realizowang w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegblnosci zagraniczne]j

Staz naukowy w Drezdenskim Uniwersytecie Technicznym w Niemczech (grupa prof. dr. hab.
Waltera T. Strunza), od 11.2018 r. do 04.2019 r. (6 miesiecy). Rezultatem stazu jest publikacja
w Physical Review A i kontynuowana wspotpraca naukowa.

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-
cyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

6.1 Dydaktyka
Zajecia dydaktyczne prowadzone na WFAIIS UMK:

e Analiza matematyczna (¢wiczenia) — 400 godzin;

e Matematyka dla nauk technicznych (éwiczenia) — 180 godzin;

e Metody matematyczne fizyki (¢wiczenia) — 70 godzin;

e Wprowadzenie do studiowania (laboratorium) — 64 godziny;

e Wstep do kwantowych uktadéw otwartych (wyktad w jezyku angielskim) — 60 godzin;
e Algebra 2 (¢wiczenia) — 60 godzin;

e Podstawy fizyki (wyktad i ¢wiczenia, fragmenty) — 8 godzin;

e Elektrodynamika klasyczna (éwiczenia, fragmenty) — 4 godziny.

Przygotowanie materiatéw dydaktycznych w formie skryptu do ¢wiczen z przedmiotu Ad-
vanced mathematical methods (45 godzin, jezyk angielski) dedykowanego anglojezycznemu kie-
runkowi studiow Physics and Astronomy na WFAIIS UMK.

6.2 Organizacja

e Cztonek komitetu organizacyjnego miedzynarodowej konferencji Sympozjum Fizyki Ma-
tematycznej w roku 2023 (edycja 54.).

e Czlonek komisji oceniajacej prace konkursowe w ogoélnopolskim Konkursie Fizyczne i
Astronomiczne Stypendia w Toruniu (FAST) w latach 2021-2023 (edycje XII-XIII).

e Pomoc w organizacji miedzynarodowej konferencji Sympozjum Fizyki Matematycznej w
latach 2015-2022 r. (edycje 45.-52.).

e Pomoc w organizacji ogolnopolskiego Konkursu Fizyczne i Astronomiczne Stypendia w
Toruniu (FAST) w latach 2010-2021 (edycje I-XI).
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Dodatkowe informacje

Nagrody i wyrdznienia

2023 r. — Laureatka 8. edycji konkursu Nagrody Oddzialu PAN w Gdansku dla mtodych
naukowcoOw w zakresie nauk $cistych i o Ziemi.

2022 r. — Laureatka Stypendium Ministra Edukacji i Nauki dla wybitnych mtodych na-
ukowcow.

2022 r. — Wyrdznienie w 7. edycji konkursu Nagrody Oddziatu PAN w Gdansku dla
mtodych naukowcéw w zakresie nauk Scistych i o Ziemi.

2021 r. — Wyrdznienie indywidualne J. M. Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w
Toruniu za prace naukowa w roku 2020.

2021 r. — Laureatka Programu START 2021 Fundacji na rzecz Nauki Polskie;j.

2020 - 2022 r. — ekspert udzielajacy wsparcia merytorycznego w procesie przygotowania
wniosku grantowego z funduszy zewnetrznych w ramach programu Inicjatywa Doskona-
tosci — Ekspert

2020 r. — Wyrdznienie za prace doktorska pt. Evolution of open quantum systems governed
by unitarily covariant quantum channels w ramach ogélnopolskiego konkursu Srebrna Na-
groda KCIK odbywajacego sie pod patronatem J. M. Rektora Uniwersytetu Gdanskiego.

2016 r. — Kierownik grantu ”Na dobry poczatek” pt. Geometryczne sformutowanie teori
nieoddziatujgcych pol kwantowych (5 000 PLN), Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, czas realizacji: 12 miesiecy.

Referaty wygloszone w macierzystym osrodku naukowym

2023 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary
state manipulation.

2022 r. — Seminarium Uniwersyteckiego Centrum Doskonatosci Dynamika, analiza mate-
matyczna © sztuczna inteligencja
tytut referatu: Enhancing properties of quantum dynamical maps with memory kernels.

2022 r. — Prezentacja Katedry Fizyki Matematycznej na Dzien Otwarty, Wydziatu Fizyki,
Astronomii i Informatyki Stosowanej
tytut referatu: Otwarte uktady kwantowe.

2022 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps.

2021 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: All classes of informationally complete symmetric measurements infinite
dimensions.

2021 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels.

2020 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Markovian semigroup from mizing non-invertible dynamical maps.



2020 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Geometry of Pauli and generalized Pauli channels.

2019 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Unitarily covariant quantum channels in the evolution of open quantum
systems.

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

2017 r. — Seminarium grupy badawczej
tytut referatu: Coarse graining a non-Markovian collisional model.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej
tytut referatu: Wigner function of a qubit.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej

tytut referatu: Quasiprobability representation of quantum mechanics with minimal nega-
tivity.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej

tytut referatu: Fvolution equation for geometric quantum correlation measures.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej
tytut referatu: Faploring complete positivity in hierarchy equations of motion.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej
tytut referatu: Equivalence between contextuality and negativity of the Wigner function
for qudits.

2016 r. — Seminarium grupy badawczej
tytut referatu: The Jordan-Lie-Banach algebra of functions on a Kahler manifold.

2016 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: The Kdhler functions approach to the problem of qubit decoherence.

2015 r. — Seminarium Katedry Fizyki Matematycznej
tytut referatu: Geometrical approach to quantum states.

(podpis wnioskodawcy)
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4 Description of the achievements, set out in art. 219
para 1 point 2 of the Act

4.1 Achievement title

Analysis and applications of the Pauli channels and their generalizations

4.2 Research objectives, results and description of the publications
based on them, influence on future research

4.2.1 Introduction, research goals, and motivation

The habilitation achievement presented in this application consists in an analysis and cha-
racterization of quantum Pauli channels and their generalizations. This includes significant
applications in open quantum systems, quantum communication, and quantum information
processing. In the introductory section, I give brief scientific background and provide defini-
tions important for the main part, where I describe my achievement in more details. Everything
is summarized in the conclusions section, which also lists open problems that arose during my
research, as well as its current and possible future impact on the field.

Introduction and motivation

For quantum communication purposes, it is crucial to understand how to reliably transmit,
manipulate, and preserve quantum information sent through a noisy quantum channel. Howe-
ver, in practice, there exist no ideal (noiseless) communication channels, and therefore some
information is lost during transmit. All realistic physical systems interact with the external
environment, causing correlations to appear, which forces us to treat quantum systems not as
isolated but open. This is the reason why the evolution of subsystems that constitute a qu-
antum computer is non-unitary, and hence irreversible. The loss of quantum coherence, also
known as decoherence, is unavoidable, as quantum systems can interact even with the vacuum
state, where no external particles or fields are present. Due to scientific and technological ad-
vancement, logic gates and other electronic devices are approaching atomic scales. Therefore,
it becomes increasingly important to develop satisfactory data transfer methods.

In quantum information theory, a quantum channel is an operation that characterizes a
quantum process [R1, R2]. Changes in quantum states can be made either by discrete jumps or
time-continuous evolution. Quantum maps are widely used in quantum information processing
and communication (QIPC). This is an interdisciplinary field that connects physics, mathema-
tics, computer science, and material engineering, whose development is an important European
research strategy that can revolutionize both science and technology [R3, R4]. Its computatio-
nal methods are used in the construction of quantum computers, whose computational power is
out of reach for classical computers. Connections between the computers are realized through
quantum communication with the use of entangled states, quantum teleportation, and quan-
tum cryptography, which makes it possible to obtain completely safe protocols and encryption
systems [R5, R6, R7].

Mathematically, a quantum map is a linear mapping ® : B(H;) — B(Hz) acting between
two Banach spaces B(Hj) of bounded operators on the respective Hilbert space Hy. Now, ®
is trace preserving if Tr®[X] = Tr X for any X € B(H;). Moreover, ® is a positive map
if ®[X] > 0 for all X > 0. The complete positivity property requires that ® satisfies the
condition (1 ® ®)[X] > 0 for arbitrary positive X € B(H; ® H;), which is stronger than
positivity. Completely positive, trace-preserving maps, also known as quantum channels, are
used to describe the evolution p — p’ = ®[p] of quantum states represented by density operators



p. Any quantum channel can be written in the Kraus representation [RS8]

d?—1

O] = 3 MypMy, (1)

k=0

where M) satisfying Zgi_ol M,IMk = I; are the Kraus operators. Notably, such ®’s cover all
admissible quantum operations, from quantum measurements to time-continuous evolution.

Quantum channels find applications in the theory of open quantum systems, where their
time-parameterized families {®(¢);¢ > 0,®(0) = 1} (dynamical maps) describe evolution of
physical systems interacting with an external environment [R9, R10]. It is assumed that there
always exists a closed (unitarily evolving) composite system with the underlying Hilbert space
'H ® Hg, where 'H and Hpg are the Hilbert spaces of the physical system and the environment,
respectively. The evolved state of the system p(t) can be recovered through the Stinespring
dilation [R11] by taking the partial trace Trg over the environment,

p(t) = @(t)[p] = Trg [U)(p @ pr)U(1)] (2)

In the above formula, U(t) is a unitary operator, and pg denotes the initial state of the environ-
ment. Examples of open quantum systems include multi-body systems, like atoms and molecu-
les, that interact with light or with other particles. They have applications in many branches of
physics, including quantum optics, solid state physics, quantum biology, and chemical physics
[R12].

Alternatively, open quantum systems dynamics is provided via the master equations. In the
simplest scenario, it is assumed that the coupling between the system and the environment
is weak and that time scales between consecutive interactions are relatively large. Then, the
evolution is given by the Markovian semigroup master equation <I)(t) = LP(t), where the
Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) generator [R13, R14]

) 2
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with the noise operators V,, decoherence rates v, > 0, and the effective Hamiltonian H.
However, the more complex the system, the greater the likelihood of losing information from
the system to the environment. This process is called decoherence. If the interaction between a
physical system and its environment is strong or long enough, then the state of the system starts
to depend on the history of its earlier states. Memory effects begin to play an important role,
making it necessary to consider models of evolution beyond the Markov regime [R15, R16, R17,
R18]. One way to account for the strong influence of the environmental effects is to describe the
evolution using the master equations with time-local generators £(t). These generators have the
GKSL form as in eq. (3) but with time-dependent H (t), V,(t), and 7,(¢). The main difference is
that the decoherence rates no longer have to be positive to describe a valid physical evolution.
Another option to include non-Markovian effects is to consider the Nakajima-Zwanzig master
equations [R19, R20] ®(¢) = [ K(t — 7)®(r) d 7 with non-local memory kernels K(t). Being
integro-differential equations, they are more difficult to solve or analyze.

In my works, I use the definition of quantum Markovianity that is related to divisibility of
dynamical maps [R21, R22]. A dynamical map ®(¢) is divisible if for any ¢ > s > 0 there exists
a propagator V (¢, s) such that ®(¢) = V (¢, s)®(s). Now, a positive V (¢, s) defines a P-divisible
map. Analogically, CP-divisible ®(¢) corresponds to a completely positive propagator and de-
scribes a Markovian evolution [R21, R23|. For invertible dynamical maps, V (¢, s) = ®(t)®~*(s)
is always well defined, and the Markovianity of ®(¢) is equivalent to the positivity of the deco-
herence rates v, (t) of its time-local generator L£(t). Otherwise, the evolution is non-Markovian,
where the degree of non-Markovianity can be further distinguished via a hierarchy of divisi-
ble maps [R23]. Open quantum systems with dissipative dynamics are simulated using Noisy



Intermediate Scale Quantum (NISQ) devices [R24, R25, R26]. Examples include decoherence
channels on superconducting quantum computers [R27], photosynthetic systems with dephasing
noises [R28], photosynthetic light harvesting [R29], and electron transfer in organic materials
[R30].

My work on quantum channels and open quantum systems began during PhD studies.
Below, I recall the definitions and properties of important classes of channels. These are crucial
for understanding the following descriptions of publications from the habilitation achievement.

Pauli channels

The theory of open quantum systems describes physical systems that interact with an
external system called the environment. Therefore, their evolution is no longer unitary. However,
if a unitary evolution is disrupted by errors that are classical in nature, the open system
dynamics is provided by mixed unitary channels [R1, R31], also known in the literature under
the names random unitary channels [R32] or channels of the random external field type [R31,
R33]. An important feature of mixed unitary channels is that their noise can be corrected using
classical information obtained from measurements on the environment [R34].

The most general bistochastic evolution of a qubit is given by a completely positive, trace-
preserving, unital map ® = U AV such that U, V are unitary channels and A is the Pauli channel
[R35, R36]. The Kraus representation of the Pauli channel reads

A[p] = Zpao-apo-m (4)

a=0

where o, denote the Pauli matrices and p,, is a probability distribution. Recall, however, that
the Kraus representation of a channel is not unique, and hence it can be preferred to define
the Pauli channel with its (unique) eigenvalue equations Afo,] = A,04, where Ay = 1 and
A = 2(po+pr), k= 1,2,3. Complete positivity of A is then guaranteed by the Fujiwara-Algoet
conditions [R37, R35]

3
—1< ) Ao <1+ 2min),. (5)
a=1

The family of Pauli channels includes many important cases, like phase-damping, depolarizing,
and two-Pauli maps [R38, R39]. Unital qubit maps are among the most basic and commonly
considered channels in quantum information theory.

The Pauli dynamical maps A(t) are usually considered as solutions to the master equations

with time-local generators L£(t) = 23_, 74 (t)Ls or memory kernels K(t) = S3_, ko (t)La,
where .
Lalpl = 5(0apoa = p). (6)

Besides being of the same form, £(t) and K (¢) share an additional property. Namely, their eige-
nvectors are again the Pauli matrices, operators constant in time. Therefore, to solve the master
equations, it is enough to work on time-dependent eigenvalues, which simplifies calculations si-
gnificantly. Another consequence is that divisibility properties of the Pauli dynamical maps are
well characterized. An invertible A(¢) is CP-divisible if and only if v,(f) > 0, whereas it is only
P-divisible if and only if 7, (t) +~3(t) > 0 for all @ # (. Therefore, the non-Markovianity degree
of the corresponding evolution is fully encoded into the decoherence rates.

An increasing attention is being given to non-invertible Pauli dynamical maps. For such
maps, the propagator is not uniquely defined, and the associated time-local generator has de-
coherence rates exploding to infinity [R40]. Examples include two-level systems in dissipative
environment [R41], driven by phase noisy lasers [R42, R43], and quantum NOT gate imple-
mentations [R44].



Generalized Pauli channels

There are multiple ways to introduce generalizations of the Pauli channels for qudit evo-
lution [R45, R46], [P11], depending on the properties one wishes to carry over. An important

characteristic of the Pauli matrices o, is that their eigenvectors {1#((]&),%&)} form three mu-
tually unbiased bases (MUBs). By definition, two orthonormal bases in H ~ C¢ are mutually
unbiased if and only if

It é‘”\w}ﬁwzé, a£B  k=0,..d-1 (7)

Assuming that the Hilbert space admits the maximal number of d + 1 MUBs [R47], which
is known to hold in prime and power prime dimensions, one defines d> — 1 unitary operators

d—1
Uolf _ Z ujképé(a), W — 62m/d7 (8)

where P,ia) |¢k )( (a)| are rank-1 projectors onto MUB vectors. These operators are then
used to construct Nathanson and Ruskai’s generalized Pauli channels [R48]

d+1 —
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where p, denote a probability distribution. Alternatively, the generalized Pauli channels can

be rewritten in the form
d+1

A =mll + Zﬂa(ba (10)
a=1
using d 4+ 1 quantum-classical channels
T p@ pla)
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The Pauli channels are reproduced for d = 2. Apart from the MUB property, what carries over
to d > 2 is A being both mixed unitary and Hermitian. Moreover, the eigenvalue equations

AU =\UF, k=1,...,d—1, Al =14 (12)

show that the generalized Pauli channels are unital maps with real and (d—1)-times degenerated

eigenvalues
1

Ao = -1 [d(po + pa) — 1] . (13)

The eigenvectors U” are, just like for the Pauli channels, unitary and constant in time. The

complete positivity of A is fully controlled by its eigenvalues. The necessary and sufficient
conditions are provided by the generalized Fujiwara-Algoet conditions [R37, R48, R3§|

1 d+1
<
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The qudit dynamics provided by the generalized Pauli dynamical maps A(t) obeys the
master equations with time-local generators L£(t) = 2%t} 7, (t)L, or memory kernels K(t) =

S k(1) Ly, where
Z wpURt = (d—1)p| . (15)



Analogically to the qubit scenario, A(t), £(t), and K(t) have common (time-independent)
eigenvectors U*. Hence, differential and integro-differential evolution equations on operators
can once again be reduced to evolution equations on time-dependent eigenvalues. Developing
the mathematical formalism for the evolution of A(t) with memory was a topic of my PhD
[P7, P8]. Due to the lack of general construction methods for positive maps, there are only
known P-divisibility conditions that are either sufficient or necessary [P10]. The generalized
Pauli channels and their dynamics are analyzed in terms of non-Markovianity [P7, P8, P10],
channel fidelity [P12, P13], parameter estimation [R49, R50], and invertibility properties [R51,
R52].

Phase-covariant channels

The Pauli channels do not describe the most general evolution of a qubit. Beyond the
unital maps, there exists a large class of quantum channels that are non-unital — that is, their
stationary state is no longer the maximally mixed state. An important class of non-unital qubit
maps consists in the phase-covariant maps ®, which satisfy the covariance property

V xestn.oen B[eT X = e i0B[X e, (16)

In other words, the evolution provided by ® commutes with the unitary evolution U(0)[p] =
exp(—iosf)pexp(iosf) that describes rotations on the Bloch ball. The class of phase-covariant
channels covers any dynamics that arises from a composition of energy absorption, energy
emission, and pure dephasing [R53, R54]. They were first introduced as solutions to phenome-
nological master equations to characterize thermalization and dephasing processes beyond the
Markovian approximation [R55]. A microscopic derivation was later presented for a weakly-
coupled spin-boson model under the secular approximation [R56].
The most general phase-covariant channel is represented by ® = AU(#), where [R54, R53]
1

Alp| = 5 (T4 Aos) Trp+ Aoy Tr(poy) + Aiog Tr(pos) + Aso3 Tr(pos)] . (17)

For A\, = 0, one recovers a subclass of Pauli channels with Ay = A;. From the above form,
it follows that the Pauli matrices are the eigenvectors of A to the eigenvalues A; (two-times
degenerate) and A3. The last eigenvalue equation, A[p.] = p., shows that the final eigenvector
is the stationary state (preserved by A)

1 As
Px — = |}I+ 1 )\30'3‘| . (18)

If A\, # 0, then A is non-unital (A[l] # I). Hence, this property is fully controlled by a single
parameter \,. Because the Pauli matrices are Hermitian, Ay, A3, and A, are real numbers. Also,
they provide the necessary and sufficient conditions for complete positivity of A [R54],

As| + A <1, 42 A2 < (14 M) (19)

An important property of phase-covariant channels is their non-commutativity. Namely, if A;
and Ay are both phase-covariant, then in general A;As # AsA;. This could not be observed for
unital (Pauli) maps.

For the phase-covariant dynamical maps A(t), one considers the master equations with
the time-local generators L£(t) = v, (t)L+ + v-(t)L- + 7v3(t)L3 or memory kernels K(t) =
ky(t) Ly 4+ k_(t)L_ + k3(t)Ls where

1 1
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In the above equation, oL = (07 +i03)/2 are the raising and lowering (ladder) operators. Now,
contrary to the unital case with Pauli maps, only three out of four eigenvectors of a non-unital



A(t) are time-independent. Also, one of its eigenvectors, namely the stationary state p.(t),
depends on time, even though its eigenvalue is constant. Despite this added complexity, the
dynamical equations for phase-covariant maps can still be reduced to equations on functions:
the eigenvalues A\;(t), A3(t), and the parameter A, (t).

From the form of L(t), it is evident that it includes the amplitude damping (v (t) =
v3(t) = 0), inverse amplitude damping (v_(t) = ~3(t) = 0), generalized amplitude damping
(73(t) = 0), and pure dephasing (y+(¢) = 0) [R2]. The general CP-divisibility conditions for
A(t) are v (t) > 0, v3(t) > 0. The necessary and sufficient conditions for P-divisibility are not
yet known, although partial results have been shown in ref. [R54].

Research goals

My scientific articles contain theoretical considerations with discussions on potential expe-
rimental applications. During my research, I implement advanced methods of theoretical and
mathematical physics from the fields of quantum information theory and open quantum sys-
tems theory to expand the knowledge on properties and implementations of selected quantum
maps. Among the utilized mathematical tools are elements of operator algebra, mathemati-
cal analysis, Riemannian geometry, and theory of Laplace transforms. The main challenges I
undertake are listed below.

(1) Geometry on the space of quantum channels. Geometrical characterization is provided for
positive and completely positive, trace-preserving maps. Quantitative results for relative
volumes help to characterize properties of random quantum channels.

(2) Classical miztures of dynamical maps. Convex combinations of dynamical maps are analy-
zed, going beyond mixtures of Markovian semigroups, invertible maps, and finally commu-
tative maps. Non-convexity is proven for the sets of dynamical maps that are Markovian,
non-Markovian, non-unital, commutative, and non-invertible. The Markovian semigroup
is recovered from mixtures of strongly non-Markovian maps.

(3) Enhancing communication properties of channels with noise. Beneficial decoherence and
classical noises are used to improve classical capacity and other measures of quantum
channels. For classical capacity, non-unitality turns out to be a better resource than
entanglement.

(4) Further generalizations of Pauli channels. A generalization of generalized Pauli channels
is introduced by replacing the mutually unbiased bases with mutually unbiased measure-
ments. It provides a class of symmetric channels in any finite dimension.

4.2.2 Results and description of the publications based on them

The papers included in my habilitation achievement concern theoretical analysis and applica-
tions of the Pauli channels, generalized Pauli channels, and phase-covariant channels. In my
subsequent publications, I often expanded upon the results obtained in previous works. For this
reason, I have decided to organize the publications thematically rather than chronologically.
The topics are consistent with the list of research goals presented in the introductory section.

Geometry on the space of quantum channels

I started working with the Pauli channels during my PhD, where my first published article
considered bistochastic qubit evolution on the manifold of Kéhler functions [P6] (later generali-
zed in [P9]). This was the beginning of my interest in the geometry of quantum channels, which
was later continued during my internship in Germany. This series of papers was inspired by the
research conducted with prof. Walter Strunz’s group, whose results were published in the article



on geometry of Gaussian quantum channels [P5]. These mappings are defined on continuous
variable systems, whose underlying Hilbert space has infinite dimensions. As a result, volumes
occupied by quantum channels are infinite. However, relative volumes — e.g. of entanglement
breaking Gaussian channels among all Gaussian channels — are themselves finite. Interesting
properties could be observed even under partial knowledge about quantum maps. My goal was
to carry out a similar analysis for the Pauli channels and their generalizations.

The motivation behind considering relative volumes of quantum maps is to determine expec-
ted properties of a randomly selected channel. One example would be a noisy evolution with
only a partial knowledge of its defining parameters. Applications of random channels include
qubit encryption [R57] and superdense coding [R58]. Through the analysis of the underlying
geometry, it becomes possible to find regions occupied by the desired classes of quantum maps.
Relative volumes can be interpreted as probabilities that given channels possess certain phy-
sical properties. In particular, even incomplete information about quantum evolution can be
sufficient to determine its characteristics, such as bounds on minimal output entropy and its
asymptotic behavior [R59, R60, R61, R62].

The mathematical formalism and methodology is similar among all my papers on geometry.
Geometrical properties of positive, trace-preserving quantum maps and quantum channels A
are analyzed on the manifold of the Choi-Jamiotkowski states p,. These states arise from the
one-to-one correspondence between quantum maps and quantum states [R63, R64]. I introduce
the metric tensor using the Hilbert-Schmidt inner product (A|B) = Tr(A'B), which allows me
to calculate the line ds* = Tr(dps)? and volume dV = y/detg[], d A\, elements in terms
of the channel eigenvalues and non-unitality parameters A,. After determining appropriate
integration regions, I analytically derive the volumes of interesting classes of trace-preserving
maps, like positive and completely positive maps, entanglement breaking channels, and maps
arising from physical (no infinite rates) time-local generators. Where the conditions are known,
I also find the volumes occupied by positive and completely positive divisible channels.

In my works, I analyze the geometry of Pauli channels and generalized Pauli channels and
phase-covariant channels. The results obtained in each publication are listed below in more
details.

[H1] Geometry of Pauli maps and Pauli channels

The first paper focuses on a thorough analysis of positive, trace-preserving Pauli maps. Re-
lative volumes are analytically calculated for the channels that break quantum entanglement,
arise from the master equations with regular time-local generators, and possess desired divi-
sibility properties. For each subclass of maps, I plotted the integration regions, including the
tetrahedron of completely positive maps and the octahedron of entanglement breaking chan-
nels. The results are summarized with two quantitative graphical representations, one of which
is presented in Fig. 1. Importantly, I find that there are twice as many completely positive than
positive but not completely positive maps, which reproduces the result from ref. [R65] for the
Haar measure. This raises a question on the relationship between relative volumes with respect
to different metrics.
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- positive but not completely positive
trace-preserving (PnCP TP) Pauli maps
- completely positive trace-preserving
Pauli maps (Pauli channels)

- PnCP TP Pauli maps reachable with
a time-local generator

- Pauli channels reachable with

a time-local generator

- entanglement breaking Pauli channels

- entanglement breaking Pauli channels
reachable with a time-local generator

Fig. 1: A quantitative representation of the volumes for Pauli maps [H1]. One square covers the region of 1/48.

[H2] Geometry of generalized Pauli channels

The second paper uses a more general definition of generalized Pauli channels than the one
presented in eq. (10). Namely, N < d+ 1 mutually unbiased bases can be used to construct the
generalized Pauli map [R48]

N
A= 7TN+1:[1—|—7T0@0+ Zﬂ-aq)om (21)

a=1

where ®y[X] = Tr(X)I,/d is the completely depolarizing channel. As construction of positive
maps is an open problem, Therefore, I propose necessary positivity conditions and provide the
upper bound on the volume of positive, trace-preserving generalized Pauli maps for any d and
N < d + 1. Due to difficulties in establishing analytical regions of integration for arbitrary
N and d, this work focuses on N = d + 1 (maximal number of MUBs), N = d, and N = 3
(minimal number of MUBSs). In each case, I derive the integration regions in such a way that
it is possible to analytically calculate the volume integrals for the generalized Pauli channels
(Vep), as well as the subset of channels that are provided with legitimate generator (V) and
entanglement breaking channels (Vgg). As can be seen in Fig. 2, the resulting volumes depend
on the dimension d. Note that the only function that does not monotonically decrease with
the increase of d is Viz(d)/Vep(d). Indeed, it instead increases and for d — oo approaches 1/e
(N=d,d+1)orl (N =3).
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Fig. 2: A graphical representation of the volumes for selected classes of the generalized Pauli trace-preserving
maps constructed from three (left), d, or d + 1 (right) mutually unbiased bases [H2].
[H3] Geometry of symmetric and noninvertible Pauli channels

The third paper applies the earlier results to the Pauli maps that are characterized by no
more than two distinct nonzero parameters. This class, completely omitted in ref. [H1] due



to having zero volume in this metric, includes two important subclasses: non-invertible Pauli
maps, for which at least one of the three eigenvalues vanishes, and symmetric Pauli maps,
whose eigenvalues are degenerated. Many interesting channels fall into these categories — e.g.,
the two-Pauli channels, axial channels, dephasing channels, depolarizing channels, and extre-
me entanglement breaking channels. For each case, I present the integration regions inside the
tetrahedron of all Pauli channels — see Fig. 3 for an example of non-invertible maps with no
degenerate eigenvalues. Next, I analyze and compare the relative volumes between different clas-
ses of Pauli maps. In addition, I also demonstrate the volumes for all positive, trace-preserving
Pauli maps and divisible Pauli channels in two collective charts. This gives a quantitative idea
and intuition on the properties of the considered maps. There are some substantial differences
with respect to the results of ref. [H1], which T list and discuss in the corresponding sections.
One example is the need to separately consider L-divisibility (divisibility into semigroups) of
quantum maps, which does not always equal CP-divisibility if one allows for non-invertibility.

Fig. 3: A graphical representation of the range of eigenvalues A1, A2, A3 that correspond to the non-invertible
channels with two distinct non-zero eigenvalues (gray flat surfaces) [H3]. From left to right, complete positivity
regions are plotted for A\; = 0, Ao =0, and A3 = 0, respectively. The dark gray triangles represent the channels
obtainable with time-local generators.

[H4] Geometry of phase-covariant qubit channels

Many questions that have been answered for unital qubit maps are still open for non-unital
channels, including their geometrical characterization. In this most recent paper, I answer some
of these questions for phase-covariant channels. Whereas the underlying geometrical structures
on the manifold they live in seem similar to those of the Pauli maps, the regions occupied by
channels are rather different. In Fig. 4, I present a comparison between the spaces of Pauli maps
and phase-covariant maps. Evidently, the entanglement breaking regions have similar symmetry
properties, however the same conclusion cannot be drawn for either positive or completely
positive maps. Interestingly, among three-parameter invertible maps, all the considered relative
volumes are greater for the phase-covariant maps than the Pauli maps. A similar relation
does not hold for phase-covariant maps with different non-unitality parameters \,, among
which A\, = 0 corresponds to the Pauli map with a degenerated eigenvalue. The analysis of
entanglement breaking and time-local generated subclasses is performed for general phase-
covariant maps as well as non-invertible or symmetric maps. This includes popular amplitude
damping and general amplitude damping channels. Divisibility properties are not analyzed due
to problems with deriving necessary and sufficient conditions.



Fig. 4: Regions occupied by positive, trace-preserving maps (light gray), quantum channels (gray), and entan-
glement breaking channels (dark gray) for the Pauli maps (left) [H1] and phase-covariant maps (right) [H4].

The results I obtain show that only a small percentage of quantum channels can be obtained
using the master equations with physical time-local generators. Therefore, it further validates
the necessity to develop the memory kernel approach. In a similar manner, the ratio of divisible
to indivisible channels sheds more light on the dynamical maps corresponding to Markovian
and non-Markovian quantum evolutions. My results also partially answer the question about
compatibility between the formalisms of quantum channels and dynamical maps arising from
master equations.

Classical mixtures of dynamical maps

The concept of mixtures (or convex combinations) of dynamical maps is based on a simple
premise that a probabilistic mix A(t) = pAy(t) + (1 —p)As(t), 0 < p < 1, of two dynamical maps
A1(t), Ao(t) is a dynamical map itself. This topic gained an increased interest after it was shown
that eternally non-Markovian qubit evolution can arise from a convex combination of two Pauli
dynamical semigroups [R66, R67]. During my PhD, I extended this result to qudit evolution,
proving that certain mixtures of generalized Pauli semigroups produce dynamical maps with
one [P7] or more [P10] eternally negative decoherence rates. Initially, the observation that
non-Markovianity emerges from convex combinations of Markovian semigroups appeared to be
counter-intuitive. However, it was later shown that mixing-induced non-Markovianity can be
explained in terms of correlations and information flow between the system and the environment
[R68]. Interestingly, the inverse relation is also true as, under certain conditions, a combination
of two non-Markovian qudit evolutions leads back to a Markovian semigroup [R69].

Experimental realizations of mixing qubit channels have recently been achieved by using the
Mach-Zender interferometer [R70, R71]. Qubit states are encoded in the photon polarization,
which interacts with the photon frequency (environment). The beam splitter, whose splitting
properties are characterized by p, divides the beam into two branches. On each branch, A;(?)
and As(t) operate independently before the beams are recombined. Due to the set of Markovian
semigroups being non-convex, it is then experimentally shown that the resulting dynamics is
indeed non-Markovian.

In my series of papers, I analyze mixtures of Pauli channels, generalized Pauli channels,
and phase-covariant channels, respectively. Going beyond convex combinations of Markovian
semigroups, I consider mixtures of CP-divisible and non-invertible (including indivisible) dy-
namical maps. Finally, even the unitality and commutativity conditions are relaxed. For the
resulting dynamics, I construct the corresponding time-local generators and memory kernels.
Next, I analyze their non-Markovianity properties depending on the mixing parameters.



[H5] Quantum evolution with a large number of negative decoherence rates

Positive decoherence rates 7, (t) of time-local generators are associated with Markovianity
of quantum evolution. However, v,(t) # 0 can also lead to a physical evolution. An interesting
scenario occurs when some rates remain negative at all times. An instructive example of qubit
dynamics was proposed for two positive 71 (t) = 72(f) = 1 and one always negative ~y3(t) =
— tanh t decoherence rates [R66]. The corresponding Pauli channel arises from a simple mixture
of two Markovian semigroups,

1
At) = 5 (€241 + e*47) (22)

with £, given by eq. (6). Because the rate v3(t) < 0, this example was called eternally non-
Markovian evolution.

This paper generalizes the concept of eternal non-Markovianity to the qudit scenario. I
consider convex combination of CP-divisible generalized Pauli dynamical maps

d+1

At) = waeve®Fe, we(t) >0, (23)
a=1

where £, are defined in eq. (15). Necessary conditions for P-divisibility of A(t) are derived, which
become also sufficient for d = 2. I propose an example of mixtures that have all d + 1 rates
negative but only temporarily. Next, I prove that the probability distribution p, that appears
in its Kraus representation obeys the time-local rate equation p(t) = £(¢)p(t). Moreover, I
present conditions upon w,(t) guaranteeing that this is the classical Pauli rate equation. In
particular, for the Pauli channels,

Po Po
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is the classical Pauli rate equation if i, () > 0 and wy,(t) > W (t), where W (t) = 32 zatba(t).

As a case study, I consider convex combinations of Markovian semigroups where w,(t) =
w > 0. Here, examples are presented with up to d — 1 rates 7,(t) that are eternally negative.
Because each rate is (d — 1)-times degenerate, I actually present a legitimate dynamics with as
many as (d — 1)? out of d? — 1 always negative decoherence rates. Every mixture of semigroups
satisfies necessary P-divisibility conditions, but there are also examples of dynamical maps for
which the sufficient conditions from ref. [P10] hold. Finally, in Fig. 5, I plot the CP-divisibility
region of A(t) for d = 3, depending on the choice of the mixing parameters z,. This region is
shown in relation to a simplex corresponding to all possible choices of z,. It can be observed
that the CP-divisibility region is relatively small, and hence most of the mixtures describe non-
Markovian evolution. The further from the center of the simplex, the less freedom in fixing z,
that do not break the Markovianity.



Fig. 5: The range of simplex parameters x/, in d = 3 for which v,(¢) > 0 at all times ¢ > 0 [H5].

[H6] Markovian semigroup from mixing noninvertible dynamical maps

So far, there were several attempts to go beyond convex combinations of Markovian semi-
groups by analyzing mixtures of CP-divisible dynamical maps [H5], [R72, R73]. However, the
mixing maps were always invertible, which means that A~1(t) was always well defined. This
approach inadvertently excludes numerous interesting physical evolutions described by non-
invertible dynamical maps. Examples include an amplitude damping model on resonance with
Lorentzian reservoir spectrum [R74], a damped two-level atom interacting with a single-mode
field in the Jaynes-Cummings model [R75, R76, R77], a two-level atom driven by a phase noisy
laser [R42], and a quantum NOT gate implementation [R44].

This motivated me to consider more general mixtures of dynamical maps, where invertibility
was not guaranteed. Namely, I construct convex combinations

d+1

At) = lea/\a(t), (26)

of generalized Pauli dynamical maps

Au(t) =(1—p(t)1+ j(t)an, 0<p() <1 (27)
I prove that non-invertible maps can be mixed into invertible maps while the inverse is not true.
I provide necessary and sufficient conditions for A(¢) to be an invertible dynamical map, which
depends only on the lower bound of A(t) and min, z, (2, # 0). This shows that singularities
can be removed via classical mixing. Next, I consider a special class of mixtures with £ < d
identical parameters x, = 1/k for a« = 1,...,k (and zero otherwise). For such a choice, the
resulting A(¢) has two distinct eigenvalues, which can reach zero at different points in time.
This illustrates how to fix the mixing parameters to generate additional singularities. However,
it turns out that through mixtures one can not only add and remove singularities of dynamical
maps but also shift them to different points in time. A good example is provided by a convex
combination of Pauli dynamical maps with z, = 1/3 and oscillating eigenvalues A(t) = 1—2p(¢)
—see Fig. 6. Observe that all roots of A(¢) are shifted by the same time interval.

The main result of this paper expands on the case with removing singularities through
mixing. I analyze the behavior of time-local generators upon mixing the dynamical maps and



show the relation between decoherence rates associated with A(¢) and A, (t). I propose a para-
metrization of d + 1 dynamical maps such that the resulting convex combination is invertible
and CP-divisible (Markovian evolution). In a special case, d + 1 non-invertible dynamical maps
can be used to construct the Markovian semigroup (it was later shown that one map can be
invertible [R52]).

Finally, I also analyze the corresponding memory kernel master equations. It turns out that
every convex combination of the generalized Pauli dynamical maps is provided by a memory
kernel defined via a probability distribution and a single memory function. Interestingly, the
maps whose mixture is the Markovian semigroup are the solutions of master equations with
time-local generators and memory kernels that are not regular (contain infinities).

Fig. 6: The eigenvalues of A, (t) and their mixture A(t) for \(¢) = cost [H6].

[H7] Non-Markovianity criteria for miztures of noninvertible Pauli dynamical maps

This paper expands on the results of ref. [H6] by investigating the non-Markovianity degree
of Pauli dynamical maps that result from classical mixtures of non-invertible dynamical maps.
Such analysis has so far been performed only for invertible Pauli maps, including convex combi-
nations of Markovian semigroups [R66, R67, R72] and CP-divisible dynamical maps [H5], [R73].
The divisibility of an invertible dynamical map A(t) is fully characterized by the properties of
the associated propagator V (¢, s) = A(t)A~!(s). The problem becomes more complicated when
one allows for noninvertible maps, for which V' (¢, s) is not unique.

Using the results for image non-increasing dynamical maps [R40, R78], I formulate the
divisibility conditions for Pauli dynamical maps. In particular, I analyze the non-Markovianity
degree for mixtures of non-invertible Pauli dynamical maps

A(t) = > Zaha(t), Aa(B)[p] = (1 = p(t))p + p(t)oapoa, (28)

where 0 < p(t) < 1. It turns out that there are no P-divisible A, (t) that are not CP-divisible.
Examples of A, (t) with every possible degree of divisibility are presented in Fig. 7. In general,
A, (t) is divisible iff it is kernel non-decreasing, which means that A\(s) =0 = A(¢) = 0 for
all t > s.

Next, I analyze the relations between divisibility of A,(t) and their mixtures A(t), arriving
at the following conclusions.

e Indivisible maps follow only from mixing indivisible maps.
e Mixtures of divisible maps always produce divisible maps.
e Convex combinations of CP-divisible maps are at least P-divisible.

e Noninvertible CP-divisible maps cannot be obtained through mixing.



e Indivisible dynamical maps can be mixed into maps with any degree of divisibility.

Also, the necessary and sufficient conditions for the CP-divisibility of both A,(t) and A(?)
generalize the conditions from ref. [R67] for invertible maps.
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Fig. 7: Examples of non-invertible A, (#) that are indivisible (blue dotted), CP-divisible (red dashed), and
divisible but not CP-divisible (green bold).

This publication includes many illustrative examples, including a time-local generator for
a non-invertible dynamical map that is P-divisible but not CP-divisible. Interestingly, this
generator has decoherence rates that all explode to +0c0 at the same moment, while the sums
of their pairs are always finite.

[H8] Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps

In this article, I analyze the behavior of classical mixtures of qubit dynamical maps for which
the unitality requirement has been dropped. Whereas convex combinations of unital channels
are always unital, an analogical relation does not follow for the channels that are non-unital.
Indeed, I present conditions under which non-unital phase-covariant channels produce a unital
mixture. I also show that phase-covariant maps can arise from convex combinations of maps
that are not phase-covariant.

In more details, I consider the mixture of Markovian semigroups

A(t) _ x162w1£+t + x262w2£,_t + x3€211)3[:3t’ (29)

where w, > 0, and the generators are defined as in eq. (20). Observe that the generators
L describe amplitude damping and inverse amplitude damping, whereas L3 corresponds to
phase-damping. However, even though eq. (29) was constructed in analogy to mixtures of the
Markovian Pauli semigroups, it is not possible to obtain an eternally non-Markovian — or even
non-Markovian — quantum evolution. Indeed, all mixtures of Markovian semigroups from eq.
(29) are CP-divisible. Therefore, it becomes necessary to examine a more general dynamical
map

A() = a1 A (6) + 2ah_ (1) + 23As(0), (30)
where
AL (B)[X] = ; { []1 . nf(t))ag} Tr X + 11 (£)(01 Ten X + 0 Tr 02 X) + 12(t)5 T agx} ,
A (B)[X] = ; { []1 (- n%(t))ag} Tr X + 1a(8)(0y Te o X + 03 Tr 02 X) + 12(t)s Tt ggx} ,
As(H)[X] = ; [ITr X + 53(t) (01 Tr oy X + 05 Tr 03 X) + 03 Tr oy X

(31)

and |n,(t)] < 1. Even though this map seems much more complicated, the previous case is
recovered for a simple choice of 7, (t) = e~™*'. In general, it is admissible for 7, () to reach zero



at finite points in time. If this happens, the corresponding A, (¢) is necessarily non-invertible.
However, classical mixing of non-invertible A, () sometimes produces invertible A(t).

In the special case with 7,(t) = n(t), A(t) is invertible if and only if n(¢) > 0. Therefore,
an invertible mixture follows only from invertible AL(¢) and As(¢). The reason is that the
singularity point of A;(t) is the same as of n(t), and A3(t) is always non-singular (A, (¢) are
the eigenvalues of A(t)). This marks another difference from the convex combinations of Pauli
channels, where non-invertible maps are able to produce invertible (and even Markovian) maps.

Moreover, for the Pauli channels, only a convex combination of three dephasing channels
can result in a Markovian semigroup [H6|, of which at least two have to be non-invertible
[R52]. Therefore, non-invertibility is necessary to produce a semigroup. A substantially different
behavior is observed for phase-covariant channels, where the Markovian semigroup results only
from mixing the following two semigroups,

A(t) — x162wﬁ+t + x2€2w2£,t‘ (32)

The map A(t) is the generalized amplitude damping channels with constant decoherence rates
Y4 (t) = 2wy, v (t) = 2wxg, v3(t) = 0. Hence, this is an example of the Markovian semigroup
that results from mixing semigroups.

Finally, by allowing the dynamical maps to be non-unital, they no longer have to be com-
mutative. In other words, A(t)A(s) = A(s)A(t) does not generally hold for any two moments in
time. I show that AL(¢) and A3(¢) are all commutative and find conditions for their mixtures
A(t) to become non-commutative.

My results present a wide variety of dynamical maps that can be obtained through mixtures
of simple quantum maps. Considering first non-invertible and then even non-unital dynamical
maps allows me to observe how the properties of classical mixtures change with the choice of
mixing parameters and the channels that are being mixed. Further analysis shows that it is not
only dynamical maps for Markovian and non-Markovian evolutions that do not form convex
sets. The same is true for non-invertible, indivisible, non-unital maps, or non-commutative
dynamical maps.

Mixtures of phase-covariant channels are later applied to enhance transmission characteri-
stics of dynamical maps [H11, H12|, which is described in more details in the following subsec-
tion.

Enhancing communication properties of channels with noise

Finding feasible methods to transfer information through quantum channels in an accura-
te way is important for the purposes of quantum communication and information processing.
However, unavoidable effects of external noise are often detrimental for performing quantum
tasks. To protect the information that passes through a noisy channel, one applies error correc-
tion, error mitigation, or error suppression techniques [R79, R80]. Correction codes allow for
reduced error rates on logical gates by encoding information into a large number of physical
qubits. Mitigation techniques do not require transmission of redundant information but rather
a significantly increased number of measurements. Finally, error suppression uses the know-
ledge about the system to avoid potential influences of undesirable effects. Examples include
decoherence-free subspaces (DFSs) [R81], noiseless subsystems [R82], and dynamical decoupling
[R83].

Alternatively, instead of attempting to reduce its effects, noise can be benefited from and
used as a quantum resource. Indeed, it was shown that local dissipation can be used as a
resource for quantum computation [R84] and state engineering [R85]. For quantum information
processing purposes, Marshall et al. [R86] developed dissipation-assisted modular networks
to control the loss of coherence and concurrence, whereas Gillard et al. [R87] manipulated
quantum thermal noise to enhance qubit state detection. Finally, memory effects associated with



environmental noise were used to suppress error rates of quantum channels [R88], [P13], [H10].
An improved performance measured by the channel fidelity, output purity, and the ability to
preserve quantum entanglement was attained through adding noises to the Markovian evolution
on the level of memory kernel master equations [R89, R90].

This series of articles is a continuation of my research during PhD, where I analyzed the
fidelity of generalized Pauli channels. This is a measure of distance between input and output
states, and hence it measures the state distortion after the use of a quantum channel. Ha-
ving derived analytical formulas for the fidelity bounds [P12], I showed how to increase the
generalized Pauli channel fidelity by introducing non-Markovian noises to the system [P13].

In the following publications, I further explore the possibilities of improving channel per-
formance with beneficial noises. By using memory kernel addition and classical mixtures of
dynamical maps, I present valid methods to enhance transmission properties of generalized
Pauli channels and phase-covariant channels. The measures I analyze include channel fidelity
(distortion between inputs and outputs), maximal output purity (distortion from pure states),
and classical capacity (maximal rate of reliably transmitted classical information).

[H9] Classical capacity of generalized Pauli channels

A fundamental problem in quantum communication is finding the maximal rate of classical
and quantum information that can be transferred in a reliable way by a given quantum channel.
This rate is known as the capacity of a channel, and knowing its value is important for quan-
tum computation and error correction tasks. Classical channels can transmit only one type of
information, and therefore their definition of capacity is unique. For quantum channels, this is
no longer the case. However, if a quantum map is used to transmit only classical information,
it is enough to know its classical capacity [R91, R92]. Finding its exact value is non-trivial, as
it requires calculating an asymptotic limit of the Holevo capacity x(A) under infinitely many
uses of a channel. Moreover, the Holevo capacity is itself a maximum of an entropic expression
calculated over all possible ensembles of separable input states [R91, R92]. The formulas signi-
ficantly simplify if x(A) is weakly additive (x(A ® A) = 2x(A)) [R93]. This property is shared
by quantum maps covariant with respect to irreducible unitary representations of finite groups,
among which are the generalized Pauli channels [P10].

In this paper, I derive analytical formulas for lower and upper bounds of the Holevo capacity
for the generalized Pauli channels. I apply the methods developed for the Weyl channels in refs.
[R94, RI5] after generalizing them first to multipartite Weyl channels. I also prove that the
capacity bounds are achievable and propose the corresponding states. Next, I show the relation
between these bounds and the Shannon entropy of classical probability vectors. It turns out
that only the lower bound of the Holevo capacity is weakly additive. However, if the lower and
upper bounds coincide, the Holevo capacity is equal to the classical capacity of the channel. I
obtain analytical formulas of the classical capacity for two new classes of the generalized Pauli
channels. The conditions are that their eigenvalues A\, are of the same sign and at least d of
them are equal, so that {A,..., a1} = {A%,..., Ag, A}. The classical capacity formula then
reduces to
:1+OZ:WHML+M—1MH{d—Ul A
where A = min, A, if A, < 0 and A = max, A\, if A\, > 0. In more details, I analyze the capacity
of the Pauli channels, whose value depends only on the eigenvalue A, with the greatest module.
Additionally, for qubit evolution, there is a simple relation between the classical capacity and
extremal channel fidelities on pure states. At last, I show that if the Pauli dynamical map is
invertible and P-divisible, then its classical capacity is a monotonously decreasing function of
time.

C(A) In[1 — AJ. (33)



[H10] Engineering classical capacity of generalized Pauli channels with admissible memory ker-
nels

Using the formulas derived in ref. [H9], I examine how to use decoherence noise to increase
the classical capacity of generalized Pauli channels. Memory effects are introduced into the
Markovian evolution by considering the memory kernel master equations with the memory
kernel [R88]

K(t) =9(t)L + K(t). (34)

In this formula, £ is a Markovian semigroup generator, and K(t) is a purely non-local memory
kernel, which means it does not contain the Dirac delta function §(¢). Notably, both £ and K(¥)
correspond to legitimate physical evolutions. The addition of purely local and non-local kernels
has been considered in refs. [R88], [P13], where it has been shown that the channel fidelity for
non-Markovian evolution can temporarily increase above the fidelity for a Markovian semigroup.

In what follows, I analyze the evolution given by the Markovian semigroup AM(t) = et¢
with the isotropic generator £ = v Z‘f;ll L. To represent the non-Markovian noise, I consider
dynamical maps that are non-invertible and not kernel non-decreasing. It means that at least
one of their eigenvalues vanishes at some finite time ¢, but does not remain zero indefinitely.
Such dynamical maps are indivisible, and hence the corresponding evolution is non-Markovian
[R40]. A good example is AN(t) that solves the master equation with a constant memory kernel
K(t) = w?L4;1. However, even if AM(t) and AN(¢) are always completely positive, a combination
of two legitimate memory kernels K (t) does not necessary yield a physical dynamics A(¢). I find
the additional conditions that have to be met and calculate the lower bound of the classical
capacity Clow[A(t)] = max, co(t), where

14 (d = DAa(t)
- d

For d = 2, Ciow[A(t)] = C[A(t)], c1(t) = ca(t), and c3(t) = C[AM()] is the classical capacity of
the Markovian semigroup. Hence, whenever ¢;(t) > ¢3(t), I observe an increase of capacity for
the system with additional noises. This is presented in Fig. 8. Analogical results are obtained for
the qubit and qutrit evolutions if one replaces the constant kernel with K(¢) whose eigenvalues
are exponentially decaying.

1— \a(t)

calt) 1+ (d — DA(t)] + (d — 1) [l — A\(t).  (35)

== cs(t)
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Fig. 8: The functions c¢;(t) = c2(t) (red) and c3(t) (green, dashed) for the qubit evolution with v = 2/s and
w = 2/s. The classical capacity of A(t) is greater than that of AM(t) whenever c¢;(t) > c3(t) [H10].

Then, I move beyond semigroups by considering CP-divisible dynamical maps AM(t). As
they correspond to time-local generators with positive decoherence rates, the most natural
way of introducing noises would be through adding a generator £N(¢) of a non-Markovian
evolution (7} (¢) # 0). In this case, the map A(t) is generated by L£(t) = LM(¢) + LN(¢). Hence,
A(t) = AM(t)AN(t) is a composition of two (commutative) generalized Pauli dynamical maps.



However, as the eigenvalues of AM(¢) are nonnegative, they always exceed the eigenvalues of
A(t). In such scenarios, there can be no increase in the classical capacity. Therefore, instead
of switching to generator addition, I instead consider a more general form of the memory
kernel K (t). Namely, I replace the semigroup generator £ with the memory kernel £(¢) that
corresponds to the same evolution as the time-local generator £(t). Now, eq. (34) is replaced
with K(t) = R(t) + K(t), where £(¢) and K(¢) correspond to a Markovian and non-Markovian
dynamics, respectively.
As a case study, I analyze the Markovian evolution with the time-local generator

M r d+1
L) = e Y L (36)
a=1

This time, the associated memory kernel £(¢) has both a local and a non-local part. For the
non-Markovian noise, I again take K(¢) with exponentially decaying eigenvalues. Once again,
temporary increases in the channel capacity can be noticed. Contrary to the semigroup exam-
ples, the maximal increase does not occur the first time that the classical capacity is enhanced.
Nevertheless, the results for semigroups and CP-divisible maps are qualitatively the same. This
indicates that the capacity increase can be a more general feature than initially anticipated.

[H11] Adjusting phase-covariant qubit channel performance with non-unitality

This paper proves that transition performance can be improved by allowing for non-unitality
of quantum channels. It is shown on the example of qubit phase-covariant channel fidelity
and purity measures, which quantify the distortion between input and output states. I present
derivations of analytical formulas for minimal and maximal channel fidelity on pure states [R96,
R97], and also maximal output purities defined via the Schatten p-norm [R1, R98]. Importantly,
these extremal values are achievable by channels, and I provide the forms of the respective pure
states. The final two measures considered here are concurrence and entanglement of formation
[R99, R100], which examine the evolution of entanglement when half of a maximally entangled
state is sent through the phase-covariant channel.

The measures of fidelity, purity, and entanglement all depend on the channel eigenvalues A,
A3 and the parameter \, responsible for its non-unitality. To avoid the influence of other factors,
I compare the results for phase-covariant channels with the same eigenvalues but different non-
unitality degree

As

Two extremal cases are unital (Pauli) channels Ay and maximally non-unital channels Axy,
where NU(Ay) = 0 and NU(Axy) = 1. A channel A with intermediate values of NU(A) is
constructed via convex combinations

(37)

A= (1-p)Ay + pAnu, 0<p<1, (38)

which share eigenvalues with both Ay and Ayxy. Here, the probability distribution p can be
interpreted as the classical noise, which turns out to be beneficial for certain properties of
quantum evolution. It turns out that unital maps display the worst performance for every
analyzed measure with the exception of the minimal channel fidelity. For the concurrence, I
observe both a prolonged lifetime of entanglement and a sped up rebirth after its sudden death.
Moreover, these channel measures monotonically decrease along with its non-unitality degree.
In other words, the closer A is to being unital, the smaller increase is found in the corresponding
measure.

In more details, I analyze the evolution of generalized amplitude damping channels with
exponentially decaying and oscillating eigenvalues. The results for \;(t) = cost, A3(t) = cos®t,
and \.(t) = psin®t are plotted in Fig. 9. Observe that the channel measures demonstrate a



similar oscillatory behavior, one difference being that the periodicity of the maximal output
purities vy, Vs is two times smaller. The higher the value of NU(A) = p, the smaller the minimal
fidelity fiin and the greater the maximal fidelity fi.x, as well as 15 and v, at any given time.
Additionally, fiax, V2, and v, reach their maximal value of 1 for p = 1. The only function that
drops down to zero is fuin[Au(t — 00)] for m + 2k7 regardless of the choice of p, and then also
for 7/2 + 2km and 37/2 4 2kn if p = 0.
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Fig. 9: Plots for oscillating channel eigenvalues representing time-evolution of the minimal fidelity (a), maximal
fidelity (b), maximal output 2-norm (¢), and maximal output co-norm (d). The curves correspond to the channel
mixtures with p = 0 (red), p = 0.5 (purple), p = 0.7 (blue), and p = 1 (brown) [H11].

An important result is that the enhanced performance of non-unital channels can be ob-
served at every moment in time. This is a novelty compared to the previous works on noise
suppression by counteracting its effects with another form of noise [R88], [P13], [H10], where
the positive effects were only temporary.

[H12] Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary state manipula-
tion

Stationary states are such quantum states that are preserved by quantum evolution. For a
quantum channel, this means that the input and output are identical. Stationary states can
be time-dependent, and sometimes there are more than one for a given quantum map. In this
paper, I consider the phase-covariant channels with

A = p(l - )\3)7

This way, both their non-unitality degree NU(A) = |p| and the stationary state p, = diag(1 +
p, 1 —p)/2 are easily controlled with a single parameter p.
Analogically to Ref. [H11], I consider quantum channels

A = (1= |p])Au + [p[ANy (40)

~1<p<1, M>0. (39)

resulting from a mixture of the unital (Pauli) channel Ay and the maximally non-unital channel
Af\EIU. These maps have all common eigenvalues and three common eigenvectors oy, gq, o3 but



different stationary states,
Aullf =T, Aull0)(0f] = |0)(0f,  Axy[I1)(1]] = [1)(1]. (41)

Notably, A* cover the entire class of phase-covariant channels from eq. (39). The corresponding
dynamical maps are constructed by encoding the entire time-dependence in the functions A, (%)
and keeping the parameter p constant in time. The master equations of such mixtures display
some interesting properties. Namely, I show that the dynamical maps A*(t) arise from classical
mixtures taken on the level of dynamical maps, time-local generators, or memory kernels. In
other words, if Ly(t) and L5 (t) are the time-local generators of Ay(t) and A¥y(t), then the
generator for A*(t) is given by

L) = (1= [phLu(t) + |pl LN (t) (42)

(and analogically for memory kernels). Usually, this is not the case, as the relation between
master equations and dynamical maps is more complex. To prove the above relation for memory
kernel master equations, I first develop the memory kernel approach to phase-covariant channels,
providing sufficient conditions and examples of constructing legitimate memory kernels.

In the main part, I examine how the choice of a stationary state influences classical capaci-
ties of the channel. This analysis is performed for the generalized amplitude damping dynamical
maps A(t) with A\;(t) = cost, A\3(t) = cos®t, and \.(t) = |p|sin®t, for which the Holevo and
entanglement-assisted classical capacities are known. For exponentially decaying and oscilla-
ting eigenvalues, I calculate these capacities for different positive values of p (due to p — —p
symmetry [R101, R102]). For non-unital maps, only numerical solutions are found because of
implicit functions appearing in the capacity formulas. By increasing the non-unitality degree
of dynamical maps, I prove that one obtains an absolute increase in both the Holevo and
entanglement-assisted capacities. For non-unital channels, the lower bound of the classical ca-
pacity temporary exceeds even the entanglement-assisted classical capacity of unital channels,
which is shown in Fig. 10.
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Fig. 10: Plots representing time-evolution of classical capacity bounds for exponentially decaying (left) and
oscillating (right) functions A(¢) for generalized amplitude damping channels. The color curves correspond to
the entanglement-assisted capacity for p = 0 (purple), as well as to the Holevo capacity for p = 2/3 (green),
p = 0.9 (blue), and p =1 (red) [H12].

Analogical results for the classical capacity bounds are then repeated for the generalized
shifted depolarizing channel A(t) with Ai(t) = A3(t) = A(¢) and \.(t) = p(1 — A(¢)) [R103]. This
could indicate that capacity increasing along with non-unitality is a general property of phase-
covariant qubit channels. Moreover, this also proves that non-unitality is an important quantum
resource for information transition purposes, as it can help to generate higher capacities than
quantum entanglement.

My results prove that various types of noise can be used to engineer quantum channels with
increased transmission parameters measured by the channel fidelity, maximal output purity,



concurrence, and channel capacities. In particular, decoherence noises implemented through
memory kernel addition allow for temporary enhancements in the case of unital maps, like
the Pauli channels and generalized Pauli channels. In the case of phase-covariant channels,
classical noise can be used to introduce non-unitality and improve channel performance at
every moment in time. The increase of classical capacity is so significant that it can even
surpass the entanglement-assisted classical capacity of unital channels.

Further generalizations of Pauli channels

During the generalization of the Pauli channels to qudit maps, a crucial role is played by the
mutually unbiased bases (MUBs). By definition, these are orthonormal vector bases such that
the probability of transition between any two vectors from different bases is constant. However,
the concept of mutual unbiasedness can be extended to measurement operators. Kalev and
Gour [R104] introduced mutually unbiased measurements (MUMs) {P,ga) ca=1,...,d+1;k=
0,...,d — 1}, which are d + 1 sets of positive operators that sum up to the identity operator
and contain the projectors onto MUB vectors as a special case of projective measurements.

[H13] Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements

Mutually unbiased measurements are non-projective generalizations of MUBs and therefore
perfect candidates to replace them in Nathanson and Ruskai’s definition of generalized Pauli
channels [R48]. This way, the channels retain the form

d+1

A=ml+ Z TPy (43)
a=1
but with &, given by
d—1
0,[X] = P Tr(X P, (44)
k=0

For MUBs, formulas in eqgs. (11) and (44) are mathematically equivalent. However, only a
substitution in eq. (44) does not affect complete positivity nor trace-preservation of ®,. Impor-
tantly, it is known how to construct A in composite dimensions only when mutually unbiased
measurements are not projective.

In my paper, I propose the above-mentioned generalization of the Pauli channels using mu-
tually unbiased measurements. I analyze the properties of both A and ®,,, including eigenvalue
equations, complete positivity conditions, and entanglement breaking conditions. For my gene-
ralization of Pauli channels, I derive the maximal output purity measure and show that it is
multiplicative (1(A®Q) = v(A)v(Q) for any quantum channel ) if and only if A is constructed
from MUBs. I also provide illustrative examples of channels, where the MUMSs are constructed
from Gell-Mann matrices or Heisenberg-Weyl observables.

The generalized Pauli channels have found wide applications in the theory of open quantum
systems and non-Markovianity. They have been used to construct classical mixtures with a
high number of negative decoherence rates. In quantum information processing, they helped to
show that noise can enhance transitional properties of quantum channels, like channel fidelity,
output purity, or even classical capacity. I believe that my generalization with mutually unbiased
measurements has a similar potential. In quantum information theory, it has already been shown
that positive maps constructed from MUMs successfully detect bound entanglement [P2]. This
property was earlier proved for positive maps constructed from MUBs [R105].

4.2.3 Description of other research achievements

Analyzing the Pauli channels and their generalizations has always been my main interest.
However, over the years, several other, smaller projects caught my attention. In this section,



I briefly describe all my other achievements published after obtaining my PhD. After a closer
inspection, it can be noted that the linear maps I analyze in these works also generalize the
Pauli channels — to positive Pauli maps, to continuous-variable Weyl channels (mixed unitary
generalization of the Pauli channels), or to positive maps constructed with mutually unbiased
bases and their generalizations (that contain the generalized Pauli maps as a special example).
Nevertheless, the main focus is shifted to the Gaussian channels, entanglement detection, and
quantum measurements. In my opinion, my influence on the listed research areas has been
insufficient to warrant their inclusion into my habilitation achievement.

Generalized symmetric measurement operators

In quantum information processing, quantum measurements are crucial tools for gaining
information about quantum states. Measurement operations are extensively used in quantum
information theory. The measurement operators are represented by positive operator-valued
measures (POVMs) — collections of positive semidefinite operators that sum up to the iden-
tity. Especially useful are informationally complete measurements, which allow to perform a
full tomography of a quantum state [R106]. Among the most popular highly-symmetric me-
asurement operators, there are two classes of projective measurements: symmetric, informa-
tionally complete (SIC) POVMs [R107] and projectors onto mutually unbiased bases (MUBs)
[R108, R109]. Interestingly, SIC POVMs and MUBs have many common applications, including
quantum state tomography [R110, R111], quantum key distribution [R112, R113], and quan-
tum entanglement detection [R114, R115]. They are also often analyzed in the same context
[R116, R117, R118, R119]. This indicates that the two objects are closely related.

[P1] All classes of informationally complete symmetric measurements in finite dimensions

In my paper, I introduce a common generalization of SIC POVMs and MUBs, proving that
they are two special cases of a more general concept: mutually unbiased symmetric measure-
ments. Namely, I consider an (N, M)-POVM, which is a set of N POVMs {E, ; k =1,..., M},

and impose the following symmetry conditions:

d
Tr(Ea7k) = M’
Tr(EO%’k) =z,
d— Mzx (45)
Tr(Forbor) = ——, C#k,
H(EopEot) M(M —1) 7
d
Tr(EoxEpe) =z = 72 B # a,
where x is a free parameter from the range
d ) d? d

If # = d*/M?, then the POVMs are projective measurements. Therefore, there are no projective
(N, M)-POVMs for M < d. Informationally complete measurements introduce an additional
constraint (M —1)N = d? — 1 between the number of POVMs N and operators in each POVM
M. Further analysis shows that, in any finite dimension d > 2, there are at least four families
of (N, M)-POVMs:

(i) M =d? and N =1 (general SIC POVM [R120]),
(i) M =d and N = d+ 1 (mutually unbiased measurements [R104]),

(i) M =2and N =d?— 1,



(iv) M=d+2and N =d— 1.

For the general case, I provide a construction method from Hermitian orthonormal bases. In
dimension d = 4, I also find an example of a (3,2)-POVM (family (iii)) with the maximal
value of x = 2, where the measurement operators are rank-2 projectors. Finally, I list possible
applications of the introduced symmetric measurements in entropic uncertainty relations and
entanglement detection, generalizing the ESIC criterion [R115] as well as the criteria based
on mutually unbiased bases [R114], mutually unbiased measurements [R121], and general SIC
POVMs [R122].

My results suggest that symmetric measurements can potentially find just as many the-
oretical and experimental applications as SIC POVMs, MUBs, and their generalizations. In
entanglement detection, they have already been used in formulation of improved separabili-
ty criteria [R123, R124, R125, R126] and construction of bound entanglement witnesses [P3].
Recently, symmetric measurements have also been implemented to characterize entropic un-
certainty relations [R127] and average coherence [R128], with two more preprints on steering
and entanglement detection on the way [R129, R130]. Other applications include quantum key
distribution protocols with improved noise tolerance [R131] and optimal state estimation with
conical 2-designs [R132]. Finding additional analogues between the structures of SIC POVMs
and MUBs could help determine the existence of maximal sets of MUBs and SIC POVMs in
all finite dimensions, which is a popular open problem [R133].

Positive maps and entanglement detection

Entanglement is a precious quantum resource for the purposes of quantum communication
and information processing, quantum computation, and other modern technologies [R134, R2].
Its strength lies in ensuring better performance in many quantum tasks, like teleportation [R135]
and channel discrimination [R136]. Despite its importance, quantification and characterization
of quantum entanglement is a demanding open problem [R137]. For composite dimensions
d > 6, the Peres-Horodecki positive partial transposition (PPT) criterion is no longer sufficient
for separability [R138]. Therefore, it becomes necessary to develop other detection methods.
A popular way involves calculating an expectation value Tr(Wp) of a block-positive (but not
positive) Hermitian operator W in a given state p. A separable state p returns Tr(pW) > 0 on
all entanglement witnesses. Therefore, a state is entangled if there exists a witness W for which
Tr(pW) < 0 [R139].

Using positive (but not completely positive) maps ®, one can construct the corresponding
W =252 [i) (j|@®]]i) (j]], where |k) denotes an orthonormal basis in H ~ C%. Hence, the main
challenge reduces to finding positive maps, for which there is no general method. Nonetheless,
there have been several successful attempts that used measurement operators, like mutually
unbiased bases [R105, R140, R141], mutually unbiased measurements [R142], or SIC POVMs
[R143].

In my works, I introduce new classes of positive maps and entanglement witnesses defined
via mutually unbiased measurements as well as symmetric measurements from ref. [P1]. Special
attention is given to indecomposable witnesses — that is, witnesses that cannot be decomposed
into W = A + B' with positive A, B, where I" denotes a partial transposition. Such operators
are invaluable in detecting bound entanglement (entanglement of PPT states) [R139]. Finally,
I also introduce a family of contractive maps, which provides a refined characterization of
entangled states.

[P2] Entanglement witnesses from mutually unbiased measurements

This paper incorporates mutually unbiased measurements (MUMSs) to define a new class of



positive, trace preserving maps

1

b =
dr — 1

N L
(e —1=N+2L)Po+ > Po— Y Pof. (47)

a=L+1

In the above formula, ®¢[X] = I; Tr(X)/d is the completely depolarizing channel, and

Z 0\% pl* T (P X) (48)

k=0

are maps constructed from orthogonal rotations O preserving the maximally mixed vector
(n, = (1,...,1)/v/d) and MUMs Pk(a) with purity . Observe that the the coefficient in front
of ®, increases with the number of subtrahends L.

Interestingly, in the positivity proof, the condition P,§°‘) > 0 is not used. Hence, Pk(a) cha-
racterized by an arbitrary real parameter x give rise to a positive, trace-preserving map ¢ even
if Pkga) # 0 (ie., P,ia) are not measurement operators). However, even though & is not explicitly
in the formula for the associated entanglement witness W, the properties of W depend on the
optimal value of k. For instance, the MUMs constructed from the Gell-Mann matrices (for
which kept = %) produce less indecomposable witnesses than MUBs (kept = 1).

In the qutrit-qutrit case, I provide several examples indecomposable witnesses together with
the detected PPT states. Examples of decomposable witnesses and their decomposition are also
given. The ability of W to detect entanglement is then compared with the CCNR (computable
cross-norm or realignment) separability criterion.

Finally, I find that the presented class of entanglement witnesses constructed from mutually
unbiased measurements belongs to the large family of witnesses based on the CCNR separability
criterion [R144]

d?—1
W=Ipg—- Y QuG, &G, (49)

p,v=0
In this equation, ), is an orthogonal matrix, and G, are operators of an arbitrary Hermitian
basis. The witnesses W are recovered for Gy = I, traceless G, (1 > 0), and a special form of

the block-diagonal Q).
[P3] Indecomposability of entanglement witnesses constructed from symmetric measurements

This article is a continuation of ref. [P2] that replaces the mutually unbiased measurements
in the definition of positive maps ® with the symmetric measurements introduced in ref. [P1].
Namely, an (N, M)-POVM (not necessarily informationally complete) is used to construct N
trace-preserving maps

M M
o, [X] = i > OM EorTr(XE, ), (50)
kt=1

and finally a positive, trace-preserving map

d M-—1 d—1zM?*—d N L
o= _N42L|® o, — S @, 1
d—l:c]\/ﬂ—dK d M-1 O ° ) ot 2 =) P (51)

a=L+1

Similarly to the MUM case, the conditions E, ; > 0 are not necessary for the positivity of ®.
Hence, once again, this map does not depend on the parameter x and can be defined using
E,r # 0. However, this time, the choice of symmetric measurements influences the witness
through the number M of operators inside a single POVM. The greater M, the more admissible
subtrahends L.

Just like in ref. [P2], the associated witnesses are a part of the class related to the CCNR
criterion [R144]. The same witnesses can arise from different choices of (N, M)-POVMs as long



as they are obtained from the same orthonormal Hermitian basis. I give examples of indecom-
posable entanglement witnesses for qutrit-qutrit systems. It is shown that measurements with
non-optimal x can also give rise to indecomposable witnesses, which was not observed in ref.
[P2]. In addition, entanglement witnesses constructed from (N, M)-POVMs with © < x4, can
detect entangled states undetectable when z = z,,. For a (5, 1)-POVM, whose indecomposabi-
lity is inconclusive, I propose a finer indecomposable witness with a detectable PPT state that
could not be detected by the unrefined witness. Moving to ququart-ququart systems, I construct
an indecomposable entanglement witness from a (15,2)-POVM with the optimal zp, = = = 2,
where the measurement operators are rank-2 projectors. For this witness, I find a two-parameter
family of detectable PPT states.

[P4] Interpolating between Positive and Completely Positive Maps: A New Hierarchy of Entan-
gled States

While completely positive, trace-preserving maps represent quantum processes, maps that
are only positive have their own unique applications, e.g. in entanglement detection and qu-
antifying non-Markovianity of quantum evolution. Between positive and completely positive
maps, there exists a whole hierarchy of k-positive maps. From definition, ® is a k-positive map
if its extension 1y ® ® is positive. Note that positivity of ® is recovered for £k = 1, and com-
plete positivity follows for k& = d. The intermediate maps are used to characterize degrees of
non-Markovianity and establish a hierarchy of entangled states [R23].

In this work, I introduce a further refinement in the classification of positive, trace-preserving
maps inspired by the non-Markovianity strength from ref. [R145]. The new families of k-partially
contractive maps ® are defined in such a way that their extensions 1, @ ®, k = 1,...,d? are
contractions (||(1x®®)[X]||s < || X]|s:) but only on subspaces of dimension k x d?. The extremal
values k = 1 and k = d? correspond to positive (PTP) and completely positive (CPTP), trace
preserving maps, respectively. Actually, there is the following inclusion relation,

CPTP maps =Cp2 CCp2_1 C ... C Cy C C; = PTP maps, (52)

where Cy, is the set of k-partially contractive maps.

The concept is illustrated for the qubit maps, where there is one class interpolating betwe-
en PTP and CPTP maps: 3-partially contractive ®. First, it is shown that this class indeed
introduces a refined hierarchy of maps by proving that transposition is positive but not 3-
partially contractive. Then, examples of depolarizing and depolarizing transpose maps that
belong to the intermediate class are provided. Interestingly, there is an intricate connection
between 3-partially contractive and the Schwarz maps (positive but not completely positive
maps) defined by ®[XTX] > ®[XT|®[X] [R146, RI8]. Partially contractive maps also provide
an improved characterization of entanglement states, analogical to the hierarchy in terms of the
Schmidt number [R147, R148]. This is illustrated on a simple example of two-qubit isotropic
states.

In my works, I present new families of positive, trace preserving maps with applications in
entanglement quantification and detection. The results include indecomposable entanglement
witnesses constructed from mutually unbiased measurements and symmetric measurements,
which make it possible to detect PPT states. Further characterization of witnesses, like their
extremality or optimality, is an interesting open problem that requires more study. Another
research direction is to generalize the results to multipartite scenario. On the other hand,
for partially contractive positive maps, the next step is to construct less restrictive sufficient
conditions for 3-partial contractivity of qubit maps. Then, a complete set of relations between
contractive maps and the Schwarz maps could be established. The final goal is to establish
construction methods for k-partial contractive maps in higher dimensions d and their relations
to k-positive maps. This would allow for a refined characterization of entangled states as well
as non-Markovianity degree of open quantum systems evolution.



Geometry of the Gaussian channels
[P5] Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels

In this article, I apply the methods developed in refs. [R149, R150] to analyze the geometry
of one-mode quantum Gaussian channels. The Hilbert-Schmidt line and volume elements for
the Gaussian states are defined on the manifold of the corresponding Choi-Jamiotkowski states
with a fixed marginal. In order to calculate volumes of channels, it is necessary to perform the
local symplectic decomposition of the corresponding covariance matrix. The volume integrals
can be solved analytically up to the divergent part, which is the integral over the symplectic
group. However, this same part is also present in the volume formulas for certain subclasses of
Gaussian channels. Hence, the relative volumes of quantities invariant under local symplectic
transformations are finite. I use this fact to find the volumes of entanglement breaking and
incompatibility breaking channels among all one-mode Gaussian channels. Interestingly, the
geometry depends on the choice of the common marginal state o of bipartite Gaussian states.
The results are presented in Fig. 11 and can be interpreted as a likelihood to encounter a
Gaussian channel with given properties.
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Fig. 11: The relative volumes of the entanglement breaking (dashed line) and incompatibility breaking (solid
line) channels with respect to all one-mode Gaussian channels as functions of the marginal purity p, [P5].

Finally, it turns out that even incomplete information about the one-mode Gaussian chan-
nels one can determine their steerability and ability to break quantum entanglement. Assuming
that only the total and marginal purities of the corresponding Choi-Jamiotkowski states are
known, regions and volumes of separable and entangled states are found. There is also a co-
existence region, where distinguishing between separability and entanglement is possible only
with the full knowledge about the system.

For future research, an interesting topic would be to analyze the geometry of other special
subclasses of the Gaussian channels, like the amplitude damping channels, quantum limited
channels, and the channels considered in refs. [R151, R152]. For now, my results have been
cited in works that consider the geometry with the Bures metric [R153] and geometrical input
coherent states [R154].

4.2.4 Influence on future research and open questions

As a mathematical physicist, I apply advanced methods in mathematics and physics to analyze
Pauli channels and their generalizations with applications in quantum information, open qu-
antum systems, quantum communication and information processing. All the listed fields are
very popular, rapidly developing research areas. Since I obtained my PhD until the moment of
writing this application, there have been almost 9,000 preprints published on arXiv with these
research areas names in their titles or abstract. The phrase Pauli channels alone appears 45
times in the titles or abstracts of other researchers. This is a respectable number, considering



that the Pauli channels and their generalizations are often used merely as instructive examples
to illustrate broader ideas.

In what follows, I compare the state of knowledge before and after the works from my
habilitation achievement were published. For each research topic, I clearly state my contribution
to the field. I also briefly comment on the most important references to my articles.

(1)

(2)

Geometry on the space of quantum channels

After geometrical considerations on the sets of quantum states, attention was moved to
the properties of quantum channels. Lovas and Andai [R155] computed the the volume
of unital qubit channels among all qubit channels with respect to the Lebesque measure.
Using the Hilbert-Schmidt measure, Szarek et. al. [R156] derived bounds on the volumes
of positive trace-preserving qudit maps. Jagadish et al. [R65] introduced a volume measure
to calculate the volume of the Pauli channels with respect to positive, trace-preserving
Pauli maps. Volumes of channels simulable via a one-qubit environment were found for
the Pauli channels [R157] and generalized amplitude damping channels [R158]. Also for
the Pauli channels, the geometry of maps accessible with the Lindblad semigroup was
analyzed in refs. [R159, R160]. There also exist results for continuous variable systems.
Monras and Hluminati [R161] analyzed the geometry of quantum Gaussian channels with
respect to the Bures-Fisher metric.

My input into the geometry of quantum maps is calculating relative volumes for important
classes of Pauli channels, generalized Pauli channels, and phase-covariant channels. Here,
I apply the methods developed for the Gaussian channels on continuous variable systems
to the finite-dimensional case [P5]. That is, I introduce geometrical structures on the space
of the corresponding Choi-Jamiotkowski states with the metric induced by the Hilbert-
Schmidt inner product. New results include volumes of positive and completely positive,
trace-preserving maps, entanglement breaking channels, channels obtainable with time-
local generators, as well as P and CP-divisible maps.

The influence of my articles on geometrical papers of other researchers can be seen in the
citations. For qubits, Zhou et al. [R162] calculates relative volumes of states completely
represented by convex mixing in a usable set. Shahbeigi et al. [R163] analyze the geometry
of mixed unitary qudit channels accessible by a Lindblad semigroup. On a similar note,
geometrical properties of the set of accessible maps are analyzed in ref. [R164]. Finally, Ja-
gadish et al. open a new direction, which is analyzing the geometry of quantum dynamical
maps. For the Pauli channels, the authors establish the volume of non-CP-divisible dyna-
mical maps among convex combinations of Markovian semigroups [R72] and their simple
generalization [R73]. Moreover, for the generalized Pauli dynamical maps, they evaluate
the fraction of invertible dynamical maps upon mixing non-invertible maps [R51].

Further studies include s comparative analysis of the channel geometry on the space of
quantum states under other metrics, like the Fisher-Rao [R165], Bures [R166, R167], or
Hastings measure [R168, R169]. An interesting direction is providing a full characteri-
zation of relative volumes for the generalized Pauli channels and other qudit channels.
Another open question is to consider the geomerty of non-unital quantum channels.

Classical mixtures of dynamical maps

The development in this research topic began after Megier et al. [R67] showed that eter-
nally non-Markovian evolution of a qubit can result from a classical mixture of two Pauli
dynamical semigroups. This nontrivial effect was later explained in terms of information
flow by Breuer et al. [R68]. During my PhD, I proved that eternal non-Markovianity can
also arise from mixing generalized Pauli semigroups [P7, P10]. On the other hand, Wu-
darski and Chruscinski obtained a Markovian semigroup via a convex combination of two
non-Markovian qudit evolutions [R69].



(3)

My contribution to the theory of classical mixtures of dynamical maps is as follows.
When I started analyzing this subject, the only mixtures considered in literature were of
Markovian semigroups and two simple non-CP-divisible maps from ref. [R69]. Therefore,
a natural question arose: what happens if I replace Markovian semigroups with more
general maps? First, I consider convex combinations of CP-divisible dynamical maps and
showed that it is possible to produce an eternally non-Markovian evolution with much
more than one negative decoherence rate. Next, I move my attention to non-invertible
maps. There, I am able to show that dynamical maps describing highly non-Markovian
evolution can be mixed into a Markovian semigroup. Finally, I relax the constraints of
unitality and commutativity of dynamical maps, proving that their mixtures behave in a
significantly different way than mixtures of bistochastic maps.

Simultaneously, another research group has been working on mixtures of Pauli and then
generalized Pauli dynamical maps. Jagadish et al. [R72] started with mixing three Pau-
li dynamical semigroups and fully characterizing the resulting Pauli simplex. Next, the
authors characterized the region of non-Markovian mixtures arising from convex combina-
tions of three CP-divisible Pauli dynamical maps [R73]. Actually, it was their publication
on singularities elimination via mixing the Pauli dynamical maps [R170] that inspired me
to consider non-invertible mixtures of generalized Pauli maps [H6]. On the other hand,
Jagadish et al. [R52] generalized my result and proved that non-invertibility of the ge-
neralized Pauli dynamical maps is necessary to produce the Markovian semigroup. The
authors were the first to analyze geometry of dynamical maps [R51]; in particular, a vo-
lume of invertible mixtures of non-invertible generalized Pauli dynamical maps. Finally,
in their latest preprint [R171], they analyze non-invertibility and non-Markovianity for
mixtures of Pauli dynamical maps. An alternative approach to mixtures of Markovian
semigroups was developed by Budini et al. [R172], where the convex combination is taken
with respect to the probability distribution in the Kraus form. Other groups expanded the
knowledge of eternally non-Markovian evolution [R173, R174, R175]. At last, my research
was citen in a review paper on non-Markovian evolution [R176].

Despite a significant development in recent years, classical mixtures of dynamical maps
are still a relatively unexplored topic. From among all quantum dynamical maps, partial
results are only known for the Pauli channels, generalized Pauli channels, and phase-
covariant channels. Convex combinations of only P-divisible maps have not been consi-
dered; neither have mixtures with time-dependent mixing parameters nor with different
singularity points. It would be most interesting to go beyond generalizations of Pauli
maps and obtain analyze the behavior of even more general classes of channels.

Enhancing communication properties of channels with noise

The idea of noise beneficial for quantum evolution began with the observation that dissi-
pation can be used as a quantum resource. First applications include enhanced quantum
information processing [R84] and state engineering [R85]. Marshall et al. [R86] developed
dissipation-assisted modular networks that allow for controlling the loss of coherence and
concurrence. Qubit state detection was enhanced by Gillard et al. [R87] via thermal noise
manipulation. Finally, memory effects associated with environmental noise were used to
suppress error rates of the Pauli channel fidelity [R88]. During my PhD, I showed that
similar results can be observed when engineering the channel fidelity, quantum entangle-
ment, von Neumann entropy, and quantum coherence for the generalized Pauli channels
[P13]. These results indicated that classical capacity of the qudit channels could also be
improved with environmental noise. However, not many analytical capacity formulas were
known. A renewed interest in classical capacity of quantum channels began to grow after
Rehman et al. [R94, R95] found the lower and upper bounds for the Holevo capacity of
the Weyl channels.



(4)

My first input into this field is finding the Holevo capacity bounds for generalized Pauli
channels. I also prove weak additivity of the lower bound and provided analytical for-
mulas for the classical capacity of two-parameter classes of channels. These results are
then applied to show that capacity of generalized Pauli channels can be enhanced after
disturbing the Markovian semigroup on the level of memory kernel master equations.
For the phase-covariant qubit channels, I derive other measures of transition readiness,
like extremal channel fidelities and maximal output purities. After providing a memory
kernel formulation, I prove that stationary states and non-unitality degree of dynamical
maps can be manipulated via mixing on the level of either maps, time-local generators,
or memory kernels. My results confirm that the maximal channel fidelity on pure states,
maximal output purities, and classical capacity can be improved by introducing more
non-unitality to the quantum channel.

Later on, continuing the work on channel capacity, Amosov [R177] calculated the classical
capacity for deformations of quantum-classical Weyl channels. Li and Zheng [R178] found
the lower bounds of classical capacity for two-qubit correlated channels. While beneficial
noise engineering remains relatively unpopular, several error mitigation techniques have
been applied to the Pauli channels and their generalization. Teo et al. [R179] used virtual
distillation to prove that the error-mitigation performance can be improved under the
multiqubit loss channels and Pauli noise channels. Rehman et al. [R180] utilized the me-
asurement error mitigation framework to reduce the noise on the probe states caused by
the generalized Pauli channels. In experiments, Lee et al. [R181] implement the variatio-
nal quantum eigensolver equipped with an efficient protocol for Pauli noise reduction to
estimate the ground state energy of the cation. On the other hand, Roncallo et al. [R182]
introduce a noise deconvolution technique for obtaining noiseless expectation values of
noisy observables at the output of both Pauli and non-Pauli channels.

An interesting open question is to find capacity formulas or bounds for wider families of
the generalized Pauli and phase-covariant channels. Characterization of classical capacity,
quantum capacity, and entanglement-assisted classical capacity is one of my research
goals in the SONATA grant. Other future studies could include possible generalizations of
methods to engineer beneficial noises to non-unital qudit channels. In a possible approach,
one can consider phase-covariant multi-user quantum transformations [R183, R184, R185].

Further generalizations of Pauli channels

There are two directions in which the Pauli channels are generalized: to qudit maps or
to non-unital qubit maps. The problem with higher-dimensional generalizations is that
there is no way to preserve all the properties of the Pauli matrices. If o, are replaced
with the (unitary) Weyl operators, then the resulting (Weyl or Weyl-covariant) chan-
nel is mixed unitary. The generalization with (Hermitian) Gell-Mann matrices can be
done in two non-equivalent ways: by substituting o, in the Kraus representation or in
the eigenvalue equations [P11]. If the operators that generalize the Pauli matrices have
mutually unbiased eiegenbases, then one recovers Nathanson and Ruskai’s generalized
Pauli channels [R48]. Recall that such operators can be grouped into mutually commu-
ting sets of unitary operators that form commutative subalgebras. This construction can
be generalized further if one replaces the commutative subalgebras with complementary;,
non-commutative subalgebras. Then, one arrives at Ohno and Petz’s generalization of the
Pauli channels [R45].

In my article, I introduce a new generalization of the Pauli channels, basing its con-
struction on mutually unbiased measurements. I also provide a partial analysis, including
the characterization of their complete positivity as well as the conditions for breaking
quantum entanglement.

So far, no further works have been published on this Pauli channel generalization. In my



publication on entanglement detection [P2], I provide a characterization of positive but
not completely positive maps that generalize the aforementioned channel construction.
Right now, I am working on formulating the time-local and non-local descriptions of their
dynamics. I expect that there may be some connection between the non-Markovianity
degree of evolution and the purity factor that characterizes MUMs.

I realized my habilitation research while working in three National Science Centre grants:
PRELUDIUM, MAESTRO, and SONATA. During my research, I discovered many interesting
open problems that I would like to investigate in my ongoing SONATA grant. Some are a
direct result of my work on PhD and beyond, some are new directions that will broaden my
horizons. My research plan includes deriving formulas for classical and quantum channel capa-
cities, characterization of error mitigation techniques in open quantum systems, constructing
and analyzing new entanglement witnesses, and further enhancement of the hierarchization of
positive maps. Besides these topics, I would like to use symmetric measurements to construct
quantum channels and perform tomography of quantum states, as well as further investigate
mixtures of dynamical maps.
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5 Presentation of significant scientific or artistic activity
carried out at more than one university, scientific or
cultural institution, especially at foreign institutions

Research internship at Technische Universitiat Dresden, Germany (Prof. Walter T. Strunz’s
group), from 11.2018 to 04.2019 (6 months). The internship resulted in a publication in Physical
Review A and a continued scientific cooperation.

6 Presentation of teaching and organizational achieve-
ments as well as achievements in popularization of
science or art

6.1 Didactics

Teaching activities conducted at the Faculty of Physics, Astronomy and Informatics, NCU:
e Mathematical Analysis (tutorial) — 400 hours;
e Advanced Calculus for Technical Science (tutorial) — 180 hours;

e Mathematical Methods in Physics (tutorial) — 70 hours;



Introduction to Studying (laboratory) — 64 hours;

Introduction to Open Quantum Systems (lecture in English) — 60 hours;
Algebra 2 (tutorial) — 60 hours;

Foundations of Physics (lecture and tutorial, fragments) — 8 hours;

Classical Electrodynamics (tutorial, fragments) — 4 hours.

Preparation of teaching materials in the form of a script for the Advanced Mathematical
Methods course (45 hours, in English) dedicated to the English-speaking studies Physics and
Astronomy at the NCU.

6.2

Organization

Member of the organizing committee of the international conference Symposium on Ma-
thematical Physics in 2023 (edition 54).

Member of the committee evaluating entries in the national contest Fizyczne i Astrono-
miczne Stypendia w Toruniu (FAST) in the years 2021-2023 (editions XII-XIIT).

Help in the organization of the international conference Symposium on Mathematical
Physics in the years 2015-2022 (editions 45-52).

Help in the organization of the national contest Fizyczne i Astronomiczne Stypendia w
Toruniu (FAST) in the years 2010-2021 (editions I-XI).

Additional information

Prizes and distinctions

2023 — Laureate in the field of natural and earth sciences in the 8th edition of the PAS
Gdansk Department Contest for young scientists.

2022 — Recipient of the Minister for Education and Science scholarship for outstanding
young scientists.

2022 — Distinction in the field of natural and earth sciences in the 7th edition of the PAS
Gdansk Department Contest for young scientists.

2021 — Rector’s distinction for individual scientific work in the year 2020 (Nicolaus Co-
pernicus University).

2021 — Stipendee of the START Programme, Foundation for Polish Sciences.

2020 - 2022 — expert providing meritorical support in the application process for a grant
from external funds under the programme Excellence Initiative — Expert.

2020 — Distinguished PhD Thesis Fvolution of open quantum systems governed by unitarily
covariant quantum channels in the National Quantum Information Center (KCIK) Silver
Award held under the patronage of the Rector of the University of Gdansk.

2016 — Principal investigator of the ”Na dobry poczatek” grant Geometrical formulation
of the noninteracting quantum fields theory (5 000 PLN), Faculty of Physics, Astronomy
and Informatics, Nicolaus Copernicus University in Torun, duration time: 12 months.



7.2 Presentations delivered in the home university

e 2023 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary state manipula-
tion

e 2022 — Seminar of the University Centre of Excellence “Dynamics, Mathematical Analysis
and Artificial Intelligence”
Enhancing properties of quantum dynamaical maps with memory kernels

e 2022 — Prezentacja Katedry Fizyki Matematycznej na Dzien Otwarty, Wydziatu Fizyki,
Astronomii i Informatyki Stosowanej
Open quantum systems

e 2022 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps

e 2021 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
All classes of informationally complete symmetric measurements infinite dimensions

e 2021 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels

e 2020 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Markovian semigroup from mixing non-invertible dynamical maps

e 2020 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Geometry of Pauli and generalized Pauli channels

e 2019 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Unitarily covariant quantum channels in the evolution of open quantum systems

Prior to obtaining the doctorate degree:

e 2017 — Seminar of the research group
Coarse graining a non-Markovian collisional model

e 2016 — Seminar of the research group
Wigner function of a qubit

e 2016 — Seminar of the research group
Quasiprobability representation of quantum mechanics with minimal negativity

e 2016 — Seminar of the research group
Evolution equation for geometric quantum correlation measures

e 2016 — Seminar of the research group
FExploring complete positivity in hierarchy equations of motion

e 2016 — Seminar of the research group
Equivalence between contextuality and negativity of the Wigner function for qudits

e 2016 — Seminar of the research group
The Jordan-Lie-Banach algebra of functions on a Kdhler manifold

e 2016 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
The Kdhler functions approach to the problem of qubit decoherence



e 2015 — Seminar of the Department of Mathematical Physics
Geometrical approach to quantum states

(applicant’s signature)



Wykaz osiggnie¢ naukowych stanowigcych
znaczny wklad w rozwéj okreslonej dyscypliny

Katarzyna Barbara Siudzinska

I. Wykaz osiggnie¢ naukowych, o ktéorych mowa w art.
219 ust. 1. pkt 2 Ustawy

Tytul osiggniecia: Analiza 1 zastosowania kanatow Pauliego i ich uogolnien.

I.2. Cykl powigzanych tematycznie artykuléw naukowych, zgodnie
z art. 219 ust. 1. pkt 2b Ustawy

Artykuly wchodzace w sktad osiaggniecia habilitacyjnego wymienione zostaty w porzadku chro-
nologicznym. Numery odno$nikéw [H1-H13] sa zgodne z numerowaniem w Autoreferacie. W
nawiasie podano maksymalna punktacje na liscie Ministerstwa (50 lub 200). Informacja o wskaz-
niku Impact Factor pochodzi z bazy Expertus UMK / Web of Science. Liczba cytowan pochodzi
z bazy Google Scholar (GS) i Web of Science (WS). Gwiazdka oznaczono autoréw korespon-
dencyjnych.

1. [H1] Geometry of Pauli maps and Pauli channels
K. Siudzinska*
Physical Review A 100, 062331 (2019)
Impact Factor czasopisma: 2,777
liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)
liczba cytowan: 8 (GS), 7 (WoS)

W tej pracy analizowane sg geometryczne wlasnosci odwzorowan Pauliego zachowujacych
slad. Znajomo$¢ ich funkcji wtasnych wystarczy do znalezienia elementow odlegtosci i ob-
jetosci indukowanych przez metryke Hilberta-Schmidta dla stanéw Choi-Jamiotkowskiego.
Wzgledne objetosci kanatéw tamigcych splatanie i kanatow produkowanych przez genera-
tory lokalne w czasie obliczane sa analitycznie i przedstawiane graficznie na wykresach.
Dla kanaléw Pauliego wyznaczono réwniez procent kanatéw dodatnio i kompletnie do-
datnio podzielnych, ktore sa zwigzane z pojeciem markowowskosci i otwartych uktadow
kwantowych z pamieciag. Wyniki pracy moga by¢ interpretowane jako prawdopodobien-
stwo losowego wyboru kanatu o pozadanych wtasnosciach. Pokazujg one rowniez, jak maty
odsetek kanaldow mozna osiagnaé¢ za pomoca generatoréw lokalnych w czasie, a wiec jak
wazny jest dalszy rozwoj opisu ewolucji przez jadra pamieci.

2. [H2] Geometry of generalized Pauli channels
K. Siudzinska*
Physical Review A 101, 062323 (2020)
Impact Factor czasopisma: 3,140
liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)
liczba cytowan: 3 (GS), 2 (WoS)

Artykul ten stanowi kontynuacje [H1| i skupia sie na analizie geometrycznych wtasno-
Sci uogdlnionych kanaléw Pauliego, skonstruowanych z baz wzajemnie nieobcigzonych
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(MUB). Analogicznie do przypadku kubitowego, izomorfizm Choi-Jamiotkowskiego po-
zwala na wyrazenie elementéow dhugosci i objetosci Hilberta-Schmidta za pomocg funkcji
wtlasnych kanatéw. Zaréwno obszary catkowania, jak i objetosci podklas kanatéw, zostaty
wyznaczone analitycznie. Do analizowanych podklas nalezg kanaly tamigce splatanie oraz
kanaty produkowanych przez generatory lokalne w czasie skonstruowane z trzech, d lub
d+1 MUB-6w, gdzie d to wymiar przestrzeni Hilberta. Poniewaz wyniki zaleza od wymia-
ru, zostaty one zobrazowane i przedyskutowane na wykresach. Wyznaczono takze doolne
ograniczenie na objetos¢ wszystkich dodatnich uogélnionych odwzorowan Pauliego, ktore
zachowuja slad.

. [H5] Quantum evolution with a large number of negative decoherence rates
K. Siudzinska* i D. Chrudcinski

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53, 375305 (2020)
Impact Factor czasopisma: 2,132

liczba punktéow na liScie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 16 (GS), 9 (WoS)

W tej pracy poruszany jest wplyw efektéw niemarkowowskich na kwantowa ewolucje.
Efekty te odgrywaja znaczaca role, gdy uktad fizyczny jest silnie sprzezony z otoczeniem
i oddziatuje z nim przez wzglednie dtugi czas. Wptyw pamieci jest zazwyczaj opisywany
przez rOwnania master z generatorami lokalnymi w czasie lub jadrami pamieci. Okazu-
je sie jednak, ze silnie niemarkowowsks ewolucje z wiecznie ujemnymi wspotczynnikami
dekoherencji mozna otrzymac juz poprzez klasyczng mieszanine pétgrup markowowskich.
Okazuje sie, ze dopuszczalna fizycznie ewolucja moze by¢ zadana przez generator z nawet
(d — 1)? zawsze ujemnymi wspotezynnikami sposréd d? — 1. Wychodzac poza kombinacje
wypukle potgrup, w artykule analizowane sa mieszaniny kompletnie dodatnio podziel-
nych kanatéow Pauliego i uogélnionych kanatéw Pauliego. Przedstawione sa warunki na
dodatnig i kompletnie dodatnig podzielnos¢ w zaleznosci od parametréw mieszania. Dla
ewolucji kutritéw obszar markowowskosci zostat przedstawiony wewnatrz sympleksu.

Wkiad habilitantki:

e wyprowadzenie i analiza ewolucji zadanej przez mieszaniny kanatéw Pauliego i uogol-
nionych kanaléw Pauliego, analiza podzielnosci odwzorowan dynamicznych bedacych
mieszaning potgrup markowowskich, przyktady ewolucji wiecznie niemarkowowskich,
algebraiczne wyprowadzenie granic sympleksu i obszaru markowowskosci ewolucji
kutritu;

e wykreslenie obszarow kompletnie dodatniej podzielnosci dla kombinacji wypukte;j
potgrup opisujacej markowowska ewolucje kutritu;

e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;
e odpowiedZ na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem;

e kierowanie grantem badawczym, w ramach ktorego finansowane byty badania.

. [H13] Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements
K. Siudzinska*

Physical Review A 102, 032603 (2020)

Impact Factor czasopisma: 3,140

liczba punktéow na liScie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 5 (GS), 4 (WoS)

W publikacji zdefiniowane zostalo nowe uogoélnienie kanatéw Pauliego z uzyciem pomia-
réw wzajemnie nieobciazonych (MUM). Jako szczegblny przypadek zawiera ono uogdlnio-
ne kanaty Pauliego, jesli MUM-y zostana zastapione bazami wzajemnie nieobciazonymi



(MUB-ami). Co istotne, w odréznieniu od MUB-6w, maksymalna liczba MUM-6w istnie-
je w dowolnym wymiarze przestrzeni Hilberta, co przektada sie na istnienie uogélnienia
kanaléw Pauliego w dowolnym wymiarze. Kanaty te nadal sa odwzorowaniami bistocha-
stycznymi (zachowujacymi slad i operator jednostkowy), ale ich wektory wtasne nie sa juz
unitarne. Szczegdlowej analizie zostaly poddane wtasnosci uogélnienia kanatéw Pauliego,
takie jak kompletnia dodatniosé¢, tamanie splatania kwantowego czy multiplikatywnosé
maksymalnej czystosci stanu wyjsciowego. Jako przyktady podano odwzorowania skon-
struowane z macierzy Gell-Manna oraz z obserwabli Heisenberga-Weyla.

. [H9] Classical capacity of generalized Pauli channels

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53, 445301 (2020)
Impact Factor czasopisma: 2,132

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 12 (GS), 9 (WoS)

Artykut zawiera wyprowadzenie ograniczen na klasyczng pojemno$é i pojemnosé Holevo
(klasyczna pojemno$¢ przy jednym uzyciu kanatu) dla uogélnionych kanatéw Pauliego.
Dzigki wykorzystaniu metod znanych dla kanatéw Weyla udaje si¢ otrzymac gorne i dolne
ograniczenia na pojemno$¢ Holevo. Jedli te dwa ograniczenia sg sobie rowne, to pojemnosé
Holevo jest stabo addytywna, a otrzymany wynik jest jednoczesnie klasyczng pojemnoscia
kanatu. Znaleziono analityczne formuty na pojemnosé klasyczng dla dwoch dwuparame-
trowych rodzin uogoélnionych kanaléw Pauliego. Na przyktadzie kanaléw kubitowych po-
kazane jest, ze istnieje relacja miedzy pojemnoscig kanatu a jego wiernoscia, jak réwniez
miedzy szybkoscig zmian pojemnosci a podzielnoscig odwzorowan dynamicznych.

. [H3] Geometry of symmetric and noninvertible Pauli channels
K. Siudzinska*

Physical Review A 102, 062615 (2020)

Impact Factor czasopisma: 3,140

liczba punktéow na liScie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 1 (GS), 0 (WoS)

Niniejsza praca jest kontynuacja [H1], ktére dotyczyto odwzorowan Pauliego charaktery-
zowanych przez maksymalng liczbe trzech niezerowych parametrow. Tutaj analizie pod-
dawana jest geometria dodatnich i kompletnie dodatnich odwzorowan Pauliego zachowu-
jacych $lad, okreslonych przy uzyciu nie wiecej niz dwoch réznych parametrow. Zalicza
sie do nich pie¢ klas odwzorowan symetrycznych i nieodwracalnych (z zerujaca sie przy-
najmniej jedna funkcja wtasna). W przestrzeni wszystkich odwzorowan Pauliego zacho-
wujacych $lad wymienione podklasy mialy objeto$é¢ réwng zeru, przez co ich dyskusja
w [H1] byta niemozliwa. Przy uzyciu metryki Hilberta-Schmidta na przestrzeni stanéw
Choi-Jamiotkowskiego wyznaczane sa wzgledne objetosci kanaléw tamiacych splatanie,
kanalow produkowanych przez lokalne w czasie generatory oraz szeregu kanatoéw podziel-
nych. Dla zobrazowania problemu graficznie przedstawiono ksztatty obszaréw kompletniej
dodatniosci w stosunku do tetrahedronu wszystkich kanatow Pauliego.

. [H10] Engineering classical capacity of generalized Pauli channels with admissible memory
kernels

K. Siudzinska*, A. Das i A. Bera

Entropy 23, 1382 (2021)

Impact Factor czasopisma: 2,738

liczba punktéow na liScie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 4 (GS), 3 (WoS)

Publikacja rozwija tematyke poruszona w [P13], gdzie zostalo pokazane, ze odpowied-
ni dobér parametréw szumu prowadzi do poprawy jakosci przesytu danych przez kanat



kwantowy. Praca skupia sie na ewolucji klasycznej pojemnosci uogélnionych kanatow Pau-
liego zadanych przez réwnania master z jadrami pamieci. Analizie poréwnawczej poddano
pojemnosci poétgrup markowowskich i odwzorowan dynamicznych powstatych w wyniku
dodania nielokalnych szuméw na poziomie jader pamigci. Na przyktadach kubitu i kutritu
udowodniono, ze mozliwy jest wzrost klasycznej pojemnosci kanatu nie tylko wzgledem
potgrupy, ale réwniez bardziej ogélnych kanatéw opisujacych ewolucje markowowska. Co
ciekawe, analogiczne uwzglednienie szumoéw na poziomie lokalnych w czasie generatorow
dynamicznych nigdy nie powoduje podobnych efektéw. Niemniej, zwigkszona zdolnosé ka-
natéw kwantowych do rzetelnego transferu klasycznej informacji stanowi kolejny dowod
na korzystny wptyw efektéw szumu.

Wktad habilitantki:

e nadzorowanie pracg zespotu badawczego;

e pomyst na wykorzystanie szuméw do zwiekszenia klasycznej pojemnosci uogélnio-
nych kanatéow Pauliego;

e opracowanie i weryfikacja otrzymanych wynikow;
e przygotowanie pierwszej wersji artykuhu;
e odpowiedZ na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem;

e kierowanie grantem badawczym, w ramach ktorego finansowane byty badania.

. [H6] Markovian semigroup from mixing noninvertible dynamical maps
K. Siudzinska*

Physical Review A 103, 022605 (2021)

Impact Factor czasopisma: 3,140

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 12 (GS), 8 (WoS)

Artykul poswiecony jest analizie mieszanin nieodwracalnych odwzorowan dynamicznych
zadanych przez uogélnione kanaty Pauliego. Tym sposobem wychodzi on poza rozwazania
z uzyciem mieszanin odwzorowan odwracalnych, ktére jako jedyne byly poruszane do tej
pory w literaturze. Zastosowanie bardziej ogdlnych odwzorowan pozwolito zaobserwowac
ciekawie nieintuicyjne zachowanie. Manipulacja parametrami mieszania moze prowadzi¢
do przesuniecia punktéw osobliwych do innej chwili czasu, do wytworzenia dodatkowych
punktow osobliwych, z nawet do catkowitego ich usuniecia. W szczegélnych przypadkach
otrzymane odwzorowanie odwracalne jest potgrupa markowowska. Innymi stowy, wpro-
wadzenie klasycznych niepewnosci pozwala wyzby¢ sie efektow pamieci i odzyskaé ewolu-
cje czysto markowowsks. Odwzorowania dynamiczne prowadzace w wyniku mieszania do
polgrupy sg zadane przez nieregularne generatory i jadra pamieci. W ostatniej czesci pu-
blikacji pokazane zostato, jak klasyczne mieszanie kanaléw wplywa na otrzymane wyniki
na poziomie lokalnych i nielokalnych réwnan master.

. [H7] Non-Markovianity criteria for miztures of noninvertible Pauli dynamical maps
K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55, 215201 (2022)

Impact Factor czasopisma: 2,331

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 4 (GS), 3 (WoS)

Kontynuujac temat mieszanin odwzorowan dynamicznych, niniejsza praca skupia sie na
analizie stopni niemarkowowskosci ewolucji zadanej przez kanaly Pauliego. Rodzaj nie-
markowowskosci dynamiki zalezy od podzielnosci reprezentujacego ja odwzorowania dy-
namicznego. Podobne rozwazania zostaly juz przeprowadzone dla odwzorowan odwracal-
nych. Jednak uwzglednienie odwzorowan nieodwracalnych sprawia, ze podczas ich analizy
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nalezy zwrocié¢ szczegbdlna uwage na pewne niuanse. Na przyktad dodatnio$é¢ wspodtezyn-
nikow dekoherencji lokalnego w czasie generatora nie jest juz warunkiem koniecznym na
markowowskos$é¢ ewolucji. Artykut pokazuje, ze istniejg zwiazki miedzy podzielnoscig kana-
tow Pauliego a podzielnoscig ich mieszanin. Dla odwzorowan dynamicznych o nierosngcym
obrazie mozna sformutowa¢ warunki konieczne i wystarczajace na mieszaniny spetniaja-
ce okreslone kryteria podzielnosci. Co ciekawe, nieodwracalne odwzorowania dynamiczne
jako jedyne moga da¢ w rezultacie mieszanine o dowolnym rodzaju podzielnosci. Ja-
ko przyktad nieodwracalnego odwzorowania dodatnio podzielnego zaproponowany zostat
kanat Pauliego, ktorego lokalny w czasie generator posiada wspotczynniki dekoherencji
wybuchajace do nieskonczonos$ci w tym samym czasie.

[H8] Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55, 405303 (2022)
Impact Factor czasopisma: 2,331

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 3 (GS), 1 (WoS)

Ta praca jako pierwsza zglebia temat klasycznych mieszanin kanatéw nieunitalnych, czyli
niezachowujacych operatora identycznosciowego. Popularng klasa nieunitalnych kanatéw
kubitowych sg kanaty kowariantne ze wzgledu na faze. Stanowia one jednoczesne uogol-
nienie odwzorowan opisujagcych thumienie amplitudy, procesu odwrotnego do ttumienia
amplitudy oraz rozfazowania. Rozwazajac odwzorowania nieunitalne, mozna zaobserwo-
wacé szereg efektow, ktore nie zachodzily dla mieszanin (unitalnych) kanatéw Pauliego.
Na przyktad odpowiedni dobdér parametréw przy mieszaniu kanatéw nieunitalnych daje
w rezultacie kanal unitalny. Analogicznie mieszanie odwzorowan komutatywnych, czyli
przemiennych w dowolnej chwili czasu, moze prowadzi¢ do odwzorowan niekomutatyw-
nych. Kombinacje wypukte pétgrup, dla kanaléw Pauliego prowadzace nawet do ewolucji
wiecznie niemarkowowskich, nie wyprowadzaja kanatéw kowariantnych ze wzgledu na fa-
z¢ ze zbioru opisujacego dynamike markowowska. Potgrupe dynamiczna mozna uzyskaé
jedynie poprzez zmieszanie ze sobg dwoch potgrup, podczas gdy kanaty Pauliego produ-
kuja potgrupe tylko w wyniku mieszania trzech odwzorowan, w tym przynajmniej dwoch
nieodwracalnych.

[H11] Adjusting phase-covariant qubit channel performance with non-unitality
K. Siudzinska* i M. Studzinski

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 56, 205301 (2023)
Impact Factor czasopisma: 2,331

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 1 (GS), 2 (WoS)

W tym artykule dokonano analizy komunikacyjnych wtasnosci kanatéw kowariantnych ze
wzgledu na faze w zaleznosci od ich stopnia nieunitalnosci. Zostaty wyznaczone anali-
tyczne formuty na minimalng i maksymalna wierno$¢ kanatow na stanach czystych, jak
rowniez na maksymalng czystos¢ na wyjsciu. Dla nowo zdefiniowanej miary nieunitalno-
Sci pokazano, jak uzyskac¢ kanat o zadanym stopniu nieunitalnosci za pomoca klasycznych
mieszanin kanatéw unitalnych i maksymalnie nieunitalnych. Rozklad prawdopodobien-
stwa moze by¢ traktowany jak szum, ktéry — jak sie okazuje — jest korzystny dla rozwaza-
nych wlasnosci ewolucji kwantowych. Mianowicie, odwzorowania unitalne charakteryzuja
sie najgorszg wydajnosciag dla wszystkich rozwazanych miar z wyjatkiem minimalnej wier-
nosci kanatu. Co wiecej, wydajno$é¢ kanatu spada monotonicznie wraz ze stopniem nie-
unitalnosci. Podobne zachowanie wystepuje dla zgodnosci i splatania formowania, ktore
okreslaja splatanie miedzy dwoma kubitami. Mozna zaobserwowaé nie tylko wydtuze-
nie zycia splatania, ale rowniez proces przyspieszenia jego odrodzenia po naglej Smierci.
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Warto zaznaczy¢, ze poprawa wydajnosci kanatéw ma miejsce dla kazdej chwili czasu, w
odréznieniu od wezesniejszych prac [H10,P13], gdzie korzystne efekty szumu byty tym-
czasowe.

Wkilad habilitantki:

e nadzorowanie pracg zespotu badawdzego;

e pomyst na wykorzystanie wtasnosci nieunitalnosci do manipulowania wtasnosciami
mieszanin kanatéow kwantowych, pomyst na dowody twierdzen;

e opracowanie i weryfikacja otrzymanych wynikow;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;
e odpowiedZ na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem;

e kierowanie grantem badawczym, w ramach ktorego finansowane byty badania.

[H12] Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary state ma-
nipulation

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 56, 235301 (2023)

Impact Factor czasopisma: 2,331

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 0 (GS), 0 (WoS)

W pracy analizowane sg klasyczne pojemno$ci kanaléw kowariantnych ze wzgledu na fa-
ze, w szczegolnosci pojemnos$é Holevo i pojemnosci wspomaganej splataniem. Gléwnym
wynikiem jest pokazanie, ze wszystkie te pojemnosci moga wzrosnaé¢ przy odpowiedniej
manipulacji stacjonarnym stanem kanatu, ktory jest Scisle zwigzany z jego stopniem nie-
unitalnosci. Doktadniej rzecz ujmujac, im bardziej nieunitalny kanat, tym wicksza jest
jego pojemnosé. Inzynierii parametréow kanatu dokonuje sie za pomocg klasycznych mie-
szanin wystepujacych w rownaniach master jader pamieci, dla ktérych opracowano tu
metode konstrukeji. Co ciekawe, rownowaznej inzynierii tej mozna dokonaé¢ poprzez wzie-
cie mieszanin odpowiadajacych tym jadrom lokalnych w czasie generatoréw, a nawet
samych odwzorowan dynamicznych. Udowodniono, ze wzrost stopnia nieunitalnosci ka-
natu odpowiada wzrostowi pojemnosci Holevo i pojemnosci wspomaganej splataniem w
kazdej chwili czasu. Dla wysoce nieunitalnych odwzorowan pojemnos¢ Holevo, a wiec
i klasyczna pojemnosé kanatu, chwilowo przerasta pojemnosé¢ wspomagang splataniem
kanalu unitalnego. To pokazuje, ze nieunitalnosé jest waznym zasobem kwantowym dla
potrzeb transferu informacji, potrafiacym przewyzszy¢ w swej uzytecznosci inny zasob,
jakim jest kwantowe splatanie.

[H4] Geometry of phase-covariant qubit channels

K. Siudzinska

Journal of Physics Communications (2023), DOI: 10.1088/2399-6528 /ace0f4
Citescore: 2,6

liczba punktéw na liScie Ministerstwa: 70 (200)

liczba cytowan: 0 (GS), 0 (WoS)

Publikacja skupia sie na analizie geometrycznych wtasnosci przestrzeni nieunitalnych ka-
natow kwantowych na przyktadzie kubitowych odwzorowan kowariantnych ze wzgledu na
faze. Uzywajac stowarzyszonych z nimi stanéw Choi-Jamiotkowskiego, udaje si¢ wypro-
wadzi¢ formuly na elementy odleglosci i objetosci Hilberta-Schmidta. Zaleza one tylko
od wartosci wlasnych kanatu oraz parametru charakteryzujacego nieunitalnosé. Region
zajmowany przez odwzorowania dodatnie zachowujgce $lad ksztaltem przypomina do-
mek, kanaly za$ zyja w odcietym stozku eliptycznym. Artykut skupia sie na okresleniu
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ksztaltow obszaréw oraz analitycznych objetosci odwzorowan kowariantnych ze wzgle-
du na faze, w szczegolnosci tamigcych splatanie kwantowe i otrzymywanych z lokalnych
w czasie generatoréw. Mimo ze analizowane kanaly sg charakteryzowane przez trzy pa-
rametry, zupelnie jak kanaly Pauliego, otrzymane dla nich wyniki znacznie si¢ réznig.
Do przyktadéw naleza ksztatty i symetrie obszaréw, a takze procentowe ilosci kanatow
wsrod odwzorowan dodatnich. Uzyskane wyniki pozwalaja na lepsze zrozumienie struktur
i wlasnosci kanatéw kwantowych.

Wykaz aktywnosci naukowej

Wykaz artykutéw opublikowanych w czasopismach naukowych,
niewymienionych w pkt. 1.2

Artykuly wymienione zostalty w porzadku chronologicznym. Numery odnosnikéow [P1-P13] sa
zgodne z numerowaniem w Autoreferacie. W nawiasie podano maksymalng punktacje na liscie
Ministerstwa (50 lub 200). Informacja o wskazniku Impact Factor pochodzi z bazy Expertus

UMK / Web of Science. Liczba cytowan pochodzi z bazy Google Scholar (GS) i Web of Science
(WS). Gwiazdka oznaczono autoréw korespondencyjnych.

14. [P5] Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels

K. Siudzinska*, K. Luoma i W. T. Strunz
Physical Review A 100, 062308 (2019)

Impact Factor czasopisma: 2,777

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)
liczba cytowan: 4 (GS), 4 (WoS)

Na przestrzeni kanatéw kwantowych zadane sa struktury geometryczne, ktore pozwa-
laja na statystyczne przewidywanie wzglednych objetosci kanalow tamigcych splatanie
wsrod wszystkich kwantowych kanatéw gaussowskich. Metryke na przestrzeni kanatow
zadaje odlegto$¢ Hilberta-Schmidta w przestrzeni stanéw kwantowych. Izomorfizm Choi-
Jamiotkowskiego definiuje jedno-jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy kanatami a stanami
gaussowskimi wyrazonymi przez funkcje zmiennych cigglych. Element objetosci jednomo-
dowych kanalow gaussowskich mozna wyrazi¢ poprzez lokalne niezmienniki symplektycz-
ne. Wzgledne objetosci jednomodowych kanatéw gaussowskich tamigcych splatanie i nie-
kompatybilnos¢ sg skonczone i zostaly wyznaczone analitycznie. Okazuje sie, ze znajomosé
czystosci standéw Choi-Jamiotkowskiego kanatéow gaussowskich wystarczy do okredlenia,
czy taki kanal tamie niekompatybilnosé.

Wkilad habilitantki:

e wyprowadzenie wzoréw na struktury geometryczne jednomodowych kanaléw gaus-
sowskich, dowody lematéw, wyznaczenie wzglednych objetosci kanatow oraz obszaru
koegzystencji;

e przeglad literatury;

e wykreslenie obszarow zajmowanych przez jednomodowe kanaty gaussowskie, wykre-
slenie wzglednych objetosci kanatow w funkcji marginalnej czystosci stowarzyszonego
stanu kwantowego;

e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;
e odpowiedZ na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem;

e kierowanie grantem badawczym, w ramach ktorego finansowane byty badania.
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[P4] Interpolating between Positive and Completely Positive Maps: A New Hierarchy of
Entangled States

K. Siudzinska, S. Chakraborty i D. Chruscinski*

Entropy 23, 625 (2021)

Impact Factor czasopisma: 2,738

liczba punktéw na licie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 2 (GS), 1 (WoS)

W tej publikacji zaproponowano nowsg klasyfikacje odwzorowan dodatnich, uwzglednia-
jaca dodatkowe stopnie miedzy ich dodatnio$cia a kompletnia dodatnioscig. Z definicji
klasy te zawieraja odwzorowania, ktére sa kontrakcjami, ale tylko na podprzestrzeniach
o danym wymiarze. Dla odwzorowan kubitowych pokazano, ze odwzorowania depolary-
zujace i depolaryzujace z transpozycja naleza do posredniej klasy cze$ciowych kontrakeji,
podczas gdy sama transpozycja nie nalezy. Dokonano czeSciowej analizy poréwnawczej
czesciowych kontrakeji z odwzorowaniami Kadisona-Schwarza. Wprowadzona tu klasyfi-
kacja odwzorowan dodatnich znajduje zastosowanie w charakteryzacji stanéw splatanych,
pozwalajac na udoskonalone rozréznienie stopni splatania za pomoca liczby Schmidta.

Wktad habilitantki:

e wyprowadzenie warunkow na czesciowa kontrakcje dla odwzorowan kubitowych, kon-
strukcja przyktadow odwzorowan spetniajacych kryterium czesciowej kontrakeji, ana-
liza poréwnawcza czesciowych kontrakeji i odwzorowan Kadisona-Schwarza;

e przeglad literatury;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedz na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem.

[P2] Entanglement witnesses from mutually unbiased measurements
K. Siudzinska* i D. Chrudcinski

Scientific Reports 11, 22988 (2021)

Impact Factor czasopisma: 4,997

liczba punktéw na licie Ministerstwa: 140 (200)

liczba cytowan: 2 (GS), 1 (WoS)

Artykul jest poswiecony nowej rodzinie odwzorowan dodatnich, zdefiniowanych za pomo-
ca pomiaréw wzajemnie nieobciazonych (MUM). Pomiary te stanowia uogdlnienie baz
wzajemnie nieobciazonych (MUB) na pomiary nieprojektorowe. Ta rodzina odwzorowan
dodatnich pozwala na wprowadzenie klasy swiadkéw splatania, ktorych wlasnosé roz-
ktadalnosci zalezy od charakterystyki uzytych pomiarow. Co ciekawe, $wiadkowie skon-
struowani z MUM-6w nalezg do rodziny $swiadkéow opartych na kryterium reorganizacji
(CCNR). Zostaty podane przyktady stanéw kutrit-kutrit i wykrywajacych je $wiadkéw.

Wktad habilitantki:
e pomyst na wykorzystanie pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych do konstrukeji no-
wych rodzin odwzorowan dodatnich i swiadkow splatania kwantowego;

e konstrukcja odwzorowan dodatnich i §wiadkow splatania z pomiaréw wzajemnie nie-
obcigzonych, przyktady $wiadkéw rozktadalnych i nierozktadalnych wraz z wykry-
wanymi przez nich stanami;

e przeglad literatury;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;
e odpowiedz na uwagi recenzentéw i korespondencja z wydawnictwem;

e kierowanie grantem badawczym, w ramach ktorego finansowane byty badania.



17. [P1] All classes of symmetric measurements in finite dimensions

18.

K. Siudzinska*
Physical Review A 105, 042209 (2022)
Impact Factor czasopisma: 2,971

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)
liczba cytowan: 9 (GS), 5 (WoS)

W pracy przedstawiona zostala szeroka klasa pomiaréw symetrycznych. Mozna ja ro-
zumieé¢ jako jednoczesne uogdlnienie informacyjnie zupelnych, symetrycznych pomiaréw
uogoblnionych (SIC-POVM) i baz wzajemnie nieobciazonych (MUB). Ogélna parametry-
zacja pozwala w naturalny sposéb zdefiniowa¢ nowe rodziny pomiaréw symetrycznych.
W szczegdlnosci w dowolnym wymiarze skonczonym mozna znalez¢é dwie nowe rodziny
informacyjnie zupeklych, wzajemnie nieobciazonych operatoréw pomiaru. Okazuje sie,
ze sa one stowarzyszone z powszechnie znanymi uogélnionymi SIC-POVM-ami i pomia-
rami wzajemnie nieobciazonymi (MUM). Pokazana zostala ogblna metoda na konstruk-
cje pomiarow symetrycznych z hermitowskich ortonormalnych baz operatorowych. Jako
przyktad rozwazane sg pomiary optymalne ztozone z projektoréw, ale nie bedace pomia-
rami projektorowymi. Na koniec dokonano analizy wtasnos$ci pomiaréw symetrycznych z
zastosowaniami w entropicznych relacjach nieoznaczonosci i wykrywaniu splatania kwan-
towego.

[P3] Indecomposability of entanglement witnesses constructed from symmetric measure-
ments

K. Siudzinska*

Scientific Reports 12, 10785 (2022)

Impact Factor czasopisma: 4,997

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 140 (200)

liczba cytowan: 1 (GS), 1 (WoS)

Tematyka artykutu jest konstrukcja i analiza nierozktadalnych $wiadkow splatania kwan-
towego. Zaproponowano w niej metode konstrukcji odwzorowan dodatnich z uzyciem
pomiaréw symetrycznych zdefiniowanych w [P5]. Nastepnie odwzorowania te postuzyty
do wyznaczenia formuly na $wiadkéw splatania, czyli operatoréw dodatnich (ale nie kom-
pletnie dodatnich) wykrywajacych stany splatane. Niniejsza klasa zawiera jako przypadki
szczegolne innych popularnych $wiadkéw, np. skonstruowanych z baz wzajemnie nieob-
ciazonych (MUB), z pomiaréw wzajemnie nieobcigzonych (MUM) lub z informacyjnie
zupelnych, symetrycznych pomiaréw uogdlnionych (SIC-POVM). Szczegdlna uwaga zo-
stata poswiecona nierozktadalnym $wiadkom splatania, ktore potrafia wykry¢ splatanie
stanéw z cze$ciowa dodatnia transpozycja (stany PPT, splatanie zwigzane). Obliczenia
ilustrowane sa przyktadami swiadkow skonstruowanych z wielu rodzajéow pomiaréw oraz
wykrywanych przez nie stanow PPT.

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

19.

[P6] Decoherence of a qubit as a diffusion on the Bloch sphere

K. Siudziniska i D. Chruscinski*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 48, 405202 (2015)
Impact Factor czasopisma: 1,933

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 30 (50)

liczba cytowan: 5 (GS), 2 (WoS)

Praca skupia si¢ na analizie dekoherencji kubitu opisywanej w jezyku geometrycznej me-
chaniki kwantowej. W tym modelu operatory gestosci uktadu dwupoziomowego sa repre-
zentowane przez rozklady prawdopodobienstwa bedace jednoczesnie funkcjami Kahlera
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na sferze Blocha. Dla ewolucji zadanej przez kanal Pauliego réwnanie master pétgrupy dy-
namicznej jest rownowazne réwnaniu na sktadowe prawdopodobienstwa z operatorem réz-
niczkowym drugiego rzedu we wspéhrzednych sferycznych (zdeformowanym laplasjanem).
Wspotezynnikami deformacji sa wspoétezynniki dekoherencji stojace przy kwadratach skta-
dowych momentu pedu. W szczegdlnosci kanat ttumiacy faze jest zadany przez réwnanie
dyfuzji na torusie sparametryzowanym przez pojedynczy kat. Co ciekawe, kompletnig
dodatnio$¢ odwzorowania gwarantuje eliptycznosé zdeformowanego laplasjanu. Oznacza
to, ze rownanie master na rozktadach prawdopodobienstwa jest réownaniem dyfuzyjnym
Fokkera-Plancka na sferze Blocha.

Wkitad habilitantki:

e wyprowadzenie struktur geometrycznych na sferze Blocha, sformutowanie réwnania
master z uzyciem odksztatconego laplasjanu, dowdd twierdzenia o zwigzku eliptycz-
nosci z kompletnia dodatnioscig;

e przeglad literatury;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedz na uwagi recenzentow.

[P7] Generalized Pauli channels and a class of non-Markovian quantum evolution
D. Chruscinski* i K. Siudzinska

Physical Review A 94, 022118 (2016)

Impact Factor czasopisma: 2,925

liczba punktéw na liScie Ministerstwa: 35 (50)

liczba cytowan: 37 (GS), 33 (WoS)

Publikacja jest poswigcona analizie ewolucji otwartych uktadéw kwantowych zadanej
przez uogolnione kanaly Pauliego. Odwzorowania te opisuja dynamike kuditéw, a sg one
zdefiniowane za pomoca maksymalnych zbioréw baz wzajemnie nieobcigzonych. Wypro-
wadzone zostaly warunki konieczne i warunki wystarczajace na dodatnia podzielo$¢ od-
wzorowan dynamicznych bedacych rozwigzaniami rownan master z lokalnymi w czasie
generatorami. Dodatnia podzielno$é gwarantuje staba niemarkowowskosé ewolucji i gwa-
rantuje brak przeptywu informacji z powrotem do otoczenia. Jako przyktad rozwazono
ewolucje wiecznie niemarkowowska, czyli posiadajaca zawsze ujemne wspotczynniki deko-
herencji. Co ciekawe, dynamike z duza liczba ujemnych wspotezynnikow mozna uzyskac
w wyniku klasycznego zmieszania potgrup markowowskich.

Wktad habilitantki:

e opis ewolucji zadanej przez lokalne w czasie generatory, wyprowadzenie kryteriéw na
markowowskos¢ i niemarkowowskos¢ ewolucji, analiza przyktadu ewolucji wiecznie
niemarkowowskiej;

e przeglad literatury;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedz na uwagi recenzentow.

[P8] Memory kernel approach to generalized Pauli channels: Markovian, semi-Markov,
and beyond

K. Siudzinska i D. Chruscinski*

Physical Review A 96, 022129 (2017)

Impact Factor czasopisma: 2,909

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 35 (50)

liczba cytowan: 25 (GS), 21 (WoS)
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Ten artykul jest kontynuacja [P2]. Ponownie rozwazana jest ewolucja uktadéw otwartych
zadana przez uogdlnione kanaly Pauliego. Tym razem jednak punktem startowym sg
rownania master nie z generatorami, a z nielokalnymi w czasie jadrami pamieci. Podane
zostaly warunki konieczne i wystarczajace na to, by zadane jadro odpowiadato fizycz-
nej dynamice, czyli reprezentowanej przez odwzorowanie kompletnie dodatnie zachowu-
jace §lad. Szczegdlna uwage poswiecono klasie ewolucji potmarkowowskiej, ktéra stano-
wi naturalne uogélnienie klasycznych proceséw potmarkowowskich. Przedstawiono szereg
przyktadéw ewolucji potmarkowowskiej opisywanej przez uogélnione kanaty Pauliego. Co
ciekawe, mieszanina potgrup markowowskich wychodzi poza wspomniany przypadek.

Wkiad habilitantki:

e wyprowadzenie warunkow na jadra pamieci gwarantujace kompletna dodatniosé ge-
nerowanych odwzorowan, analiza przyktadéw fizycznie dopuszczalnych jader, wypro-
wadzenie formut dla ewolucji pétmarkowowskiej;

e przeglad literatury;
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedZ na uwagi recenzentow.

[P9] Non-Markovianity of geometrical qudit decoherence
K. Siudzinska*

Reports on Mathematical Physics 80, 361-372 (2017)
Impact Factor czasopisma: 0,796

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 20 (50)

liczba cytowan: 4 (GS), 3 (WoS)

Ta praca uogélnia geometryczny opis ewolucji kubitu przedstawiony w [P7] na przypadki
wyzej wymiarowe, czyli uktady kuditowe. Mieszane stany kwantowe sa reprezentowane
przez rozktady prawdopodobienstwa, bedace zarazem funkcjami Kéahlera na projektyw-
nej przestrzeni Hilberta. R6wnania master z lokalnymi operatorami szumu sa rownowazne
rownaniom Fokkera-Plancka, w ktorych wystepuja teraz cztony pochodzace od zespolo-
nych pél wektorowych. Analogicznie przedstawi¢ mozna reprezentacje Krausa odwzoro-
wania dynamicznego. Dalszej analizy dokonano dla kanatow skonstruowanych z czterech
popularnych uogélnien macierzy Pauliego: macierzy Gell-Manna, operatoréw Weyla, ilo-
czynéw tensorowych macierzy Pauliego oraz projektoréw na bazy wzajemnie nieobcigzone.

[P10] Quantum channels irreducibly covariant with respect to the finite group generated
by the Weyl operators

K. Siudzinska i D. Chruscinski*

Journal of Mathematical Physics 59, 033508 (2018)

Impact Factor czasopisma: 1,335

liczba punktéw na liScie Ministerstwa: 25 (50)

liczba cytowan: 21 (GS), 17 (WoS)

Artykul przedstawia metode konstrukcji odwzorowan liniowych, ktore sg kowariantne ze
wzgledu na unitarng reprezentacj¢ grupy skonczonej generowanej przez operatory Weyla.
Grupa ta jest uogodlnieniem grupy kwaternionowej, ktéra prowadzi do powstania kanatow
Pauliego. Otrzymane w ten sposdb odwzorowania sa znane w literaturze jako odwzorowa-
nia Weyla lub Weyl-kowariantne. Szczegdlna uwaga zostata poswiecona reprezentacjom
nieredukowalnym i utworzonym za ich pomoca nieredukowalnie kowariantnym kanatom
kwantowym. Ponadto po wprowadzeniu dodatkowych warunkéw symetrii w wymiarach
pierwszych mozliwe jest otrzymanie uogélnionych kanatow Pauliego. Wychodzac poza
kanaty kwantowe, w pracy rozwazono klas¢ nieredukowalnie kowariantnych odwzorowan
dodatnich, ktore znajduja zastosowania w detekcji stanéw splatanych. Kolejnym zastoso-
waniem jest analiza stopni niemarkowowskosci ewolucji otwartych uktadéw kwantowych



24.

25.

26.

zadanych przez nieredukowalnie kowariantne generatory lokalne w czasie. Znalezione zo-
staly nowe warunki wystarczajace na dodatnig podzielno$é odwzorowania dynamicznego.
Jako przyktad ewolucji niemarkowowskiej przedstawiono mieszaning pétgrup dynamicz-
nych o tatwej do kontrolowania liczbie ujemnych wspoétczynnikow dekoherencji.

Wktiad habilitantki:

e konstrukcja i analiza wlasnosci grupy generowanej przez operatory Weyla oraz ich
reprezentacji unitarnych, dowody twierdzen, przyktady;

e przeglad literatury;
e wykreslenie tabeli charakterow grupy,
e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedZ na uwagi recenzentéow.

[P11] Two definitions of the Gell-Mann channels — a comparative analysis
K. Siudzinska*

Reports on Mathematical Physics 81, 321-345 (2018)

Impact Factor czasopisma: 0,989

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 20 (50)

liczba cytowan: 3 (GS), 2 (WoS)

Opisujace ewolucje kubitu kanaty Pauliego sa rownowaznie zdefiniowane przez reprezen-
tacje Krausa lub rownania wtasne. Zaréwno ich operatory Krausa, jak i operatory wtasne,
sa macierzami Pauliego. Wtasnos$é¢ ta nie znajduje przetozenia na wyzsze wymiary. Przy
rozwazaniu dynamiki kuditu definicje przestaja by¢ réwnowazne. Praca przestawia analize
poréwnawczg dwoch nieréwnowaznych definicji kanatéw kwantowych, w ktorych macie-
rze Pauliego zostaly zastapione przez macierze Gell-Manna. Interesujacy jest fakt, ze
obie definicje zadaja te same kanaty nie tylko dla kubitéw, ale rowniez dla kutritow. Dla
wyzszych wymiaréw przedstawiono warunki na kompletnig dodatnio$¢ odwzorowan, jak
rowniez warunki, po spetnieniu ktérych oba kanaly zadajg identyczna dynamike. Analiza
zostala powtoérzona dla generatoréw algebry SU(NNV) z wykorzystaniem statych struktur.
Analogiczne rozwazania przeprowadzono takze dla dwoch uogdlnien lokalnych w czasie
generatoréw kanatéw Pauliego.

[P12] Regularized mazimal fidelity of the generalized Pauli channels
K. Siudzinska*

Physical Review A 99, 012340 (2019)

Impact Factor czasopisma: 2,777

liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)

liczba cytowan: 8 (GS), 4 (WoS)

W pracy rozwazana jest asymptotyczna regularyzacja wiernosci kanatéw kwantowych,
ktora mierzy odksztatcenie stanu wyjsciowego przy nieskonczenie wielu dziataniach ka-
natu. Dla uogélnionych kanatéw Pauliego wyprowadzone zostaly formuty na minimalng
i maksymalng wiernos¢ kanatu na stanach czystych, jak rowniez bedgca miarg czystosci
maksymalna wyj$ciowa norma nieskonczonosé. Dla szerokiej klasy kanatéw udowodniono,
ze wszystkie te wielkosci s stabo multiplikatywne, co umozliwito znalezienie asymptotycz-
nej regularyzacji wiernosci tych kanaléw. Interesujacym wnioskiem jest, ze maksymalna
wyjéciowa norma nieskonczonos¢ oraz maksymalna wiernos¢ uogoélnionych kanatéw Pau-
liego zadanych przez lokalne w czasie generatory ewolucji sg zawsze stabo multiplikatywne.

[P13] Engineering fidelity of the generalized Pauli channels via legitimate memory kernels
K. Siudzinska i D. Chruscinski*
Physical Review A 100, 012303 (2019)



I1.7.

Impact Factor czasopisma: 2,777
liczba punktéw na liscie Ministerstwa: 100 (200)
liczba cytowan: 10 (GS), 10 (WoS)

Artykul poswiecony jest analizie wiernosci uogolnionych kanatéw Pauliego zadanych przez
rownania master z jadrami pamieci. Wiernos¢ kanatu mierzy odksztatcenie stanu wyjscio-
wego wzgledem stanu wejsciowego. Poréwnywana jest ewolucja wiernosci dla potgrupy
markowowskiej (uktad bez pamieci) i odwzorowania dynamicznego powstalego w wyni-
ku nielokalnego odksztalcenia jadra pamieci dla tejze poétgrupy. Co ciekawe, przy od-
powiednim doborze parametréw charakteryzujacych jadro pamieci, ewolucja kwantowa
z nielokalnym szumem moze byé¢ chwilowo opisywana przez kanat o wickszej wiernosci
niz ewolucja pozbawiona szumow. Innymi stowy, odwzorowania dynamiczne dla ewolucji
z pamiecig lokalnie produkuja mniej odksztatcone stany wyjsciowe. Dodatkowe szumy
pomagaja rowniez w przedhuzaniu zywotnosci splatania kwantowego, zmniejszaniu entro-
pii uktadu, a takze zwiekszeniu koherencji stanéw kwantowych. Wyniki te potwierdzaja
wczesniejsze obserwacje, ze odpowiednia inzynieria szuméw moze okazac si¢ korzystna dla
potrzeb przetwarzania i przesytania kwantowej informacji.

Wktad habilitantki:
e wyprowadzenie wzorOw na minimalng i maksymalng wiernos¢ kanatéw, analiza przy-
ktadow;
e przeglad literatury;

e wykreslenie czasowej zaleznosci analizowanych miar dla ewolucji markowowskiej i
niemarkowowskiej;

e przygotowanie pierwszej wersji artykutu;

e odpowiedz na uwagi recenzentow.

Wykaz wystagpien na krajowych lub miedzynarodowych kon-
ferencjach naukowych, z wyszczegélnieniem przedstawionych
wykladéw na zaproszenie i wykladéw plenarnych

Referaty:

1.

41st International Conference on Quantum Probability and Related Topics, Al Ain, Zjed-
noczone Emiraty Arabskie, 28 marca — 1 kwietnia 2021 r.
Markovian semigroup from mizing non-invertible dynamical maps

Mathematical Physics, Dynamical Systems and Infinite-Dimensional Analysis, Moskwa,
Rosja, 30 czerwca — 9 lipca 2021 r.

Interpolating between positive and completely positive maps: a new hierarchy of entangled
states

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

3.

Quantum Roundabout, Nottingham, Wielka Brytania, 6-8 lipca 2016 r.
The non-Markovian evolution of the generalized Pauli channels

. 49th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 17-18 czerwca 2017 r.

Quantum semi-Markov evolution for the generalized Pauli channels

CIYSCon, Torun, Polska, 28-30 czerwca 2017 r.

Semi-Markov evolution of the Generalized Pauli channel



6. 51st Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 16-18 czerwca 2019 r.
On the geometry of one-mode Gaussian channels

Plakaty:

7. 54th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 811 czerwca 2023 r.
Enhancing qubit channel performance through stationary state manipulation

8. Quantum Information Days 2020(+1), Warszawa, Polska, 22-24 lutego 2021 r.
Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

9. 45th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 1-2 czerwca 2013 r.
Two-body problem in general relativity

10. 47th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 19-21 czerwca 2015 r.
Geometrical description of Lindblad equations with Gell-Mann matrices

11. 48th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 10-12 czerwca 2016 r.
Markovianity of the generalized Pauli channels

12. CIYSCon, Torun, Polska, 28-30 czerwca 2017 r.
A comparative analysis of two definitions of the Gell-Mann channels

13. 50th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Polska, 21-24 czerwca 2018 r.
Minimal and maximal fidelity of the generalized Pauli channels

14. 18th Workshop: Noncommutative Probability, Operator Algebras, Random Matrices and
Related Topics, with Applications, Bedlewo, Polska, 15-21 lipca 2018 r.
Quantum maps covariant with respect to the group generated by the Weyl operators

Referaty na zaproszenie wygloszone w innych osrodkach naukowych:

15. Seminarium Instytutu Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzial Matematyki, Fizyki i
Informatyki, Uniwersytet Gdanski, Gdansk, Polska, 29 stycznia 2023 r.
Non-Markovianity criteria for mixtures of qubit dynamical maps

16. Current Trends in Quantum Information, Sopot, Polska, 15 maja 2020 r.
Fvolution of open quantum systems governed by unitarily covariant quantum channels

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

17. Seminarium Zaktadu Teoretycznej Optyki Kwantowej, Technische Universitdat Dresden,
Dresden, Niemcy, 14 listopada 2018 r.

FEvolution of open quantum systems governed by unitarily covariant quantum channels

I1.8. Wykaz udzialu w komitetach organizacyjnych i naukowych kon-
ferencji krajowych lub miedzynarodowych, z podaniem petnio-
nej funkcji

Cztonek komitetu organizacyjnego migedzynarodowej konferencji Sympozjum Fizyki Matema-
tycznej w roku 2023 (edycja 54.).



I1.9.

Wykaz uczestnictwa w pracach zespoléw badawczych realizuja-
cych projekty finansowane w drodze konkurséw krajowych lub
zagranicznych, z podziatlem na projekty zrealizowane i bedace
w toku realizacji, oraz z uwzglednieniem informacji o pelnionej
funkcji w ramach prac zespoléow

W funkcji kierownika:

1.

2022 — teraz: kierownik projektu pt. Odwzorowania kwantowe i ich zastosowania w kwan-
towym przesytaniu i przetwarzaniu informacyi (512 400 PLN), grant Narodowego Centrum
Nauki SONATA 17 nr 2021/43/D/ST2/00102, Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, czas realizacji: 36 miesiecy.

2019 — 2020: kierownik projektu pt. Uogdlnione kanaly Pauliego w ewolucji otwartych
uktadéw kwantowych (33 800 PLN), grant Narodowego Centrum Nauki PRELUDIUM 16
nr 2018/31/N/ST2/00250, Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, Uni-
wersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, czas realizacji: 12 miesiecy.

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

3.

2018 — 2019: kierownik projektu pt. Fwolucja otwartych uktadéw kwantowych zadana
przez unitarnie kowariantne kanaly kwantowe (109 352 PLN), grant Narodowego Centrum

Nauki ETIUDA 6 nr 2018/28/T/ST2/00008, Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, czas realizacji: 12 miesiecy.

W funkcji wspotwykonawcy:

4.

2021 — 2022: Wykonawca w projekcie pt. Kwantowe odwzorowania dynamiczne poza rezi-
mem Markowa (2 836 400 PLN), grant Narodowego Centrum Nauki MAESTRO 10 nr
2018/30/A/ST2/00837, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, Uniwersy-
tet Mikotaja Kopernika w Toruniu, kierownik: prof. dr hab. Dariusz Chruscinski.

Przed uzyskaniem stopnia doktora:

D.

2016 — 2018: Stypendysta-doktorant w projekcie pt. Niemarkowowska dynamika kwantowa
(549 800 PLN), grant Narodowego Centrum Nauki OPUS 9 nr 2015/19/B/ST1/03095,
Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet Mikotaja Kopernika
w Toruniu, kierownik: prof. dr hab. Dariusz Chruscinski.

2013 — 2014: Stypendysta-magistrant w projekcie pt. Precise optical control and metrology
of quantum systems (3 358 000 PLN), Program TEAM, Fundacja na rzecz Nauki Pol-
skiej, wspoHinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu
Rozwoju Regionalnego, projekt nt TEAM/2010-6/3, Wydziat Fizyki, Astronomii i Infor-
matyki Stosowanej, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, kierownik: prof. dr hab.
Roman Ciuryto.

II.11. Wykaz stazy w instytucjach naukowych, w tym zagranicz-

nych, z podaniem miejsca, terminu, czasu trwania stazu i jego
charakteru

Staz naukowy w Drezdenskim Uniwersytecie Technicznym w Niemczech (grupa prof. dr. hab.
Waltera T. Strunza), od 11.2018 r. do 04.2019 r. (6 miesiecy). Rezultatem stazu jest publikacja
w Physical Review A i kontynuowana wspotpraca naukowa.



I1.13. Wykaz recenzowanych prac naukowych, w szczegdélnosci pu-

blikowanych w czasopismach miedzynarodowych

Wszystkie publikacje wymienione w punktach 1.2 i I1.4 byly recenzowane i ukazalty sie w cza-
sopismach miedzynarodowych.
Artykuly naukowe recenzowane dla czasopism miedzynarodowych:

Physical Review Letters,

Physical Review X,

Physical Review A,

Journal on Mathematical Physics A: Mathematical and Theoretical,
Quantum Science and Technology,

Open Systems and Information Dynamics,

Quantum Information Processing,

Advanced Quantum Technologies,

The European Physical Journal Plus.

I1.15. Wykaz udzialu w zespotach badawczych, realizujacych pro-

jekty inne niz okreslone w pkt. I11.9

Grupa prof. dr. hab. Waltera T. Strunza, Drezdenski Uniwersytet Techniczny, Niemcy.

dr Vinayak Jagadish, Zaktad Optyki Atomowej, Wydzial Matematyki, Fizyki i Chemii,
Uniwersytet Jagiellonski, Krakow.

dr Michat Studzinski, Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzial Matematyki,
Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski.

dr Krzysztof Szczygielski, Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzial Matema-
tyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski.

Grupa dr. hab. Lukasza Rudnickiego, Miedzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwan-
towych, Uniwersytet Gdanski.

I1.16. Wykaz uczestnictwa w zespolach oceniajacych wnioski o fi-

nansowanie badan, wnioski o przyznanie nagréd naukowych,
wnioski w innych konkursach majgcych charakter naukowy
lub dydaktyczny

Cztonek komisji oceniajacej prace konkursowe w ogolnopolskim Konkursie Fizyczne i Astrono-
miczne Stypendia w Toruniu (FAST) w latach 2021-2023 (edycje XII-XIII).



IV.

Dane naukometryczne

ResearcherID: P-1970-2016

ORCID: 0000-0002-1816-7242

Google Scholar: PZYQM2UAAAAJ

Indeks Hirscha: 8 (Google Scholar), 7 (Web of Science)

catkowita liczba cytowan: 200 (Google Scholar), 151 (Web of Science)
catkowita liczba cytowan bez autocytowan: 83 (Web of Science)
catkowity Impact Factor: 66,604

catkowita liczba punktow Ministerstwa: 2215, w tym

publikacje po roku 2018 (skala do 200 pkt.): 2050 punktéw

publikacje do roku 2018 (skala do 50 pkt.): 165 punktéw

Peten wykaz artykutow habilitantki publikowanych w czasopismach naukowych jest suma ar-
tykutéw wymienionych w punkcie 1.2, sktadajacych si¢ na osiagniecie habilitacyjne, oraz pozo-
stalych artykutéw wymienionych w punkcie I1.4.

(podpis wnioskodawcy)



List of scientific or artistic achievements which
present a major contribution to the
development of a specific discipline

Katarzyna Barbara Siudzinska

I. Information on scientific or artistic achievements set
out in art. 219 para 1. point 2 of the Act

Achievement title: Analysis and applications of the Pauli channels and their generalizations.

I.2. Cycle of scientific articles related thematically, pursuant to art.
219 para 1. point 2b of the Act

The articles included in the habilitation achievement are listed in the chronological order.
References [H1-H13] follow the numbering in the Summary of Professional Accomplishments.
The maximal points on the Ministry’s list (50 or 200) are indicated in parentheses. The Impact
Factor information comes from the Expertus UMK / Web of Science databases. The number of
citations is from the Google Scholar (GS) and Web of Science (WS) databases. Corresponding
authors are marked with an asterisk.

1. [H1] Geometry of Pauli maps and Pauli channels
K. Siudzinska*
Physical Review A 100, 062331 (2019)
journal Impact Factor: 2.777
points on the Ministry list: 100 (200)
citation number: 8 (GS), 7 (WoS)

In this work, the geometrical properties of trace-preserving Pauli maps are analyzed.
Knowledge of their eigenfunctions is sufficient to find the line and volume elements indu-
ced by the Hilbert-Schmidt metric for the Choi-Jamiotkowski states. The relative volumes
of entanglement-breaking channels and channels achieved with time-local generators are
calculated analytically and presented graphically in respective plots. For the Pauli chan-
nels, I also calculate the percentage of positive and completely positive divisible channels,
which are related to the notions of Markovianity and open quantum systems with memo-
ry. The results of my work can be interpreted as the probability of a randomly selected
channel possessing the desired properties. They also show what a small percentage of
channels can be achieved using time-local generators, and thus how important it is to
further develop the description of quantum evolution with memory kernels.

2. [H2] Geometry of generalized Pauli channels
K. Siudzinska*
Physical Review A 101, 062323 (2020)
journal Impact Factor: 3.140
points on the Ministry list: 100 (200)
citation number: 3 (GS), 2 (WoS)



This paper is a continuation of [H1] and focuses on the analysis of geometrical proper-
ties of the generalized Pauli channels constructed from mutually unbiased bases (MUBSs).
Analogically to the qubit case, the Choi-Jamiotkowski isomorphism allows one to express
the Hilbert-Schmidt line and volume elements through the eigenfunctions of the channels.
Both the integration regions and volumes of channel subclasses are determined analyti-
cally. Among the considered subclasses, there are entanglement breaking channels and
channels achievable by local-time generators constructed from three, d or d + 1 MUBs,
where d is the dimension of the Hilbert space. Since the results depend on the dimension,
they are presented and further discussed on respective plots. Finally, I provide the lower
bound on the volume of all positive, trace-preserving generalized Pauli maps.

. [H5] Quantum evolution with a large number of negative decoherence rates
K. Siudzinska* and D. Chruscinski

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53, 375305 (2020)
journal Impact Factor: 2.132

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 16 (GS), 9 (WoS)

In this article, we address the influence of non-Markovian effects on quantum evolution.
These effects play a significant role when a physical system is strongly coupled to its
environment and interacts with it for a relatively long time. Systems with memory are
usually described by master equations with time-local generators or memory kernels.
However, it turns out that strongly non-Markovian evolution with eternally negative
decoherence rates can even be obtained by a classical mixture of Markovian semigroups.
It turns out that physically admissible evolution is given by a generator with as many
as (d — 1)? always negative coefficients among the total d*> — 1. Going beyond convex
combinations of semigroups, we analyze mixtures of completely positive divisible Pauli
channels and generalized Pauli channels. Conditions for positive and completely positive
divisibility depend on mixing parameters. For the evolution of qutrits, the Markovianity
region is plotted inside a simplex.

My contribution:

e derivation and analysis of the evolution given by mixtures of Pauli channels and ge-
neralized Pauli channels, analyzing divisibility of dynamical maps that are mixtures
of Markovian semigroups, examples of eternally non-Markovian evolution, algebraic
derivation of the simplex bounds and Markovianity region for the qutrit evolution;

e plotting the region of complete positive divisibility for the convex combinations of
semigroups describing the Markovian evolution of qutrits;

e preparation of the manuscript draft;
e response to referees’ comments and correspondence with the editor;

e management of the research grant by which this work was funded.

. [H13] Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements
K. Siudzinska*

Physical Review A 102, 032603 (2020)

journal Impact Factor: 3.140

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 5 (GS), 4 (WoS)

The publication introduces a new generalization of the Pauli channels using mutually
unbiased measurements (MUMs). As a special case, it includes the generalized Pauli
channels, for which the MUMs are replaced by mutually unbiased bases (MUBs). Impor-
tantly, unlike MUBs, the maximal number of MUMs exists in any dimension of the Hilbert



space, which translates into the existence of this generalization of the Pauli channels in
any dimension. These channels are still bistochastic maps (trace preserving and identity
preserving) but their eigenvectors are no longer unitaries. Properties of the generaliza-
tion of Pauli channels, such as complete positivity, breaking quantum entanglement, and
multiplicativity of the maximal output purity are analyzed in more details. Examples
include maps constructed from the Gell-Mann matrices as well as the Heisenberg-Weyl
observables.

. [H9] Classical capacity of generalized Pauli channels

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53, 445301 (2020)
journal Impact Factor: 2.132

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 12 (GS), 9 (WoS)

The article contains the derivation of constraints on the classical capacity and Holevo
capacity (classical capacity under a single-channel use) for the generalized Pauli chan-
nels. By using methods known for the Weyl channels, it manages to obtain the upper
and lower bounds on the Holevo capacity. If these two constraints coincide, the Holevo
capacity is weakly additive, and the resulting capacity is also the classical capacity. Ana-
lytical formulas for the classical capacity are found for two two-parameter families of the
generalized Pauli channels. Using qubit channels as an example, it is shown that there is
a relationship between the channel capacity and its fidelity, as well as between the change
rate of the capacity and the divisibility of dynamical maps.

. [H3] Geometry of symmetric and noninvertible Pauli channels
K. Siudzinska*

Physical Review A 102, 062615 (2020)

journal Impact Factor: 3.140

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 1 (GS), 0 (WoS)

This work is a continuation of [H1], which deals with the Pauli maps characterized by
a maximum of three non-zero parameters. Here, I analyze the geometry of positive and
completely positive, trace-preserving Pauli maps, defined with no more than two distinct
parameters. These include five classes of symmetric and noninvertible maps (where at le-
ast one channel eigenvalue vanishes). In the space of all trace-preserving Pauli maps, the
aforementioned subclasses had a volume equal to zero, making their discussion in [H1] im-
possible. Using the Hilbert-Schmidt metric on the space of the Choi-Jamiotkowski states,
I determine the relative volumes of entanglement-breaking channels, channels achievable
with time-local generators, and divisible channels. To further illustrate the problem, I
plot the shapes of the complete positivity regions with respect to the tetrahedron of all
Pauli channels.

. [H10] Engineering classical capacity of generalized Pauli channels with admissible memory
kernels

K. Siudzinska*, A. Das, and A. Bera

Entropy 23, 1382 (2021)

journal Impact Factor: 2.738

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 4 (GS), 3 (WoS)

The publication expands on the topics covered in [P13], where it is shown that an ap-
propriate choice of noise parameters leads to an improved quality of data transmission
through a quantum channel. This paper focuses on the evolution of classical capacity of



the generalized Pauli channels provided by the master equations with memory kernels.
We present a comparative analysis of the capacities for the Markovian semigroups and
dynamical maps created by addition of non-local noises at the level of memory kernels.
On the example of qubit and qutrit dynamics, we prove that it is possible to increase
the classical capacity not only with respect to the semigroup but also to more general
channels describing the Markovian evolution. Interestingly, an analogical inclusion of no-
ise at the level of time-local generators never produces similar effects. Nevertheless, the
increased ability of quantum channels to reliably transfer classical information provides
further evidence of the beneficial effects of noise.

My contribution:

e supervision of the research group;

e idea of using noise to increase the classical capacity of generalized Pauli channels;
e formal analysis and validation of the results;

e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments and correspondence with the editor;

e management of the research grant by which this work was funded.

. [H6] Markovian semigroup from mizing noninvertible dynamical maps
K. Siudzinska*

Physical Review A 103, 022605 (2021)

journal Impact Factor: 3.140

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 12 (GS), 8 (WoS)

The article focuses on analyzing the mixtures of noninvertible dynamical maps provided by
the generalized Pauli channels. This way, it goes beyond mixtures of invertible maps, which
are the only ones that have been addressed in the literature so far. The use of more general
maps has made it possible to observe an interesting, non-intuitive behavior. Manipulations
of mixing parameters can lead to shifting the singular points to different instants in time,
to producing additional singular points, or even to their complete removal. In special cases,
the resulting invertible map is a Markovian semigroup. In other words, the introduction
of classical uncertainties makes it possible to get rid of memory effects and recover purely
Markovian evolution. Dynamical maps leading to semigroups through mixing are provided
by irregular generators and memory kernels. In the last part of the publication, it is shown
how classical mixtures of channels affect the results at the level of time-local and non-local
master equations.

. [H7] Non-Markovianity criteria for miztures of noninvertible Pauli dynamical maps
K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55, 215201 (2022)

journal Impact Factor: 2.331

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 4 (GS), 3 (WoS)

Continuing the topic of mixing dynamical maps, this paper focuses on the analysis of
non-Markovianity degree for the evolution given by the Pauli channels. The type of non-
Markovianity depends on the divisibility of the dynamical map representing the evolution.
Similar considerations have already been made for invertible maps. However, allowing for
non-invertible maps requires paying special attention to certain nuances during their
analysis. For example, the positivity of the decoherence rates of a time-local generator
is no longer a necessary condition for Markovianity of evolution. This article shows that
there is a relation between the divisibility of Pauli channels and the divisibility of their



10.

11.

mixtures. For non-Markovian dynamical maps, the necessary and sufficient conditions are
formulated for mixtures that satisfy certain divisibility criteria. Interestingly, only non-
invertible dynamical maps can produce mixtures with any degree of divisibility. As an
example of a non-invertible positive divisible maps, I propose the Pauli channel whose
time-local generator has decoherence rates that explode to infinity at the same moment
in time.

[H8] Phase-covariant miztures of non-unital qubit maps

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55, 405303 (2022)
journal Impact Factor: 2.331

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 3 (GS), 1 (WoS)

This is the first work to explore the topic of classical mixtures of non-unital channels;
i.e., those that do not preserve the identity operator. A popular class of non-unital qubit
channels consists in phase-covariant channels. These channels are a common generalization
of the maps describing amplitude damping, inverse amplitude damping, and dephasing.
When non-unital maps are considered, a number of effects can be observed that does
not occur for mixtures of (unital) Pauli channels. For example, the appropriate choice
of parameters when mixing non-unital channels results in a unital channel. Similarly,
mixing commutative maps, whose order can be switched at any time, can lead to non-
commutative maps. Convex combinations of semigroups, which for the Pauli channels lead
even to eternally non-Markovian evolutions, do not lead the phase-covariant channels out
of the set describing Markovian dynamics. Dynamical semigroups can only be obtained
by mixing two semigroups together, while the Pauli channels produce semigroups only by
mixing three dynamical maps, from which at least two have to be non-invertible.

[H11] Adjusting phase-covariant qubit channel performance with non-unitality
K. Siudzinska* and M. Studzinski

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 56, 205301 (2023)
journal Impact Factor: 2.331

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 1 (GS), 2 (WoS)

This article analyzes the communicative properties of phase-covariant channels as a func-
tion of their degree of non-unitality. I derived analytical formulas for the minimal and
maximal channel fidelity on pure states, as well as for the maximal output purity. For
the newly defined measure of non-unitality, I show how to obtain a channel with the de-
sired degree of non-unitality using classical mixtures of unital and maximally non-unital
channels. The probability distribution can be treated as noise, which — as it turns out — is
beneficial for the considered properties of quantum evolution. Namely, unital maps have
the worst performance for all these measures except for the minimal channel fidelity. Mo-
reover, the channel efficiency decreases monotonically with the degree of non-unitality.
Similar behavior occurs for concurrence and entanglement formation, which define the
entanglement between two qubits. It is possible to observe not only a prolonged life of en-
tanglement but also a process of accelerating its revival after sudden death. Importantly,
the improvement in channel performance takes place at every moment of time, unlike in
previous works [H10,P6] where the beneficial effects of noise were only temporary.

My contribution:

e supervision of the research group;

e the idea to use non-unitality to manipulate the properties of channel mixtures, the
idea for theorem proofs;
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13.

e formal analysis and validation of the results;
e preparation of the manuscript draft;
e response to referees’ comments and correspondence with the editor;

e management of the research grant by which this work was funded.

[H12] Improving classical capacity of qubit dynamical maps through stationary state ma-
nipulation

K. Siudzinska*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 56, 235301 (2023)

journal Impact Factor: 2.331

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 0 (GS), 0 (WoS)

In this paper, I analyze classical capacities of phase-covariant channels, in particular
the Holevo capacity and the entanglement-assisted classical capacity. The main result
shows that all these capacities can increase with an appropriate manipulation of the
stationary state of the channel, which is closely related to its degree of non-unitality.
More precisely, the more non-unital the channel, the higher its capacity. Engineering of
the channel parameters is achieved through classical mixtures in the master equations with
memory kernels, for which I develop a method of construction. Interestingly, equivalent
engineering can be done by taking mixtures on the level of memory kernels, time-local
generators, or even dynamical maps themselves. It has been shown that an increase in
the degree of channel non-unitality corresponds to an increase in the Holevo capacity as
well as the entanglement-assisted capacity at each moment in time. For highly non-unital
maps, the Holevo capacity, and therefore the classical capacity, temporarily exceeds the
entanglement-assisted capacity of the unital channel. This means that non-unitality is
an important quantum resource for information transfer purposes, able to surpass in its
usefulness another resource: quantum entanglement.

[H4] Geometry of phase-covariant qubit channels

K. Siudzinska

Journal of Physics Communications (2023), DOI: 10.1088/2399-6528 /ace0f4
Citescore: 2.6

points on the Ministry list: 70 (200)

citation number: 0 (GS), 0 (WoS)

This publication focuses on the analysis of geometrical properties on the space of non-
unital quantum channels on the example of phase-covariant qubit maps. Using the asso-
ciated Choi-Jamiotkowski states, I derive the formulas for the Hilbert-Schmidt line and
volume elements. They depend only on the channel eigenvalues and the parameter that
characterizes its non-unitality. The region occupied by positive, trace-preserving maps is
in a shape of a house, while the corresponding channels live in a cut-off elliptic cone. The
article focuses on finding the region shapes and analytical volumes of the phase-covariant
maps, in particular those breaking quantum entanglement and obtained from time-local
generators. Even though the analyzed channels are characterized by three parameters,
just like the Pauli channels, the obtained results differ significantly. Examples include the
shapes and symmetries of the associated regions, as well as the percentages of channels
among positive maps. The results allow for a better understanding of the structures and
properties of quantum channels.
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I1.4. List of articles published in scientific journals not mentioned
in section 1.2

The articles are listed in the chronological order. References [P1-P14] follow the numbering in
the Summary of Professional Accomplishments. The maximal points on the Ministry’s list (50
or 200) are indicated in parentheses. The Impact Factor information comes from the Expertus
UMK / Web of Science databases. The number of citations is from the Google Scholar (GS)
and Web of Science (WS) databases. Corresponding authors are marked with an asterisk.

14. [P5] Geometry on the manifold of Gaussian quantum channels
K. Siudzinska*, K. Luoma, and W. T. Strunz
Physical Review A 100, 062308 (2019)
journal Impact Factor: 2.777
points on the Ministry list: 100 (200)
citation number: 4 (GS), 4 (WoS)

On the space of quantum channels, we define geometrical structures to statistically pre-
dict the relative volumes of entanglement-breaking channels among all Gaussian quantum
channels. The metric on the space of channels is induced by the Hilbert-Schmidt distance
on the space of quantum states. The Choi-Jamiotkowski isomorphism defines the one-to-
one correspondence between Gaussian channels and Gaussian states expressed through
functions of continuous variables. The volume element of single-mode Gaussian channels
can be rewritten using local symplectic invariants. The relative volumes of single-mode
Gaussian channels breaking entanglement and incompatibility are finite and have com-
pact analytical formulas. It turns out that knowing the purity of Choi-Jamiolkowski states
for the Gaussian channels is sufficient to determine whether a given channel breaks in-
compatibility.

My contribution:

e derivation of formulas for the geometric structures of single-mode Gaussian channels,
proofs of lemmas, determination of relative channel volumes and the coexistence area;

e research investigation;

e plotting the regions occupied by the single-mode Gaussian channels, plotting the
relative volumes of the channels as a function of the marginal purity of the associated
quantum state;

e preparation of the manuscript draft;
e response to referees’ comments and correspondence with the editor;

e management of the research grant by which this work was funded.

15. [P4] Interpolating between Positive and Completely Positive Maps: A New Hierarchy of
Entangled States
K. Siudzinska, S. Chakraborty, and D. Chruscinski*
Entropy 23, 625 (2021)
journal Impact Factor: 2.738
points on the Ministry list: 100 (200)
citation number: 2 (GS), 1 (WoS)

This publication proposes a new classification of positive maps by taking into account
additional degrees of freedom between their positivity and complete positivity. By defi-
nition, these classes include maps that are contractions but only on subspaces of a given



16.

17.

dimension. For qubit maps, it has been shown that depolarizing maps and depolarizing
transpose maps belong to the intermediate class of partial contractions, while transposi-
tion does not. We performed a partial comparative analysis of partial contractions with
the Kadison-Schwarz maps. The classification of positive maps introduced here is ap-
plied to the characterization of entangled states, allowing for an improved distinction of
entanglement degree using the Schmidt number.

My contribution:

e derivation of conditions for partial contraction of qubit maps, construction of exam-
ples for maps satisfying the partial contraction criteria, comparative analysis of par-
tial contraction and the Kadison-Schwarz maps;

e research investigation;
e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments and correspondence with the editor.

[P2] Entanglement witnesses from mutually unbiased measurements
K. Siudzinska* and D. Chruscinski

Scientific Reports 11, 22988 (2021)

journal Impact Factor: 4.997

points on the Ministry list: 140 (200)

citation number: 2 (GS), 1 (WoS)

The article introduces a new family of positive maps, which is defined using mutually
unbiased measurements (MUMs). These measurements are a generalization of mutually
unbiased bases (MUBs) to non-projective measurements. This family of positive maps
allows us to introduce a class of entanglement witnesses whose decomposability depends
on the characteristics of the underlying measurements. Interestingly, witnesses constructed
from the MUMs belong to the family of witnesses based on the realignment criterion
(CCNR). We present examples of qutrit-qutrit states and the witnesses that detect them.

My contribution:

e the idea of using mutually unbiased measurements to construct new families of po-
sitive maps and quantum entanglement witnesses;

e construction of positive maps and entanglement witnesses from mutually unbiased
measurements, examples of decomposable and indecomposable witnesses together
with the states they detect;

e research investigation;
e preparation of the manuscript draft;
e response to referees’ comments and correspondence with the editor;

e management of the research grant by which this work was funded.

[P1] All classes of symmetric measurements in finite dimensions
K. Siudzinska*

Physical Review A 105, 042209 (2022)

journal Impact Factor: 2.971

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 9 (GS), 5 (WoS)

In this paper, a broad class of symmetric measurements is presented. It can be understood
as a common generalization of symmetric, informationally complete, positive operator-
valued measures (SIC-POVMs) and mutually unbiased bases (MUBs). A general para-
meterization allows me to naturally define new families of symmetric measurements. In



18.

particular, in any finite dimension, two new families of informationally complete, mutually
unbiased measurement operators can be found. It turns out that they are associated with
the well-known generalized SIC-POVMs and mutually unbiased measurements (MUMs).
I provide a general method of constructing symmetric measurements from Hermitian or-
thonormal operator bases. As an example, I consider optimal measurements composed
of projectors but not projective measurements. Finally, I analyze the properties of sym-
metric measurements with applications in entropic uncertainty relations and quantum
entanglement detection.

[P3] Indecomposability of entanglement witnesses constructed from symmetric measure-
ments

K. Siudzinska*

Scientific Reports 12, 10785 (2022)

journal Impact Factor: 4.997

points on the Ministry list: 140 (200)

citation number: 1 (GS), 1 (WoS)

The subject of this article is the construction and analysis of indecomposable entangle-
ment witnesses. In this paper, I propose a method of constructing positive maps using
the symmetric measurements defined in [P5]. These maps are then used to derive for-
mulas for entanglement witnesses; i.e., positive (but not completely positive) operators
that detect entangled states. The presented class includes as special cases other popular
witnesses; e.g., those constructed from mutually unbiased bases (MUBs), from mutually
unbiased measurements (MUMSs), or from symmetric, informationally complete, positive
operator-valued measures (SIC-POVMs). Special attention has been given to indecom-
posable entanglement witnesses, which can detect entangled states with positive partial
transposition (PPT states, bound entanglement). These calculations are illustrated with
examples of witnesses constructed from many different types of measurements together
with the PPT states they detect.

Prior to obtaining the doctorate degree:

19.

[P6] Decoherence of a qubit as a diffusion on the Bloch sphere

K. Siudzinnska and D. Chruscinski*

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 48, 405202 (2015)
journal Impact Factor: 1.933

points on the Ministry list: 30 (200)

citation number: 5 (GS), 2 (WoS)

The work focuses on the analysis of qubit decoherence described in the language of geo-
metrical quantum mechanics. In this model, the density operators of two-level systems
are represented by probability distributions that are also the Kahler functions on the
Bloch sphere. For the evolution given by the Pauli channel, the master equation of the
dynamical semigroup is equivalent to the second-order differential equation (with a de-
formed Laplacian) for probability distribution components in spherical coordinates. The
deformation coefficients are the decoherence rates multiplying the squared rotational mo-
mentum components. In particular, the phase-damping channel is given by the diffusion
equation on a torus parametrized by a single angle. Interestingly, the complete positivity
of dynamical maps is guaranteed by the ellipticity of the deformed Laplacian. This means
that the master equation for the probability distribution is the Fokker-Planck diffusion
equation on the Bloch sphere.

My contribution:
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21.

e derivation of geometrical structures on the Bloch sphere, formulation of the master
equations using a deformed Laplacian, proof of the theorem on the relation between
ellipticity and complete positivity;

e research investigation;
e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments.

[P7] Generalized Pauli channels and a class of non-Markovian quantum evolution
D. Chrudcinski* and K. Siudzinska

Physical Review A 94, 022118 (2016)

journal Impact Factor: 2.925

points on the Ministry list: 35 (200)

citation number: 37 (GS), 33 (WoS)

The publication is devoted to the analysis of open quantum systems evolution given by the
generalized Pauli channels. These maps describe qudit dynamics, and they are defined
by the maximal sets of mutually unbiased bases. We derive both necessary conditions
and sufficient conditions for positive divisibility of dynamical maps that are solutions
of master equations with time-local generators. Positive divisibility guarantees weak non-
Markovianity of the associated evolution and no information backflow to the environment.
As an example, we consider eternally non-Markovian evolution; that is, an evolution with
always negative decoherence rates. Interestingly, dynamics with a large number of negative
rates can be obtained from classical mixing of Markovian semigroups.

My contribution:

e describing the evolution given by time-local generators, derivation of Markoviani-
ty and non-Markovianity criteria for quantum evolution, analyzing the example of
eternally non-Markovian evolution;

e research investigation;
e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments.

[P8] Memory kernel approach to generalized Pauli channels: Markovian, semi-Markov,
and beyond

K. Siudzinska and D. Chruscinski*

Physical Review A 96, 022129 (2017)

journal Impact Factor: 2.909

points on the Ministry list: 35 (50)

citation number: 25 (GS), 21 (WoS)

This article is a continuation of [P2]. Once again, we consider the evolution of open qu-
antum systems given by the generalized Pauli channels. This time, however, the starting
point is the master equations not with generators but with non-local memory kernels.
We provide the necessary and sufficient conditions for a given kernel to describe a phy-
sical dynamics; that is, represented by a completely positive, trace-preserving map. A
particular attention is paid to the class of semi-Markov evolution, which is a natural
generalization of classical semi-Markov processes. A number of examples is presented of
the semi-Markov evolution described by the generalized Pauli channels. Interestingly, a
mixture of Markovian semigroups goes beyond this class of maps.

My contribution:
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23.

e derivation of the conditions for memory kernels guaranteeing complete positivity of
the generated channels, analyzing examples of physically admissible kernels, deriva-
tion of the formulas for semi-Markov evolution;

e research investigation;
e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments.

[P9] Non-Markovianity of geometrical qudit decoherence
K. Siudzinska*

Reports on Mathematical Physics 80, 361-372 (2017)
journal Impact Factor: 0.796

points on the Ministry list: 20 (200)

citation number: 4 (GS), 3 (WoS)

This work generalizes the geometrical description of qubit evolution presented in [P7]
to higher dimensional (qudit) systems. Mixed quantum states are represented by proba-
bility distributions, which are also the Kahler functions on a projective Hilbert space.
The master equations with time-local noise operators are equivalent to the Fokker-Planck
equations, which now include terms coming from complex vector fields. The Kraus re-
presentation of the dynamical map can be represented in an analogous manner. Further
analysis is performed for channels constructed from four popular generalizations of the
Pauli matrices: the Gell-Mann matrices, the Weyl operators, tensor products of the Pauli
matrices, and projectors on mutually unbiased bases.

[P10] Quantum channels irreducibly covariant with respect to the finite group generated
by the Weyl operators

K. Siudzinska and D. Chruscinski*

Journal of Mathematical Physics 59, 033508 (2018)

journal Impact Factor: 1.335

points on the Ministry list: 25 (50)

citation number: 21 (GS), 17 (WoS)

This article presents a construction method for linear maps that are covariant with re-
spect to a unitary representation of the finite group generated by the Weyl operators.
This group is a generalization of the quaternion group, which leads to the Pauli channels.
The resulting maps are known in the literature as Weyl or Weyl-covariant maps. Special
attention has been given to irreducible representations and the corresponding irreducibly
covariant quantum channels. Moreover, after introducing additional symmetry constra-
ints in prime dimensions, it is possible to obtain the generalized Pauli channels. Going
beyond quantum channels, the paper considers a class of irreducibly covariant positive
maps, which finds applications in detection of entangled states. Another application is
the analysis of non-Markovianity degrees for open quantum systems evolution provided
by irreducibly covariant time-local generators. We find new sufficient conditions for the
positive divisibility of dynamical maps. As an example of non-Markovian evolution, we
present a mixture of dynamical semigroups with an easily controlled number of negative
decoherence rates.

My contribution:
e construction and analysis of the properties for the group generated by Weyl operators
and its unitary representations, proofs of theorems, examples;
e research investigation;

e plotting the group’s character table;



24.

25.

26.

e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments.

[P11] Two definitions of the Gell-Mann channels — a comparative analysis
K. Siudzinska*

Reports on Mathematical Physics 81, 321-345 (2018)

journal Impact Factor: 0.989

points on the Ministry list: 20 (50)

citation number: 3 (GS), 2 (WoS)

The Pauli channels that describe qubit evolution are equivalently defined by their Kraus
representation and eigenvalue equations. Both the Kraus operators and eigenoperators
are the Pauli matrices. This property does not translate to higher dimensions. When con-
sidering qudit dynamics, the definitions are no longer equivalent. This paper presents a
comparative analysis of two non-equivalent definitions of the quantum channels in which
the Pauli matrices are replaced by the Gell-Mann matrices. It is interesting to note that
both definitions lead to the same channels not only for qubits but also for qutrits. For
higher dimensions, conditions for complete positivity of channels are presented, as well
as the conditions under which both channels produce identical dynamics. This analysis
is repeated for SU(N) algebra generators using structure constants. Analogical conside-
rations are also carried out for two generalizations of time-local generators of the Pauli
channels.

[P12] Regularized mazimal fidelity of the generalized Pauli channels
K. Siudzinska*

Physical Review A 99, 012340 (2019)

journal Impact Factor: 2.777

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 8 (GS), 4 (WoS)

In this work, I consider the asymptotic regularization of quantum channel fidelity, which
measures the output state deformations under infinitely many actions of the channel. For
the generalized Pauli channels, I derive analytical formulas for the minimal and maximal
channel fidelity on pure states, as well as for the maximal output infinity norm, which is
a measure of output purity. For a wide class of channels, it is proven that all these quan-
tities are weakly multiplicative, making it possible to find an asymptotic regularization of
their fidelity. An interesting conclusion is that the maximal output infinity norm and the
maximal fidelity of generalized Pauli channels given by local-time generators are always
weakly multiplicative.

[P13] Engineering fidelity of the generalized Pauli channels via legitimate memory kernels
K. Siudzinska and D. Chruscinski*

Physical Review A 100, 012303 (2019)

journal Impact Factor: 2.777

points on the Ministry list: 100 (200)

citation number: 10 (GS), 10 (WoS)

This article focuses on analyzing the fidelity of generalized Pauli channels given by master
equations with memory kernels. The channel fidelity measures deformations of the output
states relative to the input states. We compare the evolution of fidelity for a Markovian
semigroup (a system without memory) and the dynamical map resulting from a non-local
deformation of the memory kernel for the same semigroup. Interestingly, for a suitable
choice of parameters characterizing the memory kernel, a quantum evolution with non-
local noise can be temporarily described by a channel with higher fidelity than for the



evolution without noise. In other words, dynamical maps for evolution with memory lo-
cally produce less distorted output states. The additional noise also helps to prolong the
life of quantum entanglement, reduce the entropy of the system, and increase the cohe-
rence of quantum states. These results confirm previous observations that proper noise
engineering can prove beneficial for quantum information processing and transmission.

My contribution:
e derivation of formulas for the minimal and maximal fidelity of channels, analysis of
examples;
e research investigation;

e plotting the time-dependence of the analyzed measures for Markovian and non-
Markovian evolutions;

e preparation of the manuscript draft;

e response to referees’ comments.

I1.7. Information on presentations given at national or internatio-
nal scientific or arts conferences, including a list of lectures
delivered upon invitation and plenary lectures

Presentations:

1. 41st International Conference on Quantum Probability and Related Topics, Al Ain, Uni-
ted Arab Emirates, 28 March — 1 April 2021

Markovian semigroup from mixing non-invertible dynamical maps

2. Mathematical Physics, Dynamical Systems and Infinite-Dimensional Analysis, Moscow,
Russia, 30 June — 9 July 2021

Interpolating between positive and completely positive maps: a new hierarchy of entangled
states

Prior to obtaining the doctorate degree:

3. Quantum Roundabout, Nottingham, Great Britain, 6-8 July 2016
The non-Markovian evolution of the generalized Pauli channels

4. 49th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 17-18 June 2017
Quantum semi-Markov evolution for the generalized Pauli channels

5. CIYSCon, Torun, Poland, 28-30 June 2017
Semi-Markov evolution of the Generalized Pauli channel

6. 5lst Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 16-18 June 2019
On the geometry of one-mode Gaussian channels

Posters:

7. 54th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 8-11 June 2023
Enhancing qubit channel performance through stationary state manipulation

8. Quantum Information Days 2020(+1), Warsaw, Poland, 22-24 February 2021
Generalization of Pauli channels through mutually unbiased measurements

Prior to obtaining the doctorate degree:



9. 45th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 1-2 June 2013
Two-body problem in general relativity

10. 47th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 19-21 June 2015
Geometrical description of Lindblad equations with Gell-Mann matrices

11. 48th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 10-12 June 2016
Markovianity of the generalized Pauli channels

12. CIYSCon, Torun, Poland, 28-30 June 2017
A comparative analysis of two definitions of the Gell-Mann channels

13. 50th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 21-24 June 2018
Minimal and maximal fidelity of the generalized Pauli channels

14. 18th Workshop: Noncommutative Probability, Operator Algebras, Random Matrices and
Related Topics, with Applications, Bedlewo, Poland, 15-21 July 2018
Quantum maps covariant with respect to the group generated by the Weyl operators

Lectures delivered upon invitation in other research centers:

15. Seminar of the Institute of Theoretical Physics and Astrophysics, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, University of Gdansk, Gdansk, Poland, 29 January 2023
Non-Markovianity criteria for mixtures of qubit dynamical maps

16. Current Trends in Quantum Information, Sopot, Poland, 15 May 2020
Fvolution of open quantum systems governed by unitarily covariant quantum channels

Prior to obtaining the doctorate degree:

17. Seminar of the Department of Theoretical Quantum Optics, Technische Universitat Dres-
den, Dresden, Germany, 14 November 2018
Evolution of open quantum systems governed by unitarily covariant quantum channels

I1.8. Information on participation in organizational and scientific
committees at national or international conferences, including
the applicant’s function

Member of the organizational committee of the 54th Symposium on Mathematical Physics
(international conference).

I1.9. Information on participation in the works of research teams
realizing projects financed through national and international
competitions, including the projects which have been comple-
ted and projects in progress, and information on the function
performed in the team

As the Principal Investigator:

1. 2022 — now: project manager of Quantum maps with applications in quantum commumni-
cation and information processing (512 400 PLN), the National Science Centre (Poland)
research grant SONATA 17 No. 2021/43/D/ST2/00102, Faculty of Physics, Astronomy
and Informatics, Nicolaus Copernicus University in Torun, duration time: 36 months.



2. 2019 — 2020: project manager of Generalized Pauli channels in the evolution of open qu-
antum systems (33 800 PLN), the National Science Centre (Poland) research grant PRE-
LUDIUM 16 No. 2018/31/N/ST2/00250, Faculty of Physics, Astronomy and Informatics,
Nicolaus Copernicus University in Torun, duration time: 12 months.

Prior to obtaining the doctorate degree:

3. 2018 — 2019: project manager of Evolution of open quantum systems governed by unitarily
covariant quantum channels (109 352 PLN), the National Science Centre (Poland) rese-
arch grant ETIUDA 6 No. 2018/28/T/ST2/00008, Faculty of Physics, Astronomy and
Informatics, Nicolaus Copernicus University in Torun, duration time: 12 months.

As a co-investigator:

4. 2021 — 2022: participant in the project Quantum dynamical maps beyond Markovian
regime (2 836 400 PLN), the National Science Centre (Poland) research grant MAESTRO
10 No. 2018/30/A/ST2/00837, Faculty of Physics, Astronomy and Informatics, Nicolaus
Copernicus University in Torun, project investigator: Prof. Dariusz Chruscinski.

Prior to obtaining the doctorate degree:

5. 2016 — 2018: PhD student in the project Non-Markovian quantum dynamics (549 800

PLN), the National Science Centre (Poland) research grant OPUS 9 No. 2015/19/B/ST1/03095,
Faculty of Physics, Astronomy and Informatics, Nicolaus Copernicus University in Torun,
project investigator: Prof. Dariusz Chruscinski.

6. 2013 — 2014: MSc student in the project Precise optical control and metrology of quantum
systems (3 358 000 PLN), TEAM Programme, Foundation for Polish Science, cofoun-
ded by European Regional Development Fund, project No. TEAM/2010-6/3, Faculty of
Physics, Astronomy and Informatics, Nicolaus Copernicus University in Torun, project
investigator: Prof. Roman Ciuryto.

I1.11. Information on internships completed in scientific or artistic
institutions, also abroad, including the place, time and dura-
tion of the internship and its character

International scientific internship at the Technische Universitdt Dresden in Germany (Prof.
Walter T. Strunz’s research group), from 11.2018 to 04.2019 (6 months). The internship resulted
in a publication in Physical Review A and a continued scientific collaboration.

I1.13. Information on scientific or artistic works reviewed, in parti-
cular those published in international journals

All the publications listed in Sections 1.2 and I1.4 were peer-reviewed and appeared in interna-
tional journals.
Peer-reviewed scientific articles reviewed for international journals:

e Physical Review Letters,
e Physical Review X,
e Physical Review A,

e Journal on Mathematical Physics A: Mathematical and Theoretical,



e Quantum Science and Technology,

Open Systems and Information Dynamics,

Quantum Information Processing,

Advanced Quantum Technologies,

The European Physical Journal Plus.

I1.15. Information on participation in research teams realizing pro-
jects other than those defined in section 11.9

e Group of Prof. Walter T. Strunz, Technische Universitdat Dresden, Germany.

e Dr. Vinayak Jagadish, Department of Atomic Optics, Faculty of Mathematics, Physics
and Chemistry, Jagiellonian University, Cracow, Poland.

e Dr. Michat Studzinski, Institute of Theoretical Physics and Astrophysics, Faculty of Ma-
thematics, Physics and Informatics, University of Gdansk.

e Dr. Krzysztof Szczygielski, Institute of Theoretical Physics and Astrophysics, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, University of Gdansk.

e Group of Dr. Hab. fukasz Rudnicki, International Centre for Theory of Quantum Tech-

nologies, University of Gdansk.

I1.16. Information on membership in the teams assessing applica-
tions for financing of research projects, applications for scien-
tific awards, applications in other competitions of scientific or
didactic character

A committee member evaluating entries in the national contest Fizyczne i Astronomiczne Sty-
pendia w Toruniu (FAST) in the years 2021-2023 (editions XII-XIII).

IV. Scientometric data

e ResearcherID: P-1970-2016

e ORCID: 0000-0002-1816-7242

e Google Scholar: PZYQM2UAAAAJ

e Hirsch Index: 8 (Google Scholar), 7 (Web of Science)

e total citation number: 200 (Google Scholar), 151 (Web of Science)
e total citation number without auto-citations: 83 (Web of Science)
e total Impact Factor: 66.604

e total number of points on the Ministry list: 2215, including

e publications after the year 2018 (up to 200 pts.): 2050

e publications before the year 2018 (up to 50 pts.): 165



The full list of articles published by the habilitation candidate in scientific journals consists of
the articles listed in Section 1.2, which make up the habilitation achievement, and other articles
listed in Section II.4.

(applicant’s signature)
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