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Whniosek
z dnia 28.10.2021 r.

o przeprowadzenie postgpowania w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego

w dziedzinie nauk $cislych i przyrodniczych w dyscyplinie1 matematyka

Okreslenie osiagnigcia naukowego bedacego podstawa ubiegania sig o nadanie stopnia
doktora habilitowanego

M-estymatory z kara w wyborze modelu

Whnioskuje — na podstawie art. 221 ust. 10 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wyzszym 1 nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 zm.) — aby komisja habilitacyjna podejmowata
uchwate w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego w glosowaniu tajryvm/ jawnym*?

Zostalem poinformowany, Ze:

Administratorem w odniesieniu do danych osobowych pozyskanych w ramach postepowania w
sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego jest Przewodniczqcy Rady Doskonatosci
Nawkowej z siedzibq w Warszawie (pl. Defilad 1, XXIV pietro, 00-901 Warszawa).

Kontakt za posrednictwem e-mail. kancelaria@rdn. gov.pl, tel. 226566098 lub w siedzibie organu.

Dane osobowe bedq przetwarzane w oparciu o przestanke wskazang w art. 6 ust. 1 [it. ¢)
Rozporzqdzenia UE 2016/679 z dnia z dnia 27 kwietnia 2016 r. w zwiqzku z art. 220 - 221 oraz
art.232-240 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, w celu
przeprowadzenie postepowania o nadanie stopnia doktora habilitowanego oraz realizacfi praw i
obowiqzkow oraz Srodkow odwotawcezych przewidzianych w tym postepowanit.

Szezegélowa informacja na temat przetwarzania danych osobowych w postepowaniu dostepna jest
na stronie www.rdn.gov.pl/klauzula-informacyina-rodo. htm!

n .
U’(,M% ..........
(podpis wnioskodawcy)

! Klasyfikacja dziedzin i dyscyplin wg. rozporzadzenia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego z dnia 20 wrzeénia
2018 r. w sprawie dziedzin nauki 1 dyscyplin naukowych oraz dyscyplin w zakresie sztuki (Dz. U. z 2018 r. poz.
~1818).

? * Niepotrzebne skreglié.




Zataczniki: wersja elektroniczna wniosku oraz nastgpujace dokumenty (réwniez w wersji
elektronicznej)

1. Dane wnioskodawcy.
2. Kopia dokumentu potwierdzajacego posiadanie stopnia doktora.
3. Autoreferat.

4. Wykaz osiagnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowiacych znaczny wktad w rozwdj
okreslonej dyscypliny. ‘

5. Prace wchodzace w sktad osiagniecia naukowego.
6. Potwierdzenie otrzymania stypendium badawczego z grantu 2015/17/B/ST6/01878.
7. Potwierdzenie otrzymania stazu doktorskiego 2014/12/S/ST1/00344.

8. Zaproszenie od prof. Luoginga Li do odbycia wizyty naukowej na Uniwersytecie Hubei w
Wuhan (Chiny).

9. Powotanie na promotora pomocniczego w rozprawie mgr. P. Truszczynskiego.
10. Powotanie na promotora pomocniczego w rozprawie mgr. P. Krasuskiego.
11. Potwierdzenie otrzymania grantu N N201 391237,

12. Potwierdzenie otrzymania indywidualnej nagrody rektora UMK w 2020 r.

13. Oswiadczenia wspotautorow prac [Al, A2, A3, A4, A5].
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Wykaz osiagnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny

wklad w rozwdj okreslonej dyscypliny

[. INFORMACJA O OSIAGNIECIACH NAUKOWYCH ALBO ARTYSTYCZNYCH, O
KTORYCH MOWA W ART. 219 UST. 1. PKT 2 USTAWY
Jako osiggniecie naukowe wskazuje cykl powigzanych tematycznie artykulow naukowych

pod wspdlnym tytutem

M-estymatory z kara w wyborze modelu

Publikacje wchodzace w sklad osiggnigcia (wszystkie powstaty po doktoracie):

[A1] P. Pokarowski, W. Rejchel, A. Sottys, M. Frej, J. Mielniczuk (2021). ,,Improving
Lasso for model selection and prediction", Scandinavian Journal of Statistics, p. 1-33,
https://doi.org/10.1111/sj0s.12546

Impact Factor: 1.396, Punktacja MEiN (wcze$niej MNiSW, max=200pkt): 140

Sekcja 3, w szczegolnosci Twierdzenie 4 z dowodem, jest moim indywidualnym wktadem w
powstanie pracy. Ponadto wspolnie z P. Pokarowskim oraz M. Frejem udowodnitem
Twierdzenie 2. Moj wktad w redakcje pracy byt podobny do pozostatych autorow (nie
liczgc M. Freja).

[A2] W. Rejchel, M. Bogdan (2020). ,,Rank-based Lasso - efficient methods for high-
dimensional robust model selection", Journal of Machine Learning Research, vol. 21,

p. 1-47.

Impact Factor: 3.654, Punktacja (max=200pkt): 140

Koncepcja pracy, czes¢ teoretyczna i numeryczna zostaty przygotowane wspolnie. Moj
indywidualny wklad polegat na udowodnieniu wszystkich wynikow teoretycznych
(Twierdzenie 2, Wniosek 3, Twierdzenie 5, Twierdzenie 7, Twierdzenie 8, Lemat 9,
Twierdzenie 10, Twierdzenie 11 oraz pomocnicze wyniki w dodatku).

[A3] K. Furmanczyk, W. Rejchel (2020). ,,Prediction and variable selection in high-
dimensional misspecified binary classification", Entropy, 22, 543.
Impact Factor: 2.524, Punktacja (max=200pkt): 100



Koncepcja pracy, Sekcja 3 oraz Sekcja 6 zostaty opracowane wspolnie. Moj indywidualny
wktad to Sekcja 4 oraz Sekcja 5, w szczegolnosci sformutowanie i udowodnienie
Twierdzenia 3, Wniosku 2 oraz Wniosku 3.

[A4] K. Furmanczyk, W. Rejchel (2020). ,,High-dimensional linear model selection
motivated by multiple testing", Statistics, vol. 54, p. 152-166.

Impact Factor: 1.051, Punktacja (max=200pkt): 70

Wspolnie opracowalismy  koncepcje pracy, zaprojektowaliSmy algorytm oraz
przygotowalismy czes¢ praktyczng pracy (Sekcja 4). Odegratem wiodgcg role w
opracowaniu czesci teoretycznej (Sekcja 2 oraz Sekcja 3), w szczegolnosci w dowodzeniu
Twierdzenia 3.1.

[AS] B. Miasojedow, W. Rejchel (2018). ,,Sparse estimation in Ising model via penalized
Monte Carlo methods", Journal of Machine Learning Research, vol. 19, p. 1-26.

Impact Factor: 4.091, Punktacja (max=50pkt): 50

Wspolnie opracowalismy koncepcje pracy, zaprojektowalismy algorytm, zaplanowalismy
czeS¢ teoretyczng pracy (Sekcja 2 oraz Sekcja 3), a takze praktyczng pracy (Sekcja 4 oraz
Sekcja 5). Moim indywidualnym wktadem byto sformutowanie i udowodnienie gtownych
wynikow teoretycznych pracy (Twierdzenie 2 oraz Wniosek 3), jak rowniez rezultatow
pomocniczych w dodatku.

[A6] W. Rejchel (2017). ,,Model selection consistency of U-statistics with convex loss
and weighted Lasso penalty", Journal of Nonparametric Statistics, vol. 29, p. 768-791.
Impact Factor: 0.630, Punktacja (max=50pkt): 20

Jestem jedynym autorem pracy.

[A7] W. Rejchel (2017). ,,Oracle inequalities for ranking and U-processes with Lasso
penalty", Neurocomputing, vol. 239, p. 214-222.

Impact Factor: 3.241, Punktacja (max=50pkt): 30

Jestem jedynym autorem pracy.

[A8] W. Rejchel (2016). ,,Lasso with convex loss function: model selection consistency
and estimation", Communications in Statistics: Theory and Methods, vol. 45, p. 1989-
2004.

Impact Factor: 0.311, Punktacja (max=50pkt): 15

Jestem jedynym autorem pracy.

II. INFORMACJA O AKTYWNOSCINAUKOWEJ ALBO ARTYSTYCZNEJ

1. Wykaz opublikowanych artykutow w czasopismach naukowych (poza wymienionymi
w pkt I).

Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora



[B1] W. Niemiro, W. Rejchel (2009). ,,Rank correlation estimators and their limiting
distributions", Statistical Papers, vol. 50, p. 887-893
Impact Factor: 0.396, Punktacja (max=50pkt): 10

[B2] W. Rejchel (2009). "Ranking - convex risk minimization", Proceedings of World
Academy of Science, Engineering and Technology, vol. 56, p. 172-178

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora

[B3] B. Miasojedow, W. Niemiro, W. Rejchel (2021). ,,Asymptotics of maximum
likelihood estimators based on Markov chain Monte Carlo methods", Annales de
I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques, Vol. 57, p. 815-829

Impact Factor: 1.851, Punktacja (max=200pkt): 140

[B4] W. Rejchel (2018). ,,Generalization Bounds for Ranking Algorithms", rozdziat w
,Ensemble Classification Methods with Applications in R" (Eds. E. Alfaro, M.
Gamez, N. Garcia), Wiley, p. 135-140.

Punktacja (max=50pkt): 20

[B5] B. Miasojedow, W. Niemiro, J. Palczewski, W. Rejchel (2016). ,,Asymptotics of
Monte Carlo maximum likelihood estimators", Probability and Mathematical
Statistics, vol. 36, p. 295-310.

Impact Factor: 0.150, Punktacja (max=50pkt): 15

[B6] A. Doskocz, W. Rejchel (2016). ,,Evaluation of accuracy of digital map data via
multiple comparisons", Bulletin of the Polish Academy of Sciences: Technical
Sciences, vol. 64, p. 799-805.

Impact Factor: 1.156, Punktacja (max=50pkt): 20

[B7] B. Miasojedow, W. Niemiro, J. Palczewski, W. Rejchel (2016). ,,Adaptive
Monte Carlo Maximum Likelihood", rozdziat w Studies in Computational
Intelligence, Vol. 605: Challenges in Computational Statistics and Data Mining (Eds.
S. Matwin, J. Mielniczuk), Springer,

Punktacja (max=50pkt): 5

[B8] W. Rejchel (2015). ,,Fast rates for ranking with large families", Neurocomputing,
vol. 168, p. 1104-1110,
Impact Factor: 2.392, Punktacja (max=50pkt): 30

[B9] W. Rejchel, H. Li, C. Ren, L. Li (2015). ,,Comments and correction on ,,U-
processes and preference learning", Neural Computation, vol. 27, p. 1549-1553
Impact Factor: 1.626, Punktacja (max=50pkt): 25

[B10] W. Rejchel (2012). ,,On ranking and generalization bounds", Journal of
Machine Learning Research, vol. 13, p. 1373-1392
Impact Factor: 3.420, Punktacja (max=50pkt): 50



2.

[B11] A. Doskocz, W. Rejchel (2012). ,,Propozycja automatyzacji analizy doktadnosci
baz danych map wielkoskalowych", Zeszyty Naukowe Politechniki Rzeszowskiej,
seria Budownictwo i Inzynieria Srodowiska, vol. 59, p. 85-93,

Punktacja (max=50pkt): 4

Wystapienia na krajowych lub migdzynarodowych konferencjach naukowych lub
artystycznych

Wystapienia na konferencjach naukowych przed uzyskaniem stopnia doktora

Wystapienia zaproszone

[C1] ,,On rank regression, minimization of U-processes and some probabilistic
inequalities"- International Conference on Trends and Perspectives in Linear
Statistical Inference, LinStat2010, 27-31.07.2010 r., Tomar, Portugalia

[C2],,0 regresji rangowej 1 jej estymatorach" - IV Forum Matematykow Polskich,
01-03.07.2010 r., Olsztyn

Wystapienia zgtoszone
[C3] ,,Maszyny wektorow podpierajacych w regresji rangowej" - XXXVI Konferencja

»Statystyka Matematyczna", 06-10.12.2010, Wista

[C4] ,,Ranking - minimalizacja ryzyka wypuktego" - XXXV Konferencja Statystyka
Matematyczna, 07-11.12.2009 r., Wisla,

[C5] ,,Estymatory regresji rangowej 1 ich asymptotyka" - XXXVIII Ogolnopolska
Konferencja Zastosowan Matematyki, 08-15.09.2009, Zakopane

[C6] ,,Ranking - convex risk minimization" - International Conference on Machine
Learning and Data Analysis, 26-28.08.2009, Singapur

[C7] ,,Rank correlation estimators and their limiting distributions" - The international
conference on trends and perspectives in linear statistical inference, LinStat2008,
21-25.04.2008, Bedlewo

[C8] ,,Ograniczenie prawdopodobienstwa btgdu w boostingu" - XXXIII Konferencja
»Statystyka Matematyczna", 03-07.12.2007, Wista



Wystapienia na konferencjach naukowych po uzyskaniu stopnia doktora

Wystapienia zaproszone

[C9] ,.Efficient methods for high-dimensional robust variable selection" - 14th
International Conference on Computational and Financial Econometrics (CFE 2020),
19-21.12.2020, on-line

[C10] ,,Szybka i odporna selekcja cech w modelach regresyjnych" - Jubileuszowy
Zjazd Matematykow Polskich w stulecie PTM, 3-7.09.2019, Krakow

[C11] ,,High-dimensional model selection via generalized information criterion" -
Joint Meeting of UMI-SIMAI-PTM, 17-20.09.2018, Wroclaw

[C12] ,,Generalized information criterion in high-dimensional model selection" - The
23rd International Conference on Computational Statistics COMPSTAT 2018,
28-31.08.2018, Jassy, Rumunia

[C13] ,,Metody Monte Carlo w wysokowymiarowym modelu Isinga" - VIII Forum
Matematykow Polskich, 18-22.09.2017, Lublin

Wystapienia zgltoszone

[C14] ,,Szybka 1 odporna selekcja cech w modelach wysokowymiarowych" - XLIX
Ogolnopolska Konferencja Zastosowan Matematyki, 20-25.09.2021, Zakopane

[C15] ,,Fast and robust procedures in high-dimensional variable selection" - Bernoulli-
IMS One World Symposium 2020, 24-28.08.2020, on-line

[C16] ,,Variable selection in high-dimensional binary regression" - XLV Konferencja
»Statystyka Matematyczna", 02-06.12.2019, Bedlewo,

[C17] ,,Fast and robust model selection based on ranks" - [X International Workshop
on Perspectives on High-Dimensional Data Analysis (HDDA 1X), 24-27.06.2019,
Uppsala, Szwecja

[C18] ,Rank-based model selection" - XLIV Konferencja ,,Statystyka
Matematyczna", 02-07.12.2018, Bedlewo,

[C19] ,Improving Lasso for model selection and prediction" - Workshop "Model
selection, regularization and inference", 12 - 14.07.2018, Wieden, Austria

[C20] ,.Selekcja cech w oparciu o kryterium GIC z karg LASSO w modelach
wysokowymiarowych" - XLIII Konferencja ,,Statystyka Matematyczna",



04-08.12.2017, Bedlewo

[C21] ,,Penalized Monte Carlo methods in high-dimensional Ising model"
Mathematical Methods of Modern Statistics, 10-14.07.2017, Luminy, Francja,

[C22] ,,High-dimensional Ising model and Monte Carlo methods" - XLII Konferencja
"Statystyka Matematyczna", 27.11-02.12.2016, Bedlewo

[C23] ,,Asymptotic properties of U-processes with convex loss and weighted Lasso
penalty" - The 3rd Conference of the International Society for Non-Parametric
Statistics (ISNPS), 11-16.06.2016, Awinion, Francja

[C24] ,,Oracle inequalities for ranking with Lasso penalty" - The 8th International
Conference of the ERCIM WG on Computational and Methodological Statistics
(CMStatistics 2015), 12-14.12.2015, Londyn, Wielka Brytania

[C25] ,,Asymptotyczne wiasnosci U-proceséw z karg Lasso" - XLI Konferencja
»Statystyka Matematyczna", 06-12.12.2015, Bedlewo

[C26] ,,WlasnoSci estymatorow regresji porzadkowej z karg LASSO" - V spotkanie
Polskiej grupy badawczej systemow uczacych sig, 23-24.04 2015, Gliwice

[C27] ,,Regresja rangowa z kara LASSO oraz nieréwno$ci z wyrocznig" - XL
Konferencja ,,Statystyka Matematyczna", 30.11-05.12.2014, Bedlewo

[C28] ,,High-dimensional problems in ranking (ordinal regression) with Lasso" - The
21st International Conference on Computational Statistics COMPSTAT 2014,
19-22.08.2014, Genewa, Szwajcaria

[C29] ,,Estymatory regresji rangowej oparte na metodzie LASSO" - XXXIX
Konferencja ,,Statystyka Matematyczna", 02-06.12.2013, Wista

[C30] plakat ,,Lasso and adaptive Lasso with convex loss functions" - International
Workshop on Advances in Regularization, Optimization, Kernel Methods and Support
Vector Machines: theory and applications (ROKS 2013), 08-10.07.2013, Leuven,
Belgia

[C31] plakat ,,Use of nonparametric statistics for estimation of accuracy of digital map
data" - German-Polish Joint Conference on Probability and Mathematical Statistics,
06-09.06.2013, Torun

[C32] ,,Lasso and adaptive Lasso with convex loss functions" - German-Polish Joint
Conference on Probability and Mathematical Statistics, 06-09.06.2013, Torun

[C33] ,,Wybor modelu w oparciu o metod¢ LASSO z wypukla funkcjg straty" -
XXXVIII Konferencja ,,Statystyka Matematyczna", 03-07.12.2012, Wista,

[C34] ,Maximum likelihood estimation via Monte Carlo methods" - The 20th
International Conference on Computational Statistics COMPSTAT 2012, 27-
31.08.2012, Limassol, Cypr



[C35] ,,Oszacowanie ryzyka estymatorow regresji rangowe]" - XXXVII Konferencja
»Statystyka Matematyczna", 05-09.12.2011, Wista,

[C36] ,,0 regresji rangowej, jej estymatorach i ich wlasnosciach" - XL Konferencja
Zastosowan Matematyki, 30.08-06.09.2011, Zakopane

. Informacja o udziale w komitetach organizacyjnych 1 naukowych konferencji
krajowych lub migdzynarodowych, z podaniem petnionej funkcji.

- cztonek Komitetu Organizacyjnego XLIV Konferencji ,,Statystyka Matematyczna",
02-07.12.2018, Bedlewo

. Informacja o uczestnictwie w pracach zespotow badawczych realizujacych projekty
finansowane w drodze konkursow krajowych lub zagranicznych, z podzialem na
projekty zrealizowane i bedace w toku realizacji, oraz z uwzglednieniem informacji
o petlionej funkcji w ramach prac zespotow.

Projekty realizowane przed uzyskaniem stopnia doktora

a) gtowny wykonawca w grancie promotorskim MNiSW N N201 391237
"Statystyczne modele regresji rangowej" na realizacj¢ pracy doktorskiej 2009-2011,
kierownik: prof. dr hab. W. Niemiro

b) kierownik stypendium z projektu "Stypendia dla doktorantow 2008/2009 - ZPORR"

Projekty realizowane po uzyskaniu stopnia doktora

c) wykonawca w grancie OPUS z NCN, 2018/31/B/ST1/00253, ,Metody
obliczeniowe dla wysokowymiarowego uczenia statystycznego", 2019-2023 (w
realizacji), kierownik: dr. hab. B. Miasojedow

d) stanowisko podoktorskie w grancie OPUS z NCN, 2015/17/B/ST6/01878,
,»30Snet: oszczedne modelowanie 1 predykcja dla danych wysokiego wymiaru",
2016-2019, kierownik: dr hab. P. Pokarowski

e) kierownik w grancie FUGA z NCN, 2014/12/S/ST1/00344, ,,Regresja rangowa i
U-procesy z karg LASSO - selekcja cech, estymacja i nierd6wnosci z wyrocznig",
2014-2016

f) wykonawca w grancie OPUS z NCN, N N201 608740, ,,Asymptotic properties and
inequalities for MCMC estimators", 2011-2014, kierownik: prof. dr hab. W. Niemiro



5. Czlonkostwo w miedzynarodowych lub krajowych organizacjach i towarzystwach
naukowych wraz z informacja o petnionych funkcjach.

- cztonek Komisji Statystyki Komitetu Matematyki PAN - od 2020 r.

6. Informacja o odbytych stazach w instytucjach naukowych lub artystycznych, w tym
zagranicznych, z podaniem miejsca, terminu, czasu trwania stazu i jego charakteru.

a) stypendium badawcze postdoc (opisane w 11.4.d) zostalo mi przyznane w ramach
konkursu ogloszonego przez kierownika grantu z NCN dr. hab. P. Pokarowskiego.
Stypendium byto realizowane od 10.2017 do 09.2018 na Wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki UW. W jego wyniku powstata publikacja [A1],

b) staz podoktorski FUGA (opisany w I1.4.e) zostat mi przyznany przez NCN. Bylem
jego kierownikiem, a opiekunem naukowym byt prof. dr hab. W. Niemiro. Staz
odbylem na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW od 10.2014 do
09.2016. W jego wyniku powstaty trzy publikacje [AS, A6, AT7].

7. Informacja o recenzowanych pracach naukowych lub artystycznych, w szczegdlnosci
publikowanych w czasopismach migdzynarodowych.

a) recenzent artykutoéw naukowych dla nastepujacych czasopism mig¢dzynarodowych:
Applicationes Mathematicae, Artificial Intelligence in Medicine, Neural Computation,
Neurocomputing, Scandinavian Journal of Statistics, Statistics, Statistics in Transition

b) recenzent AMS Mathematical Reviews/MathSciNet

c) recenzent pracy nadestanej na 4th Conference of the International Society for
Nonparametric Statistics (ISNPS), 11-15.06.2018, Salerno, Wtochy

d) recenzent prac licencjackich i magisterskich na Wydziale Matematyki 1 Informatyki
UMK

8. Informacja o udziale w zespotach badawczych, realizujacych projekty inne niz
okreslone w pkt. 11.4

a) kierownik w grancie Wydziatu Matematyki i Informatyki UMK , Wtasnos$ci
estymatorow opartych na metodzie Lasso z wypukta funkcjg straty”, 2013

b) kierownik w grancie Wydzialu Matematyki i Informatyki UMK "Estymatory
najwiekszej wiarogodnosci a metody Monte Carlo", 2012



. Informacja o uczestnictwie w zespotach oceniajacych wnioski o finansowanie badan,
wnioski o przyznanie nagrod naukowych, wnioski w innych konkursach majacych
charakter naukowy lub dydaktyczny.

- czltonek Jury Konkursu PTM na najlepsza prace studencka z teorii
prawdopodobienstwa i zastosowan matematyki - 2020 r.

- cztonek komisji w konkursie na stypendium badawcze dla doktoranta w grancie
BEETHOVEN z NCN, 2018/31/G/ST1/02252, ,,Analiza wrazliwosci operatorow
nielokalnych z zastosowaniami do proceséw skokowych", kierownik: prof. K. Bogdan
- lipiec 2020 1.

III. INFORMACJE NAUKOMETRYCZNE

Researcher ID: D-4813-2014
ORCID: 0000-0003-1148-1439
Scopus author ID: 29867586300

. Informacja o punktacji Impact Factor

Sumaryczny Impact Factor (IF) wszystkich publikacji naukowych wedtug listy
Journal Citation Reports (JCR), zgodnie z rokiem opublikowania (w przypadku
publikacji z roku 2021 zastosowano IF z roku 2020) wynosi 27.889.

- przed uzyskaniem stopnia doktora 0.396

- po uzyskaniu stopnia doktora 27.493

. Informacja o liczbie cytowan publikacji wnioskodawcy, z oddzielnym
uwzglednieniem autocytowan.

- wg bazy Web of Science: 52 cytowania (bez autocytowan: 44)

- wg bazy Scopus: 67 cytowan (bez autocytowan: 52)

. Informacja o posiadanym indeksie Hirscha.
- wg bazy Web of Science: 3
- wg bazy Scopus: 3



.

4. Informacja o liczbie punktéw MEIN (wcze$niej MNiSW).

Sumaryczna liczba punktéw wg Listy wszystkich publikacji naukowych, zgodnie z
rokiem opublikowania wynosi 294 dla lat 2009-2018 oraz 590 dla lat 2019-2021:

- przed uzyskaniem stopnia doktora: 10 dla lat 2009-2018

- po uzyskaniu stopnia doktora: 284 dla lat 2009-2018 oraz 590 dla lat 2019-2021

(podpis wnioskodawcy)
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4 Omoéwienie osiggniecia, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2

Ustawy

Jako osiagniecie naukowe, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r.
Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, wskazuje cykl powiazanych tematycznie artykutéw naukowych

pod wspélnym tytutem

M-estymatory z karg w wyborze modelu

Publikacje wchodzace w sklad osiggniecia

[A1] P. Pokarowski, W. Rejchel, A. Soltys, M. Frej, J. Mielniczuk (2021). ,Improving Lasso for model
selection and prediction”, Scandinavian Journal of Statistics, p. 1-33, doi.org/10.1111/sjos.12546

[A2] W. Rejchel, M. Bogdan (2020). ,Rank-based Lasso - efficient methods for high-dimensional

robust model selection”, Journal of Machine Learning Research, vol. 21, p. 1-47.

[A3] K. Furmanczyk, W. Rejchel (2020). ,Prediction and Variable Selection in High-Dimensional
Misspecified Binary Classification”, Entropy, 22, 543.



[A4] K. Furmanczyk, W. Rejchel (2020). ,,High-dimensional linear model selection motivated by mul-
tiple testing”, Statistics, vol. 54, p. 152-166.

[A5] B. Miasojedow, W. Rejchel (2018). ,Sparse estimation in Ising Model via penalized Monte Carlo
methods”, Journal of Machine Learning Research, vol. 19, p. 1-26.

[A6] W. Rejchel (2017). ,Model selection consistency of U-statistics with convex loss and weighted
Lasso penalty”, Journal of Nonparametric Statistics, vol. 29, p. 768-791.

[A7] W. Rejchel (2017). ,,Oracle inequalities for ranking and U-processes with Lasso penalty”, Neu-
rocomputing, vol. 239, p. 214-222.

[A8] W. Rejchel (2016). ,Lasso with convex loss function: model selection consistency and estima-
tion”, Communications in Statistics: Theory and Methods, vol. 45, p. 1989-2004.

4.1 Wprowadzenie

Moje badania naukowe skupione sg na konstrukcji i badaniu metod potrafiacych analizowaé i inter-
pretowaé ztozone zbiory danych. Interesuje sie zaréwno danymi niskowymiarowymi, jak i wysoko-
wymiarowymi. Problem niskowymiarowy dotyczy sytuacji, gdy liczba parametréw (cech, zmiennych
objasniajacych) p moze by¢ znaczaca (powiedzmy kilkadziesiat), ale mniejsza niz rozmiar danych n.
Przypadek wysokowymiarowy oznacza, ze p jest poréwnywalne badz wieksze niz n. Zwlaszcza ta dru-
ga sytuacja jest aktualnie intensywnie badana w statystyce i uczeniu maszynowym, gdyz tego typu
dane sg powszechnie spotykane w genetyce, biologii, ekonomii czy naukach spotecznych. Na przyktad
badajac zwiazek miedzy genami a pewna zmienng odpowiedzi, czesto pracujemy ze zbiorami danych
zawierajacymi dziesigtki (albo setki) tysiecy genéw, podczas gdy rozmiar danych zwykle jest nie wiek-
szy niz tysiac.

W obu przypadkach (nisko i wysokowymiarowym) liczba cech moze byé duza, jednak wiemy (albo
wierzymy), ze badany model jest rzadki. Oznacza to, ze wigkszo$¢ cech stanowia cechy nieniosace
zadnej dodatkowej informacji o badanym zjawisku. Dlatego naszym celem jest znalezienie tego maltego
zbioru zawierajacego tylko cechy istotne. W ten sposdb otrzymamy prosty i tatwy do interpretacji
zwiazek miedzy cechami a zmienna odpowiedzi. Zagadnienie to nazywane jest “wyborem modelu”

i moze by¢ skutecznie rozwiazane, uzywajac M-estymatoréw z kara.

4.1.1 M-estymatory

Zatézmy, ze X € RP jest p-wymiarowym wektorem cech, a Y € R jest zmienna odpowiedzi. Zmienna Y
moze by¢ ciagta jak w regresji liniowej albo dyskretna jak w klasyfikacji. Moze by¢ réwniez mierzona
na skali porzadkowej jak w regresji porzadkowe;j.

Oznaczmy z = (y,x). Niech 0 € RP oraz ¢(0, z) bedzie nieujemna funkcja straty. Zakladamy, ze
¢ jest wypuktla wzgledem 6 dla ustalonego z oraz mierzalna wzgledem z dla ustalonego 6. Wypukla
funkcje

Q) =E¢(0,2) (4.1.1)

bedziemy nazywac¢ funkcja ryzyka. Checemy wyznaczy¢ element minimalizujacy @, ktory oznaczymy
przez 0%, to znaczy 0* = arg ;Ié]il{% Q(0). Zwykle nie potrafimy obliczy¢ 0, gdyz nie znamy rozktadu Z.
Jednakze dysponujac préobka 7i,...,Z,, skladajaca sie z niezaleznych kopii Z, mozemy rozwazyé
empiryczny odpowiednik funkcji @) dany jako

Q) = > 6(6. 7)), (41.2)



ktéry bedziemy nazywaé ryzykiem empirycznym. Nastegpnie parametr 6* bedziemy przyblizaé¢ elemen-
tem minimalizujgcym

arg min Q(0), (4.1.3)

ktory bedziemy nazywaé M-estymatorem. Podejécie to jest popularne w statystyce i tatwo mozemy
wskazaé¢ wiele przykladéw M-estymatoréw. Rozwazmy model liniowy Y = X7T0* + ¢, gdzie € jest
losowym bledem. Przy standardowych zalozeniach wektor (4.1.3) jest estymatorem najmniejszych
kwadratéw (ENK), gdy

o(0,y,x) = (y — HTa:)z. (4.1.4)

Natomiast dla

(4.1.3) staje sie estymatorem najmniejszych odchylen (z ang. least absolute deviations, LAD). Przy-
pusémy teraz, ze Y jest taka jak w regresji logistycznej, to znaczy Y € {0,1} oraz P(Y = 1| X =z) =
1/(1 + exp(—276*)). Wtedy biorac

¢(0,y, ) = —yx" 0 + log(1 + exp(z"9)), (4.1.6)

bedziemy minimalizowaé¢ funkcje przeciwng do logarytmu wiarogodnosci.
Ryzyko empiryczne (4.1.2) jest suma niezaleznych zmiennych losowych. W pracach [A2, A5, A6, A7]
bedziemy rozwazaé bardziej skomplikowane wyrazenia. Beda to U-statystyki badz aproksymacje Monte

Carlo logarytmu wiarogodnosci. Przypadki te zostang dokladnie opisane w dalszych sekcjach.

4.1.2 M-estymatory z karg

M-estymatory z kara definiujemy nastepujaco
i 2(0) + A\Pen( 4.1.
arg min Q) en(6), (4.1.7)

gdzie Q(0) jest okreslone w (4.1.2) i mierzy dopasowanie modelu. Funkcja Pen() jest kara za zlozonoéé
modelu, a A > 0 jest dodatkowym parametrem procedury.

Celem selekcji cech jest znalezienie zbioru
T={1<j<p:0;#0}, (4.1.8)

ktory zawiera tylko cechy istotne. Na przyklad w pracy [1] Akaike zaproponowal, aby wybieraé¢ model
minimalizujacy odlegtoé¢ Kullbacka-Leiblera od modelu prawdziwego (4.1.8). Procedura ta sprowadza
sie do (4.1.7) z A = 2 oraz Pen(0) = 7;:1 I(6; # 0), gdzie I(-) jest indykatorem. Zatem zlozonosé
modelu mierzona jest liczba niezerowych wspélczynnikow, czesto okreslang norma w g i oznaczana |0|o.
Uzywajac podejscia bayesowskiego, podobny algorytm z A = logn zostal zaproponowany w [29]. Inne
przyklady byly wprowadzone w [21] lub [11]. Naturalnie procedury te sa obliczeniowo zlozone i moga
by¢ efektywnie wyznaczone jedynie w przypadkach, gdy p jest nie wigeksze niz kilkadziesiat.
Estymatory regresji grzbietowej (ERG) zostaly wprowadzone w [16]. W tym przypadku w (4.1.7)
kara jest kwadratem ly-normy, i.e. Pen(f) = |#|3. Celem byta poprawa wlasnoéci standardowego M-
estymatora (4.1.3) w przypadku, gdy cechy sa wspétiniowe badz p jest wzglednie duze. Dodanie tej
kary sprawia, ze estymator staje sie obciazony, ale jednoczesnie zmniejszamy jego wariancje. Jesli A
jest rozsadnie wybrana, to blad ERG w estymacji i predykeji jest mniejszy niz estymatora (4.1.3). Na-
turalnie ERG nie potrafi wybieraé¢ cech (zerowaé wspélezynnikéw estymatora). Estymatory “Bridge”
z Pen(6) = (0], dla 0 < ¢ < 2, przedstawione w [12], w naturalny sposéb lacza kare w Iy (uzywana
do selekcji cech) z kara w Iy (uzywana do poprawy predykeji). M-estymator z kara w [; nazywamy



“LASSO” (z ang. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) [35]. W tym przypadku estymator
jest dany jako
0 = arg ‘]9[161111@ Q(0) + \|0];. (4.1.9)

Literatura dotyczaca M-estymatoréw z karg zostata w ostatnich latach zdominowana przez analize
estymator6w LASSO i ich modyfikacji. Powodem jest fakt, ze jedynie dla ¢ = 1 kara Pen(f) = |0,
jest jednocze$nie wypukla i nierézniczkowalna w zerze. Ta druga wlasno$¢ implikuje, ze rozwiazania
(4.1.9) sa rzadkie, jesli \ jest wystarczajaco duze. Oznacza to, ze LASSO moze by¢ uzyte do selekcji
cech. Co wiecej, niezerowe wspotczynniki sg estymowane, co automatycznie umozliwia predykcje. Z
drugiej strony wypuklo$¢ funkcji straty ¢ i kary jest kluczowa z teoretycznego, jak i praktycznego
punktu widzenia. Po pierwsze kazde minimum funkcji wypuklej jest jej globalnym minimum, wiec
unikamy probleméw z minimami lokalnymi. Po drugie wlasnoéé ta pozwolita skonstruowaé algorytmy
efektywnie wyznaczajace (4.1.9) nawet wtedy, gdy p jest duze [8, 13].

Literatura dotyczgca badania wlasno$ci LASSO w estymacji, predykcji oraz selekcji cech jest boga-
ta [42, 44, 36, 4, 40, 5, 17, 33], zwlaszcza w kontekscie modeli parametrycznych. Wyniki te potwierdzaja
dobrg jako$é procedur LASSO w estymacji oraz predykcji, jednak wskazuja one znaczace niedostatki
w selekcji cech. Mianowicie model wybierany przez LASSO jest zwykle zbyt duzy, a zgodna selekcja
wymaga dodatkowego warunku (z ang. the irrepresentable condition) [24, 42]. Oznaczmy go “IRR”.
Co wazne warunek ten jest restrykcyjny (bez wzgledu na to czy rozwazany model jest nisko- czy wy-
sokowymiarowy, zob. Sekcja 4.2). W pracach [40, 5, 17| zasugerowano, ze LASSO nie powinno by¢
nazywane operatorem selekcji, ale “operatorem przesicwajacym” (z ang. screening operator) albo se-
peratorem. Przesiewanie polega na znaczacej redukcji wymiaru problemu bez utraty cech istotnych.
Natomiast separacja dotyczy zdolnosci procedur LASSO polegajacej na tym, ze wspétczynniki LASSO
odpowiadace cecho istotnym sa wieksze (w wartosciach bezwzglednych) niz wspétezynniki od cech nie-
istotnych. Obydwie wlasnosci opieraja sie na estymacyjnej zgodnosci procedur LASSO, ktéra mozna
wykazaé przy znacznie slabszych zalozeniach anizeli warunek IRR [37].

Aktualnie niekwestionowany jest fakt, ze LASSO powinno by¢ traktowane jako pierwszy krok
bardziej ztozonego algorytmu. Zaproponowano wiele procedur statystycznych, ktére mialy poprawic
LASSO. To znaczy mialy one byé¢ zgodne w selekcji przy stabszych zalozeniach niz IRR. Gtéwnymi
ulepszeniami sa: progowe LASSO (z ang. thresholded LASSO) [43], adaptacyjne LASSO [44] lub algo-
rytmy z niewypuklymi karami [41, 10]. W przypadku tych ostatnich procedury przestaja byé wypukte,
co sprawia, ze ich analiza oraz implementacja sa trudne. Progowe LASSO (TL) poprawia LASSO, od-
rzucajac cechy odpowiadajace matym, w wartosci bezwzglednej, wsp6tezynnikom LASSO. Natomiast
adaptacyjne LASSO dziala nastepujgco: najpierw wstepny estymator jest wyznaczony, na przyktad
LASSO. Nastepnie rozwazamy wazong wersje LASSO, w ktérej wagi konstruowane sg na podstawie
estymatora z poprzedniego kroku. Jednakze procedury z [44, 43, 41, 10] nie moga by¢ w praktyce stoso-
wane bezposrednio, gdyz do bycia zgodnymi w selekcji wymagaja one uzycia nieznanych parametrow.
Na przyktad nie wiadomo jak wybra¢ prog w algorytmie TL, zob. Sekcja 4.3.1. W praktyce problemy
te prébuje sie rozwiazaé, uzywajac metody walidacji krzyzowej albo kryteriéw informacyjnych (po-
dobnych do procedur z [1, 29]). Inne podejscie jest oparte na metodzie “knockoffs” z [2]. Naturalnie

uzycie wspomnianych rozwiazan zwieksza ztozonosé obliczeniowa algorytmu.

4.1.3 Osiaggniecia

Zajmuje sie badaniem M -estymatoréw z kara w modelach nisko- oraz wysokowymiarowych. Moga, one
by¢ regularne jak uogdlnione modele liniowe (GLM). Jednakze nieraz rozwazam modele trudniejsze
i bardzicj nieregularne, na przyklad model (4.4.1) podany ponizej. Czgsto pracuj¢ z kara LASSO,



jednakze interesuje sie réwniez procedurami z kara w ly. Moje osiagniecia zawarte sa w pracach [Al-
A8] i moga by¢ streszczone nastepujaco:

1. W pracach [A1, A4, A5] badane sa wysokowymiarowe modele parametryczne (GLM oraz mo-
del Isinga). Wraz ze wspétautorami proponujemy M-estymatory z kara, ktére w tych przypadkach
sa selekcyjnie zgodne. Zaletami procedur z [Al] 1 [A4] sa konstruktywno$é (przynajmniej w wysoko-
wymiarowym modelu liniowym z suggaussowskim bledem), efektywnosé obliczeniowa oraz selekcyjna
zgodnos$é¢ przy stabych zalozeniach. Méwimy, ze algorytm jest konstruktywny, o ile jego selekcyjna
zgodnosé nie wymaga znajomosci nieznanych parametrow. Zaproponowane przez nas procedury opar-
te sa jedynie na znanych wartosciach takich, jak m,p itp. Natomiast W pracy [A5] proponujemy
algorytm uzywajacy metod Monte Carlo do aproksymacji trudnej do wyznaczenia staltej normujacej
w modelu Isinga. Zaproponowane podejscie jest lepsze (w teorii i praktyce) niz jego konkurenci.

2. W pracach [A2, A3, A7] oraz [Al, Section 3] badamy wysokowymiarowe modele semiparamet-
ryczne. Czesto zdarza sie, ze “duze” zbiory danych zawieraja liczne “nieregularnosci” i nie spetniaja
zalozen modeli parametrycznych badZ warunki te sa trudne do zweryfikowania. W [A1, A2] opracowu-
jemy nowe procedury, ktére potrafig pracowaé z nieregularnymi zbiorami danych. Badamy réwniez ich
statystyczne wlasnosci. Natomiast w pracach [A3, A7] analizujemy znane i skuteczne procedury, kto-
rych teoretycznym wlasnosciom nie przyjrzano sie wystarczajaco doktadnie. Nasze wyniki pomagaja
lepiej zrozumieé przyczyny dobrej skutecznosci tych procedur, jak réwniez ich ograniczenia.

3. Badamy réwniez wlasnos$ci M-estymatoréw z karg w przypadku niskowymiarowym. Analiza ta
zawarta jest w [A6, A8] oraz Dodatku z [A2]. Aktualnie zagadnienie to nie jest tak intensywnie badane,
jak sytuacja wysokowymiarowa. Jednakze, moim zdaniem, przypadek ten jest wazny, gdyz nie kazdy
zbiér danych, z ktérym pracujemy, jest wysokowymiarowy. Jest wiele ciekawych probleméw, w ktorych
liczba parametréw jest znacznie mniejsza niz rozmiar prébki. Oczywiscie mozna stwierdzié, ze kazdy
rezultat dla danych wysokiego wymiaru moze by¢ zredukowany do przypadku niskowymiarowego.
Jednakze, jak pokazemy po6zniej, taka redukcja czesto prowadzi do nieoptymalnych wynikdw.

4. Teoretyczne rezultaty z prac [A1-A8| sa dopelnione analiza numeryczna, w ktérej badamy se-
lekcyjne i predykcyjne wlasnosci procedur. Jedli algorytmy sa niekonstruktywne, to podajemy metody

wyboru ich nieznanych parametrow.

4.2 Definicje i oznaczenia

Notacja uzyta w oSmiu wspomnianych artykutach nie jest spdjna. W tej czedci zostanie ona ujedno-
licona. Mam nadzieje, ze nie bedzie to prowadzilo do nieporozumien, gdy poszczegdlne wyniki beda
poréwnywane z ich pierwotnymi wersjami z [A1-A8].

W modelu wysokowymiarowym p moze byé¢ znacznie wieksze niz n. Dlatego zaklada sie, ze p = p,.
Zatem powinnidmy réwniez pisa¢ X,, Qn, An, O, itd., co chyba bardziej przeszkadza niz pomaga. Wobec
tego bedziemy pomijaé ten dolny index.

Niech X = (X1,...,X,) = (X1,...,X,)" bedzie n x p macierza eksperymentu, a J bedzie
dowolnym podzbiorem modelu pelnego F' = {1,2,...,p}, J¢ = F \ J. Na J mozna patrze¢ jak na ciag
zero-jedynkowy na F, stad |J| = |J|; oznacza licznosé J. Niech 6; bedzie podwektorem wektora 6,
ktorego elementy sa wyznaczone przez wspotczynniki z J. Podobnie X ; jest podmacierza macierzy X
z kolumnami wyznaczonymi przez wspotczynniki z J. Niech G; = X J(X?;X J)_1X§ bedzie rzutem
ortogonalnym na podprzestrzen wyznaczona przez kolumny z X ;.

Nastepnie dla § € RP i ¢ > 1 niech |0]; = ( ?:1 10,]9)'/ bedzie ¢,-normg. Ponadto 0. =
minjer [07] jest najmniejszym (wedlug wartosci bezwzglednej) niezerowym wspélezynnikiem wekto-

ra 6*. Nosnik wektora 6 oznaczamy jako supp(f) = {1 < j <p:6; #0}.



Dla £ > 1 oraz g > 1 definiujemy stozek
C(§) =10 € R” : [Ore|1 <&[Or|1} (4.2.1)

Niech H = EX;X{. Wspétczynnik odwrotnoéci (z ang. cone invertibility factor (CIF)) dany jest jako

Y9 HO)| o
F (&)= inf 1227l 4.2.2
0=tk 101, (422)
gdziet = |T|iT jest zdefiniowane w (4.1.8). W przypadku deterministycznych wektoréw cech przyjmic-
my H = XX /n. CIF zostat wprowadzony w [40] i jest podobny do ograniczonej wartoéci wlasne;j [4]

czy wspdlczynnika zgodnosci [36]
N toT HO
= 1 —_—
00c(e) 077

K(8)

Krétko méwiac, wartosci te okreslaja jak bardzo prawdziwy model T rézni sie od pozostatych. Mozna

(4.2.3)

réwniez patrzeé na te wartodci jak na miary wspétzaleznosci cech, poniewaz wspotczynniki te sa uogél-
nieniem najmniejszej wartosci wiasnej macierzy X! X /n, ktora jest zerem w przypadku, gdy p > n.
W [A1] oraz [A5] liczniki w (4.2.2) sa nieznacznie zmienione, zob. [A1, wzor (13)] oraz [A5, wzoér (11)],
odpowiednio. Ponadto w [A1, A4] uzywamy wiekszych (wiec lepszych) wartosci (z ang. sign-restricted
pseudo-cone invertibility factors (SCIF)), ktére maja zmienione stozki (4.2.1), zob. [A1, wzér (12)].
Co wiecej, w [Al] rozwazany stozek zalezy od a zamiast £, gdzie a = (£ —1)/(£ + 1).

We Wprowadzeniu wspomnieliSmy o warunku IRR, ktory teraz przytoczymy. Wyglada on naste-
pujaco

|Hre 7 Hytsign(0%) |0 < 1, (4.2.4)

gdzie Hy = (Hjj)jer oraz Hyer = (Hjk)j¢rrer- Dokladne poréwnania pomiedzy (4.2.2), (4.2.3)
i (4.2.4) mozna znalezé w [37, 40, 5]. Tutaj podamy jedynie prosty przyklad, w ktérym (4.2.4) nie
zachodzi. Niech §* = (1, 1,0) oraz b bedzie odpowiednio duze, powiedzmy b* > 1/4. Zalézmy, ze

T
Il
St O =

0 b
1 b
b 1

Wtedy (4.2.4) jest nie prawdziwe. Zauwazmy, ze H jest dodatnio okrelona, gdy b? < 1/2.
Powiemy, ze zmienna losowa ¢ ma rozktad subgaussowski ze wspélczynnikiem o > 0, o ile dla
dowolnego u € R
Eexp(ue) < exp(a?u?/2). (4.2.5)

Wektor X1 € RP jest subgaussowski ze wspoélczynnikiem o, o ile dla kazdego v € R? mamy nier6wnosé
Eexp(u? X1) < exp(c?ulu/2).

Na koniec dla dwoch liczb rzeczywistych a, b oznaczmy a V b = max(a, b) oraz a A b = min(a, b).
4.3 Wysokowymiarowe modele parametryczne
Niniejsza czes$é odnosi sie do prac [A1, A4] oraz [A5]. Proponujemy w nich M-estymatory z kara, ktére
sg selekcyjnie zgodne w rozwazanych modelach parametrycznych.
4.3.1 Uogodlnione modele liniowe

W tej czesci zaktadamy, ze wektory cech sa deterministyczne, wiec losowe sg tylko zmienne odpowiedzi.
Ponadto rozwazane dane spelniaja zatozenia GLM, to znaczy

EY; = ny(xiTH*), i=1,...,n, (4.3.1)



gdzie V+ jest pochodna znanej funkcji v. GLM zostaly wprowadzone w [23]. W (4.3.1) uzywamy
matych liter w odniesieniu do wektoréw cech, aby podkresli¢, ze sa one nielosowe. Rozwazana tutaj

funkcja straty moze by¢ przedstawiona nastepujaco
o0,y ) = y(z70) — yzT 0 + const, (4.3.2)

gdzie const jest wyrazeniem, ktore nie zalezy od 6 i moze by¢ pominiete w dalszej analizie. Dwa
gléwne przyktady GLM to: model liniowy z funkcja straty (4.1.4) oraz model logistyczny z funkcja
straty (4.1.6). Dodatkowo zakladamy, ze scentrowane zmienne odpowiedzi ¢; = Y; — EY; maja rozklad
subgaussowski z tym samym wspolczynnikiem o, zob. (4.2.5).

Pierwszym wynikiem w [A1] jest selekcyjna zgodno$é progowego LASSO (TL) w wysokowymiaro-
wych GLM. Niech 7 > 0 bedzie danym progiem. Wtedy estymatorem zbioru T, zwréconym przez TL,
jest Trp ={1<j<p: |éj| > 7}, gdzie 0 jest estymatorem LASSO z (4.1.9). Zauwazmy, ze w [Al]
kolumny macierzy X sa znormalizowane |z j|» = 1. Chcac ujednolici¢ notacje z innymi publikacjami,

zatozymy, ze |z jlo = /n.

Twierdzenie 1 (A1, Twierdzenie 1) Przypusémy, ze dla liczb a1, a2 € (0,1) mamy

1
2a;2a5102% <A< (14 a) 2F2(a1)r? < (14 a1) 2F2 (a1)(05,)2 /4. (4.3.3)

min
Wtedy

(1-— ag)a%n)\2>
202 )

P(Trp #T) < 2exp ( -

W przypadku wysokowymiarowych modeli liniowych analogiczny wynik zostal otrzymany w Twier-

dzeniu 8 z [40] przy zalozeniach, ktére wydaja si¢ minimalne dla selekcyjnej zgodnosci. Zatem Twier-
dzenie 1 uogdélnia [40, Twierdzenie 8] do wysokowymiarowych GLM.

Twierdzenie 1 pozwala konstruktywnie wybrac¢ A, na przyktad mozna wzia¢ lewa strone nieréwno-

éci (4.3.3). Jednakze drugi parametr procedury jest zwarty w przedziale 7 € [(1+a1)AF (ay),0%../2),

ktérego obydwa konce sa nieznane, gdyz Fio(a1) oraz 6, sa nieznane. Wobec tego nie wiemy, jak
wybraé 7, co sprawia, ze algorytm TL jest niekonstruktywny. Podobne wyniki dla algorytméw z niewy-
puklymi karami mozna znalezé w [10, Wniosek 3 i Wniosek 5]. Natomiast rezultaty dla adaptacyjnego
LASSO zostaly podane w [5, Wniosek 7.7]. Niestety wyb6r parametréw tych procedur réwniez wy-
maga znajomosci nieznanych parametréw. W [A1] oraz [A4] proponujemy nowe metody, ktére sa

konstruktywne.

Algorytm SS (Screening - Selection)

Ta dwukrokowa procedura zostala przedstawiona w [A1]. W pierwszym kroku (przesiewanie) nalezy
wyznaczy¢ estymator LASSO 6 z parametrem \ oraz uporzadkowaé nierosnaco jego niezerowe wspol-
czynniki (w odniesieniu do wartosci bezwzglednych) |§j1| > ... > |«§js|7 gdzie s = |supp(f)|. Uzywajac
tego porzadku, konstruujemy rodzine zagniezdzona J = {{ g1}, g1, gets - ,supp(é)} . W drugim kro-
ku (selekcja) wybieramy model minimalizujacy uogélnione kryterium informacyjne (z ang. Generalized

Information Criterion, GIC) z parametrem \?/2 w rodzinie 7, mianowicie
Tss = in < Qs+ /2|7
59 argglélg{QJ+ /271},

gdzie Qj = Q_(é J) oraz 6; = arg ming , Q(0) jest M-estymatorem wyznaczonym tylko dla {z ;, j € J}.
Zatem na algorytm SS mozna patrze¢ jak na algorytm TL z adaptacyjnym, opartym na GIC, wyborem
progu.

Algorytm SS jest uproszczeniem i uogdlnieniem algorytmu Screening—Ordering—Selection (SOS)

z [26], ktéry zostal zaproponowany w kontek$cie normalnych modeli liniowych. My pokazujemy, ze



drugi krok (z ang. ordering) w algorytmie SOS moze byé wykonany, korzystajac z separowalnosci
LASSO zamiast uzywania t-statystyk. Jest to obserwacja kluczowa, poniewaz pozwala tatwo dostoso-
waé ten nowy algorytm do modeli innych niz liniowe normalne. Naturalnie nowy algorytm jest réwniez
obliczeniowo szybszy.

Zanim wykazemy selekcyjng zgodnos¢ algorytmu SS, potrzebujemy kilku dodatkowych oznaczen.
Zdefiniujmy

O = i I —Gj) X053
k JCTflll;I\lj|:k|( G ) Xr0rl3,

dla k = 1,...,t — 1. Przypomnijmy, ze t = |T| oraz G; = XJ(X?;XJ)_lX?;. Przeskalowana odle-
glos¢ Kullbacka-Leiblera (K-L) miedzy T' a jego podmodelami zostala wprowadzona w [30, 31] jako
0 = minj<g<s—1 0k /k. Rozne warianty odleglosci K-L byly uzywane w analizie zgodnosci algorytméw
selekcyjnych [26, Sekcja 3.1], ale wydaje sig, ze 6 prowadzi do optymalnych wynikéw [31, Twierdze-
nie 1]. Ponadto zdefiniujmy kule B = Uy 57 (x,)=js<i {07+ 1X5(05 — 0.)[5 < 0i-1}, gdzie (X )
jest rzedem macierzy Xy oraz t <t < nAp. Zatem B sklada sie z wektoréw rzadkich. Ponadto zatézmy,

ze Q(-) jest $cisle wypukla w 0%, co oznacza ze istnieje ¢ € (0, 1] takie, ze dla wszystkich § € B mamy

Q0) > Q(6") + (6 — 6")TVQ(6") + g(e* —OTXTX/n(0" - 0). (4.3.4)
Co wigcej, dla danego 1/2 < a; < 1 definiujemy as =1 — (1 —log(l —a1))(1 —ay), a3 =2 —1/a; oraz
as = \/aias.

Twierdzenie 2 (A1, Twierdzenie 2) Niech ;,i = 1,...,n bedq subgaussowskie z o oraz Q bedzie

Scisle wypukta w 0* jak w (4.3.4). Zaldzmy, zZe dla ay € (1/2,1) mamy

202 log p y ot )2 coi—1 cd FZ (a4) (Oin)*

min

S < = A VAN
asasaien (1 —aq)?en 6n(t—t) n(l+/2(1—ay))? 4(1 4 ay4)?

Wiedy

az(1 — al)cn)\2>
202 '

P(Tss # T) < 4.5exp ( —

Zalézmy, ze t = o(log p). Twierdzenie 2 stanowi, ze A moze by¢ wybrana jako

A =/202logp/n(1+ o(1)) (4.3.5)

dla subgaussowskich modeli liniowych oraz

A =/logp/(2¢cn)(1+ o(1)) (4.3.6)

dla modeli logistycznych. Rozwazmy subgaussowski model liniowy i przypuéémy, ze o2 jest znane,
co jest powszechnym zalozeniem w literaturze badajacej wlasnosci procedur selekcyjnych [40, 5, 10].
Wtedy Twierdzenie 2 pozwala wybraé A konstruktywnie jak w (4.3.5). Niestety algorytm SS przestaje
by¢ kostruktywny, gdy opuszczamy subgaussowskie modele liniowe, co widaé¢ w (4.3.6). Pomimo tego
zalozenia algorytmu SS sa i tak stabsze niz jego konkurentéw, zob. [Al, Uwaga 2].

Zgodnoéé selekcyjna w Twierdzeniu 2 jest wykazana dla GLM. Wynik ten mozna poprawié, jesli
rozwazymy tylko subgaussowskie modele liniowe. W [Al, Twierdzenie 3] pokazujemy, ze w takiej
sytuacji A moze by¢ wybrana jak w (4.3.5) bez dodatkowego zalozenia t = o(log p).

W klasycznym (niskowymiarowym) przypadku selekcyjna zgodnosé jest wykazana dla bayesow-
skiego kryterium informacyjnego [29], ktére jest podobne do drugiego kroku algorytmu SS, ale A2
zachowuje sie jak logn/n. Zatem w [Al] uzasadniamy uzytecznosé kryteriéw informacyjnych réwniez
w przypadku wysokowymiarowym. Wazna roznica jest fakt, ze w sytuacji wysokowymiarowej parametr

A2 powinien by¢ proporcjonalny do log p/n, a nie do logn/n.



Nasza analiza teoretyczna algorytmu SS ogranicza si¢ do przypadku, gdy uzywamy LASSO tylko
z jednym parametrem \. Jednakze praktyczne implementacje LASSO potrafia efektywnie wyznaczaé
wartosci estymatoréw nawet dla siatki parametréw, jak w pakiecie “glmnet” [13]. Zatem zaproponowa-
liSmy réwniez “siatkowa” modyfikacje algorytmu SS, ktéra nazwaliSmy “SSnet”. W pierwszym kroku
wyznaczamy LASSO dla siatki parametréw A. Nastepnie koncowy model jest wybierany, uzywajac
GIC, podobnie jak w algorytmie SS. Symulacje przedstawione w [A1] sugeruja, ze predykcyjnie opty-
malny parametr A dla normalnych modeli liniowych wynosi 1/2.502logp/n, co jest bliskie wartosci
w (4.3.5). Dla modelu logistycznego warto$é ta wynosi /2logp/n.

Algorytm LassoSD

Najbardziej czasochtonnym krokiem w algorytmie SS jest LASSO. Jednakze krok selekcyjny row-
niez moze by¢ ztozony obliczeniowo, gdyz musimy wyznaczy¢ M-estymator dla kazdego elementu ro-
dziny J. W [A4] zaproponowali$my procedure, ktéra wymaga policzenia tylko jednego M-estymatora
w kroku selekcyjnym. Nazwalismy ja “LassoSD”, gdyz taczy ona LASSO ze zstepujgcym wielokrotnym
testowaniem hipotez (z ang. Step-Down multiple testing). LassoSD jest selekcyjnie zgodne i konstruk-
tywne w wysokowymiarowym subgaussowskim modelu liniowym, podobnie jak algorytm SS.

W algorytmie LassoSD rozpoczynamy od wyznaczenia LASSO z parametrem A i wybrania tyl-
ko tych wspdlczynnikow LASSO, ktére sa wieksze niz znany prog J. Zalézmy, ze zbiér zawieraja-
cy te wspOlezynniki oznaczymy jako S oraz s = |S|. Nastepnie wyznaczamy ENK ograniczony do
{z;: j € S} oraz odpowiednie t-statystyki {¢; : j € S}. Pézniej sortujemy te statystyki nierosnaco
wzgledem ich kwadratéw, to znaczy t[21] > t[22] > ... > t[QS], w szczegolnosei [ty)| = max (|t1], ..., [ts]) -
Niech 1 > ... > ~5 > 0 bedzie ustalonym ciaggiem progéw. Estymator T7,ss05p prawdziwego zbioru
T jest konstruowany nastepujaco: jesli t[21] < 73, to TLassoSD jest zbiorem pustym. W przeciwnym
przypadku szukamy najwickszego r spelniajacego

oraz Trassosp sklada si¢ z 1 cech, ktore odpowiadaja uporzadkowanym statystykom ¢y, €12}, - - -, )
Zatem na LassoSD mozna patrzeé jak na algorytm TL z adaptacyjnym wyborem progu. Ten wybor
motywowany jest metodami wielokrotnego testowania.

W [A4] proponujemy, aby progi 71 > ... > 7, wybiera¢ na dwa sposoby, mianowicie dla a > 0
oraz j = 1,..., s rozwazamy

a) procedurg z réwnymi progami

v = \lﬂog (i) —2loga, (4.3.7)

b) procedure z malejacymi progami

ptl—y
21 —21 . 4.3.
J og( +1—j> og (4.3.8)

Dowodzimy, ze LassoSD z tymi progami jest selekcyjnie zgodne.

Twierdzenie 3 (A4, Twierdzenie 3.1) Ustalmy a € (0,1),b > 0, > 1 oraz a > }—1? . Rozwazmy
algorytm LassoSD z parametrem X\ spelniajacym
1 21 1), Fy

va(§—1) no T T2+ (6 1)bFoo(€) ’
0 = b\ oraz progami (4.3.7) bgdZ (4.3.8). Przypusémy, ze
(Ormin)” K
IIllIl > 1 '
T 6log(p™ /K1),
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gdzie K = t(l-l—ﬁ},—(é)) < nmooraz m = 0 K . JC%BIL?TCI . rjneeg}( m;(T U J) dla m;(J) =

(XTX,)"Y,5,7 € J. Wtedy P(Trass0sp # T) moze byé oszacowane z géry przez

—a)(€ = 1)%2)\2n t
pesp (- )mu{_m) (=) ]

Zalézmy jak poprzednio, ze o2 jest znane. Wtedy Twierdzenie 3 pokazuje, jak kontruktywnie wybraé

parametry w LassoSD. Mianowicie mozemy wzigé A2 = 202 log p/n(1+0(1)) z lewej strony nieréwnosci
(4.3.9). Ponadto wybierzmy § = bA dla dowolnego b > 0 oraz o > 1/p. Wybor b jest dowolny,
a jego konsekwencje sa pokazane w Twierdzeniu 3: zwigkszajac b, zmniejszamy K, ktére jest géornym
ograniczeniem |S|. Jednakze réwniez zmniejszamy mianownik prawej strony nieréwnosci (4.3.9), co
sprawia, ze warunek ten staje sie bardziej restrykcyjny.

Réznice miedzy LassoSD a SS dotycza kroku selekcyjnego obu algorytméw. SS jest oparty na GIC,
wiec pracuje grupowo, to znaczy mamy wyznaczy¢ M-estymatory dla kazdego elementu zagniezdzonej
rodziny J, a rodzina ta zawiera wzglednie niewiele podzbiorow zbioru {1,...,p}. LassoSD oparte jest
na wielokrotnym testowaniu i pracuje bardziej indywidualnie. Mianowicie porownujemy t-statystyki
z odpowiednimi progami. Naturalnie podejscie grupowe powinno mie¢ lepsze wlasnosci statystyczne,
a podejscie indywidualne powinno by¢ obliczeniowo szybsze. W pracy [A4] zaobserwowaliSmy, ze za-
lozenia LassoSD dajace zgodnosé selekcyjna sa mocniejsze niz zalozenia algorytmu SOS z [26]. Zatem
sa one réwniez bardziej restrykcyjne niz zalozenia SS. W czesci eksperymentalnej pracy [A4] zauwa-
zyliémy takze, ze LassoSD bylo stabsze w selekcji cech oraz predykeji. Jednakze przewaga (w teorii
i praktyce) procedur opartych na GIC byla relatywnie mata. Ponadto nie zaobserwowalismy, aby krok
selekcyjny w LassoSD byt obliczeniowo szybszy. Jest to zwiazane z faktem, ze pracowaliémy z nor-
malnymi modelami liniowymi. W tym przypadku krok selekcyjny algorytmu SOS (SS, odpowiednio)
wymaga tylko dwéch (jednego, odpowiednio) rozkladu QR macierzy cech ograniczonej do nosnika
LASSO, zob. [26, page 967]. Ten zabieg nie moze by¢ uzyty w bardziej zlozonych modelach, na przy-
ktad regresji logistycznej czy modelu liniowym z bledami o rozktadach z ciezkimi ogonami. Zatem krok

selekcyjny w LassoSD bytby obliczeniowo szybszy w tych przypadkach.

4.3.2 Model Isinga

Problemem, na ktérym skupimy sie w tej czesci, jest poszukiwanie zwigzkéw miedzy zmiennymi
losowymi. Zagadnienie to jest odgrywa wazng role, na przyklad, w biologii, genetyce czy fizyce.
W tym celu czesto uzywa sie pol losowych Markowa (PLM), czyli graféw nieskierowanych (V, E),
gdzie V.= {1,...,p} jest zbiorem wierzcholkéw, a E C V x V jest zbiorem krawedzi. Rozwazmy wek-
tor losowy Y = (Y(1),...,Y(p)), w ktérym zmienna losowa Y (s) jest stowarzyszona z wierzchotkiem
s € V. Warunkowa niczaleznosé pomigdzy wspdlrzednymi (lub podzbiorami) wektora Y jest opisy-
wana przez strukture tego grafu. Zatem w tym przypadku wybdér modelu odnosi sie do poszukiwania
istniejgcych krawedzi w grafie, a wysoki wymiar dotyczy sytuacji, w ktérej liczba wierzcholtkéw moze
by¢ poréwnywalna (badz wigksza) z rozmiarem prébki. Natomiast rzadkosé oznacza, ze wiemy (lub
wierzymy), ze liczba istniejacych krawedzi jest relatywnie mata, gdy poréwnamy ja z liczba wszystkich

p—(p; Y 1ub rozmiarem prébki n.

mozliwych krawedzi
W pracy [A5] rozwazamy dyskretne PLM, a dokladniej pracujemy w sytuacji, gdy Y(s) € {—1,1}.
Jednym z najbardziej popularnych modeli matematycznych uzywanych w tym zagadnieniu jest model

Isinga [18]. Laczny rozklad wektora Y w tym przypadku dany jest wzorem

eXp (Z 0ry(r) ) (4.3.10)

r<s

p(ylo*) =
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gdzie suma w (4.3.10) odnosi si¢ do wszystkich par indekséw (r,s) € {1,...,p}? takich, ze r < s.
Wektor §* € RPP—1/2 jest prawdziwym parametrem, a C(6*) = Dyei—1,1p €xXP (3, 0rsy(r)y(s))
jest stala normujaca. Kluczowa wlasnoscig modelu Isinga jest nastepujacy fakt: wierzchotki r oraz s
nie sa potaczone krawedzia (to znaczy 6, = 0), o ile zmienne Y (r) oraz Y (s) sa warunkowo niezalezne
przy ustalonych wartosciach we wszystkich pozostatych wierzchotkach. Zatem odgadniecie struktury
grafu jest réwnowazne estymacji parametru 6*. Jednakze model Isinga ma réwniez istotna wade,
mianowicie stala normujaca jest suma skladajaca sie z 2P elementéw, co sprawia, ze jest ona trudna
do wyznaczenia nawet wtedy, gdy p jest wzglednie male.

W [A5] rozwazamy wysokowymiarowy model Isinga, wiec, oprécz trudnej stalej normujacej, mamy
jeszcze dodatkowy problem. Mianowicie liczba wierzchotkéw moze by¢ wieksza niz rozmiar danych.
Proponujemy, aby te dwie trudnoéci przezwyciezyé, uzywajac metod Monte Carlo opartych na tancu-
chach Markowa (z ang. Markov chain Monte Carlo, MCMC) potaczonych z M-estymatorami z kara.
Niech Y7, ..., Y, beda niezaleznymi wektorami z (4.3.10), a Y1, ... Y™ bedzie nowym zbiorem danych,
ktory jest tancuchem Markowa z rozkladem stacjonarnym o gestosci h. W szczegélnodci ten nowy zbiér
danych zawiera zmienne zalezne. Nasze podejscie polega na penalizowanej minimalizacji aproksymacji

ujemnej wiarodnosci w oparciu o metody MCMC, to znaczy bedziemy minimalizowaé

1 1 ™ exp [HTJ(Y"“)}
—=N 0T J(v;) +1 — _— A1, 4.3.11
n; (Y;) + og(m;::l YR + A0 ( )
gdzie J(y) = (y(r)y(s)), <, oraz |0|1 = 3. |0rs| jest [1-norma wektora 6. Zauwazmy, ze (4.3.11) jest
funkcja wypukla. Oznaczmy element ja minimalizujacy przez 0.

Zanim sformulujemy gléwny wynik z [A5], potrzebujemy kilku dodatkowych oznaczen: niech p =
p(p— 1)/2, jak poprzednio T to prawdziwy zbiér, ktory tutaj oznacza T = {(r,s) : 0%, # 0}. Ponadto
0

jedynie &. Co wiecej, Y1,... Y™ jest laficuchem Markowa na {—1,1}?, ktéry jest generowany przez

= ming. z)er 0| oraz t = |T|. Dla § > 1 przez K1(§), K2(§), ... oznaczamy liczby, ktére zaleza

*
min

probnik Gibbsa. Jego gestosé poczatkowa jest oznaczona jako ¢, podczas gdy rozkiad stacjonarny to h.

11—k

Wypiszmy teraz wazne wielkosci charakteryzujace ten tancuch g1 = \/ > ye (—1,1} %, B2 = 15

M = max,c(_11y» %, gdzie 1 — k jest luka spektralng. Krétko mowigc, te trzy wartosci
mozna postrzegaé¢ nastepujaco: [B1 — jak blisko jest gestosé¢ poczatkowa gestoéci stacjonarnej, B —
wmieszanie” tancucha, M — jak blisko jest gesto$¢ h gestosci prawdziwej (4.3.10).

Rozwazmy progowe LASSO, to znaczy 0, ktore minimalizuje (4.3.11), z progiem 7 > 0. Niech
T = {(r,s) : |0ys| > 7}. W kolejnym wyniku udowadniamy zgodna selekcje zaproponowanego esty-
matora. Jest to polaczenie [A5, Twiedzenie 2] z [A5, Wniosek 3]. W wersji przedstawionej ponizej

rezultat ten moze by¢ latwo poréwnany ze zgodna selekcja estymatora TL w GLM (Twierdzenie 1).

K, (8) t? log(p/e) K(8) > M? log(pp /)

Twierdzenie 4 Niech e > 0,& > 1. Zalozmy, zZen > FZ(e) , m = FZ (65 oraz
15(€) ma [loa(p/e) /n, M? 1o (961 /<) /(mP)] < N < Ka(€)F2(€)r* < Ka(€) F2,(6) (1) /4
(4.3.12)

Wtedy mamy P(T # T) < 4e.

Twierdzenie 4 wskazuje warunki wystarczajace zgodnej selekcji naszego estymatora. Dokladne
omoéwienie tych warunkéw oraz ich poréwnanie z innymi algorytmami znajduje sie w [A5, strony 8-
10]. Krétko méwiac, procedura rozpoznaje prawdziwy model, jesli rozmiary danych poczatkowych
i préby MCMC sa wystarczajaco duze, model jest rzadki, niezerowe wspdlczynniki w 8* odpowiednio
duze, a CIF nie jest zbyt bliski zeru. Oczywista zaletg naszego algorytmu jest fakt, ze podejscie oparte
na MCMC pozwala przyblizaé¢ stata normujaca z dowolna precyzja. Bledy aproksymacyjne innych
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metod zalezg od nieznanej struktury grafu i nie moga by¢ tatwo poprawione. W naszym podejsciu,
aby poprawié¢ aproksymacje, wystarczy zwiekszy¢ licznosé préby MCMC. Naturalng wada naszego
algorytmu jest koniecznosé¢ wykonania dodatkowych symulacji. Sprawia to, ze nasza procedura jest
obliczeniowo bardziej ztozona, ale jednoczesnie pozwala to lepiej znajdowaé¢ prawdziwy model.

Poréwnajmy teraz Twierdzenie 4 z Twierdzeniem 1, w ktérym wykazaliSmy zgodna selekcje pro-
gowego LASSO w GLM. Warunki dotyczace A oraz 7, podane w (4.3.3) oraz (4.3.12), sa podobne.
Oczywiscie w Twierdzeniu 4 liczba estymowanych parametréw to p = p(p — 1)/2, a takze musimy
wzig¢ pod uwage dodatkowa prébe MCMC.

Poréwnujac GLM z podejsciem MCMC w modelu Isinga, mozemy zauwazy¢ istotng réznice, ktéra
sprawia, ze analiza tego drugiego przypadku jest znacznie trudniejsza. Mianowicie w GLM ryzyko
empiryczne mozna roztozy¢ na dwa skladniki: pierwszy z nich jest liniowy i losowy, a drugi nieliniowy
i deterministyczny, zob. (4.3.2) lub [A1, wzor (10)]. W tej sekcji mamy podobny rozklad, ale skladnik
nieliniowy réwniez jest losowy, por. drugie wyrazenie w (4.3.11). Dlatego musieliSmy zmodyfikowaé
CIF, a takze pokonaé kilka dodatkowych trudnosci, na przyklad fakt, ze CIF stat sie losowy czy
rozwazy¢ zdarzenie Qo w [A5, Lemat 6]. Konsekwencja jest pojawienie sie¢ dwdch dodatkowych zalozen
dotyczacych n oraz m w Twierdzeniu 4.

Naturalnie wybor progu 7 podany w Twierdzeniu 4 nie jest kostruktywny. W implementacji naszego
algorytmu w [A5, Sekcja 4] pokonaliémy ten problem w sposéb analogiczny jak w [Al], to znaczy

wybralismy prég adaptacyjnie w oparciu o GIC.

4.4 Wysokowymiarowe modele semiparametryczne

W Sekcji 4.3 rozwazamy modele parametryczne. Sg one dosy¢ “regularne”, na przykiad w GLM zaklada
si¢ znajomos$é¢ funkcji odpowiedzi Vv oraz uzywa sie jej w procesie estymacji. Ponadto wymaga sie,
aby bledy e byly subgaussowskie, czyli “ogony” ich rozkladéw maja sie zbliza¢ do zera w tempie
wykltadniczym. Jednakze czesto zdarza sig, ze badany zbiér danych nie spetnia tych zalozen badz sa
one trudne do sprawdzenia.
Dlatego teraz bedziemy bada¢ wlasnosci M-estymatoréow z kara, ktore pracuja w mniej regularnych
sytuacjach, mianowicie
Y; =g(XI6% &), i=1,...,n, (4.4.1)

gdzie g jest nieznang funkcja odpowiedzi, €; jest btedem losowym, a X; € RP jest wektorem cech, ktory
jest losowy w tej sekcji. Zatem zakladamy, ze cechy wplywaja na zmienna odpowiedzi poprzez funkcje
g iloczynu skalarnego Xf 0*. Jednakze nie zakladamy nic o postaci funkcji g (poza monotonicznoscia
wzgledem pierwszej zmiennej) ani o rozkladzie bledu e;. W szczegélnoséci nie wymagamy istnienia
momentéw ;. Model (4.4.1) jest zwykle nazywany modelem z jednym indeksem (z ang. single index
model, SIM).

W pracach [A2, A3] zakladamy, 7ze EX; = 0, H = EX; X{ jest dodatnio okreslona oraz H,; = 1
dlaj=1,...,p.

4.4.1 Estymatory oparte na rangach

Istnieje wiele procedur potrafiacych pracowa¢ w modelu (4.4.1). Metody te gléwnie opieraja sie na
odpornych funkcjach straty, na przyklad funkcji (4.1.5), i beda obiektem naszych badan w kolejnych
sekcjach. Jednakze ich uzycie w analizie duzych zbioréw danych jest czesto ograniczone przez ich zto-
zonos¢ obliczeniowg bad7z potrzebe opracowania specjalnych algorytméw optymalizacyjnych. W pracy
[A2] chcieliSmy zaproponowaé procedure, ktéra bedzie obliczeniowo szybka i odporna w selekeji cech

(wzgledem rozkladéw bledéw oraz nieznanej funkeji g). Nasze podejscie jest bardzo proste i opiera sie
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na zamianie wartosci zmiennych odpowiedzi Y; na ich scentrowane rangi. Rangi R; definiujemy jako

R =37 1(Y; <Y;),i=1,...,n, gdzie I(-) jest indykatorem. Rozwazana funkcja straty
#(0,Y1,...,Y, X;) = (Ri/n — 0.5 — X[ 6)* (4.4.2)

jest troche bardziej skomplikowana niz zwykle uzywana ¢ (6, y;, z;) w (4.1.2) oraz (4.1.9). Zatem w na-
szym podejsciu nie uzywamy prawdopodobnie zaburzonych zmiennych Y;, lecz opieramy sie jedynie na
porzadku miedzy nimi. Procedura, nazwana “RankLasso”, nie wymaga specjalnie dedykowanych algo-
rytméw i moze byé wykonana, uzywajac efektywnych implementacji LASSO w ,R” [28], na przyklad
pakiety ,lars” [8] czy ,glmnet” [13].

Pierwszym problemem, ktéry omawiamy w [A2], jest wskazanie zwiazku miedzy nos$nikiem 6*
(czyli zbiorem T') a noénikiem 6y = arg mingcgr E Q(6), ktory jest parametrem estymowanym przez
RankLasso. Funkcja Q(-) jest jak w (4.1.2) ze strata (4.4.2).

Twierdzenie 5 (A2, Twierdzenie 1) Zakladamy, Ze rozklad X jest absolutnie ciggly oraz X jest
niezalezne od 1. Przypu$émy ponadto, ze dla kaZdego 6 € RP istnieje dg € R takie, Ze

E(6T X187 X1) = dofT X (4.4.3)

Ponadto niech dystrybuanta F' zmiennej odpowiedzi Y1 bedzie rosngca oraz g w (4.4.1) bedzie rosngca

wzgledem pierwszego argumentu. Wtedy istnieje dodatnia wartos$é vg« taka, ze 0y = ~p=0*.

Twierdzenie 5 stanowi, ze {j : 07 # 0} = {j : (6p); # 0}, wigc RankLasso moze by¢ pomocne
w znalezieniu zbioru T Jednakze, jak juz wspomnieliémy wczeéniej, selekcyjna zgodnosé tej procedury
wymaga restrykcyjnego warunku IRR. Zatem w [A2] badamy progowa i wazona wersje RankLasso,
a takze uzasadniamy ich zgodno$é w selekcji cech przy stabych zalozeniach. Sg one bardzo podobne
do warunkéw dla “standardowego” progowego czy wazonego LASSO podanych w Twierdzeniu 1 czy
[40, 5, 17]. Oznaczmy te modyfikacje jako “RankTL” i “RankW”, odpowiednio.

Kolejny wynik jest potaczeniem [A2, Twierdzenie 2| z [A2, Twierdzenie 5]. Ten drugi rezultat
w pracy [A2] jest podany w uproszczonej wersji. Tutaj przedstawiamy go w ogdlnej formie, co pozwoli

poréwnaé go z Twierdzeniem 1.

Twierdzenie 6 Niech a € (0,1) oraz & > 1 bedg ustalone. Przypusémy, ze zalozenia Twierdzenia 5

sq spetnione, wektor (X1)r jest subgaussowski z 0q, a zmienne (X1); sq subgaussowskie z oj dla j ¢ T

K 2 4 21
1t (}«“:gf()g) 08/ ora

oraz ¢ = max(og,0j,j ¢ T'). Ponadto przypusémy, ze n >

K»(§ +1)%0" log(p/a)

(E+DFLEO _ €+ D2EL(©)0F™)?
(& —1)2kn

<AL <
A 16£2 6462

(4.4.4)

gdzie K1, Ko sq stalymi, k jest namniejszq wartoscig wlasng macierzy Hy = (Hjy) o takze

- J,keT >
05" = minjer |(0o);] . Wtedy istnieje stala K3 taka, ze P(Trankrr # T) < Ksa. Jesli X1 ma rozklad

normalny N (0, H), to mozemy opuscié¢ Kk oraz o w powyzszych wyrazeniach.

Twierdzenie 6 podaje warunki wystarczajace zgodnej selekcji estymatora RankTL. Przypomnijmy,
ze nie nakladamy zadnych restrykcji na rozklady bledéw, a takze funkcja g jest nieznana. Poréwnaj-
my Twierdzenie 6 z Twierdzeniem 1, ktoére pracuje przy mocniejszych zatozeniach wymaganych w
GLM. Zalozenia (4.4.3) oraz fakt, ze g jest rosnaca, ktérych potrzebujemy w Twierdzeniu 5, nie sa
wymagane w Twierdzeniu 1. W Twierdzeniu 6 dodatkowo zakladamy, ze wektory cech sa subgaus-
sowskie oraz rozmiar danych jest odpowiednio duzy. W Twierdzeniu 1 nie wymagamy tych dwdch
warunkow, gdyz pracujemy w nim z cechami deterministycznymi. Moim zdaniem kluczowa réznica

min

jest wystepowanie 65" w (4.4.4), gdy w analogicznym warunku (4.3.3) mamy 6

*

in- PTZypomnijmy, ze
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Oy = 9«0 oraz 7y« jest zwykle znaczaco mniejsze niz jeden. Zatem (4.4.4) staje si¢ bardzicj restryk-
cyjne niz (4.3.3). Mozna na to spojrze¢ jak na cene, ktéra musimy zaplaci¢ za prace w znaczniej mniej
regularnym przypadku niz GLM. Krétko méwiac, réznica ta polega na koniecznosci uzycia wiekszego
rozmiaru proby przy pracy z procedurami opartymi na rangach. Obserwacja ta jest powszechna wéroéd
estymatoréw w modelu (4.4.1). Na przyklad podobne restrykcje pojawiaja sie w przypadku estymatora
LAD z LASSO.

W [A2] rozwazamy takze druga modyfikacje RankLasso, czyli wazone RankLasso. W tym przy-

padku minimalizujemy

p
Q) + Ao > wjl;], (4.4.5)
j=1

gdzie A\, > 0 oraz wagi sa wybrane nastepujaco: dla dowolnej liczby K > 0 oraz estymatora RankLas-
so 6 polézmy wj = |§j|_1 dla |§]| < \g i wj = K w przeciwnym przypadku.
Kolejny wynik jest polaczeniem [A2, Twierdzenie 2] z [A2, Twierdzenie 7]. Prezentujemy go w ogél-

niejszej wersji niz w [A2], podobnie jak to mialo miejsce w przypadku Twierdzenia 6.

Twierdzenie 7 Niech a € (0,1),§ > 1 bedg ustalone oraz A\, := %’K < Foo(§). Przy-
pusémy, ze zalozenia Twierdzenia 5 sq spelnione, wektor (Xi)r jest subgaussowski z og, zmienne

(X1); sq¢ subgaussowskie z o; dla j ¢ T, a takie 0 = max(og,05,7 ¢ T). Ponadto zaloimy, Ze
Ki1t?0*(1+€)* log(p/a)
E2

oo

n = oraz

K»(§ +1)%0" log(p/a)
(€ —1)%kn

<N < K(€) min | (05™)2F2 (), 52 /12]

gdzie K1, Ky sq stalymi, K3(§) jest liczbg zalezgcq tylko od £, K jest najmniejszq wartoscig wlasng
min

macierzy Hy = (ij)j per 0raz 05" = minjer |(00);] . Wtedy z prawdopodobieristwem przynajmnie;

1 — Kya istnieje element 0% minimalizujacy funkcje (4.4.5) taki, Ze é%c =0 oraz

05— @o)rls < T2 (146

gdzie Ky jest stalg, a K5(&) zalezy tylko od &.

Twierdzenie 7 potwierdza fakt, ze wazone RankLasso jest lepsze niz RanklLasso. Istotnie wazone
RankLasso nie potrzebuje warunku IRR, aby znalez¢ prawdziwy model. Ponadto uzywajac [A2, Twier-
dzenie 2|, otrzymujemy oszacowanie bledu w estymacji w /;-normie dla RankLasso, ktére jest podobne
do (4.4.6). Jednakze oszacowanie to bedzie zalezalo od F(§), ktore odnosi si¢ do calej macierzy cech H.
Natomiast x z (4.4.6) dotyczy tylko podmacierzy Hp. Nasz model jest rzadki, wiec nalezy oczekiwad,
ze K jest (znacznie) mniejsze niz Fy(§).

Zauwazmy, ze wazone RankLasso jest procedura niekonstruktywna, gdyz jego wagi zaleza od nie-
znanych parametréw. W czesci eksperymentalnej w [A2] wskazalismy wybér wag, ktéry jest konstruk-
tywny i dziata w sposéb satysfakcjonujacy. Ponadto wykazaliSmy wyzszo$¢ modyfikacji RankLasso nad
jego wersja pierwotng w sytuacji, gdy cechy sa zalezne. Nasze badania numeryczne pokazuja takze,
ze RankLasso dziala znaczaco lepiej niz LADLasso, ktére jest popularna metoda w odpornej selekcji
cech [3, 9].

Dowody wtasnosci RankLasso sg trudniejsze niz standardowego LASSO, gdyz tutaj ryzyko em-
piryczne () nie jest suma niezaleznych zmiennych losowych. Problem ten pokonaliémy, uzywajac
teorii U-statystyk. W szczegdlnosci w [A2, Lemat 14] udowodniliémy nieréwnos$¢ wyktadnicza dla U-
statystyk. Wynik ten jest interesujacy sam w sobie i moze byé wykorzystany w innych problemach.
Co wazne w [A2, Lemat 14] nie wymagamy, aby jadra U-statystyk byly ograniczone (w odréznieniu
od [7, Twierdzenie 4.1.13]).
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4.4.2 Algorytm Screening-Selection poza GLM

W Sekeji 4.3 badalismy selekcyjna zgodnosé algorytmu SS w GLM. W [A1, Sekcja 3] pokazujemy, ze
procedura ta jest elastyczna i moze byé¢ skutecznie uzywana réwniez poza GLM. Na przyklad w mo-
delu liniowym z bledami niekoniecznie subgaussowskimi albo w binarnej klasyfikacji z niekoniecznie
logistyczna funkcja straty.

Wypuktosé funkcji straty ¢ wciaz jest gléwnym zalozeniem, ale, podobnie jak w Sekcji 4.3, po-
trzebujemy réwniez Scislej wypukiosci funkcji ryzyka Q(60) w 6*. Wlasnoéé ta jest zdefiniowana jak
w (4.3.4), ale Q(-) jest zastapione przez Q(-). Co wiecej, bedziemy réwniez wymagaé $cistej wypuklosci

z la-kulag B podmieniona przez l;-kule Bi(r) = {0 : 10 — 0*|1 < r} zr =06

in- Oznaczmy odpowied-
nie wspotezynniki ¢ z (4.3.4) jako ¢y oraz ci, odpowiednio. Zauwazmy, ze rézniczkowalnosé i Scista
wypuklogé odnosi si¢ do ryzyka Q(#) = EQ(), a nie ryzyka empirycznego Q(0). Zatem wlasnodci te
moga zachodzi¢ nawet wtedy, gdy funkcja straty ¢ jest nierézniczkowalna, na przyklad dla wartosci
bezwzglednej badz kwadratowej perceptronowej, zob. [Al, Uwaga 6].

W naszych rozwazaniach wazna role odgrywaja dwa procesy empiryczne:

Z(r) = sup |Q(0) —Q(0) - [Q(6") — Q(67)]| (4.4.7)
9631(7‘)
oraz
Us(r)= sup [Q(0) —Q(0) — [Q(0) — Q(67)]], (4.4.8)
0€By 5(r)

gdzie Ba j(r) = {0 : | X (0" —0,)3 < r?} jest kula o promieniu 7 > 0, a J jest (rzadkim) podzbiorem
{1,...,p} takim, ze T" C J,r(Xy) = |J| < t. Zamiast nieréwnosci wykladniczych dla wektoréw

subgaussowskich z [A1l, Lemat 2], potrzebujemy wykladniczych oszacowan dla proceséw (4.4.7) oraz

*
min

P <Z(T) > Kle\/log(Qp)/n> < exp <—K2 log(2p) 22) . (4.4.9)

T

(4.4.8) nastepujacej postaci: istnieje L > 0 oraz stale Kq, Ko > 0 takie, ze dla kazdego 0 < r < 0

oraz z > 1 mamy

Drugie oszacowanie jest podobne: istnieje L > 0 oraz stale K3, K4 > 0 takie, ze dla kazdego 0 < r <
V/0i—1 (04—1 jest zdefiniowane w (4.3.1)), z > 1 oraz J takiego, ze T C J,7(X ;) = |J| < { mamy

Us(r) ) 2
P|——=> KsL J < —Ky|J|z%). 4.4.10
(F2 > Kala/ll/n) < exp(-KilJ|22) (14.10)
Teraz napiszmy gléwny wynik z [A1, Sekcja 3].

Twierdzenie 8 (A1, Twierdzenie 4) Ustalmy a1, a2 € (0,1) oraz niech K; bedq stalymi. Zalézmy,
Ze Q(-) jest $cisle wypukla w sensie omdwionym powyzej oraz (4.4.9), (4.4.10) zachodzq. Ponadto

przypusémy, ze

logp logp t ) L? 9 . [ c20 c20t-1 222 2
K — <M <KK — 1— 0F . t|.
1max< a% ey ages) n S S A2 MmN 7‘L(1 T \/%)27 n(t _t)v( al) Cl”‘al( mm) /
(4.4.11)

Wtedy
2
P (Tgs #+ T) < Kzexp [— K4LT;>\ min (a%, aQCQ)] .

W Twierdzeniu 8 szacujemy wykladniczo btad selekcyjny algorytmu SS. Rozszerzamy zatem Twier-
dzenie 2 do szerokiej klasy wypuktych funkcji straty. W szczegdélnosci funkcje te nie musza by¢ réz-
niczkowalne jak w regresji kwantylowej czy maszynach wektoréw podpierajacych. Warto zauwazy¢, ze
Twierdzenie 8 zastosowane do GLM daje nieznacznie stabsze rezultaty niz Twierdzenie 2, ktore jest
poswiecone tylko GLM. Dokladne poréwnanie prezentujemy w [Al, Uwagi 7 oraz 8]. Krétko méwiac,

w Twierdzeniu 8 otrzymali$my gorsze stale oraz ¢? pojawia si¢ po prawej stronie (4.4.11).
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Waznym zalozeniem w Twierdzeniu 8 sa warunki (4.4.9) oraz (4.4.10). Mozna pokazaé, ze sa
one spelnione, uzywajac narzedzi z teorii proceséw empirycznych: nieréwnosci koncentracyjnych [22],
lematu o symetryzacji [38, Lemat 2.3.1] czy lematu o kontrakcji [19, Twierdzenie 4.12]. Zdumiewajacy
jest fakt, ze do wykazania (4.4.9) badZ (4.4.10) potrzebujemy tylko jednego dodatkowego zalozenia.
Mianowicie wystarczy, ze funkcja straty ¢ spelnia warunek Lipschitza z L. Naturalnie strata logistyczna
i warto$é¢é bezwzgledna sa funkcjami Lipschitza z L = 2 oraz L = 1, odpowiednio. Wlasnoéé ta jest

rowniez spelniona w przypadku straty kwadratowej perceptronowej, ale tutaj L bedzie zalezalo od n.

4.4.3 7Zle wyspecyfikowana klasyfikacja binarna

W [A3] badamy zachowanie estymatoréw w (prawdopodobnie) zle wyspecyfikowanej klasyfikacji wyso-
kowymiarowej. Sytuacja ta czesto pojawia sie w praktyce, na przyktad pracujac z danych dotyczacymi
klasyfikacji, czesto blednie zaklada sie, ze dane te pochodza z modelu regresji logistycznej. Nastep-
nie stosuje sie estymator LASSO (albo inny) z logistyczna funkcja straty (4.1.6). Inne podejscie do
binarnej klasyfikacji, ktore jest czesto uzywane z wzgledu na tatwosé obliczeniowa, polega na potrak-
towaniu zmiennych Y; jakby byly liczbami i zastosowaniu estymatora LASSO z kwadratowa funkcja
straty (4.1.4). Te dwa podejscia czasami daja nadspodziewanie dobre rezultaty w selekcji cech i pre-
dykcji, jednakze przyczyny tego zjawiska nie zostaly dotychczas zbyt gleboko zbadane.

W klasyfikacji celem jest przewidzenie badz odgadniecie nieznanej klasy (etykiety) obiektu na
podstawie jego obserwowanych cech. Obiekty opisane sa przez wektory losowe (X,Y"), gdzie X € RP jest
wektorem cech, a Y € {—1, 1} jest etykieta obiektu. Klasyfikator jest to funkcja mierzalna f : RP — R,
ktdéra wyznacza etykiete obiektu nastepujaco: jesli f(z) > 0, to przewidujemy, ze y = 1. W przeciwnym
przypadku zgadujemy, ze y = —1.

Jakosé klasyfikatora f mierzona jest jego ryzykiem (prawdopodobienstwem blednej klasyfikacji)

R(f)=P(Y =1,f(X) <0)+P(Y = —1, f(X) > 0). (4.4.12)

Niech n(z) = P(Y = 1|X = z). Jest jasne, ze fp(x) = sign(2n(xz) — 1) mimimalizuje ryzyko (4.4.12)
w rodzinie wszystkich klasyfikatoréw. Funkcje te nazwiemy klasyfikatorem Bayesa, a jego ryzyko ozna-
czymy jako Rp = R(fB) .

W [A3] rozwazamy liniowe klasyfikatory f(z) = f;(x) = 270, gdzie 6 jest estymatorem LAS-
SO (4.1.9) z funkcja straty ¢. Bedziemy badad, jak blisko moze by¢ ryzyko funkcji f; oraz fp. Zatem
bedziemy analizowac ryzyko wzgledne funkcji f; zdefiniowane jako £ (é, fB)=E DR(é) — Rp, gdzie Ep
jest wartoscia oczekiwana wzgledem danych D = {(X1,Y1),...,(Xn,Yy)}. Ponadto bedziemy uzywaé
R(6) zamiast R(fy).

Badamy wtasno$ci predykeyjne klasyfikatoréow, wiec bedziemy jawnie rozwazaé rozszerzone wersje
parametréw i wektorow cech. Mianowicie kazdy wektor 6 zawiera wyraz wolny, a kazdy wektor x
zawiera dodatkowg wspolrzedng odnoszaca si¢ do wyrazu wolnego. Ponadto zdefiniujmy 67, oraz 6y,
jako elementy minimalizujace (4.1.1) z kwadratowa i logistyczna funkcja straty, odpowiednio. Podobnie
definiujemy équad oraz élog jako estymatory LASSO w (4.1.9) z kwadratowa i logistyczna funkcja straty,
odpowiednio. Ponadto dla ¢ > 0 rozwazmy zdarzenie Qgyqq = {\équad — HZWdh < ¢}. Zdarzenie 4

jest okreslone analogicznie.

Twierdzenie 9 (A3, Twierdzenie 2) Zaldzmy, Ze cechy sq subgaussowskie ze wspotczynnikami o

oraz 0 = max ;. Ponadto zmienna losowa X*0*
NG g

odpowiednio), ktora jest ciggla na przedziale U = [—20cy/logp,20cy/logp| oraz ﬁquad = sup hguaed(u),
uelU

wad (X TGZ*OQ, odpowiednio) ma gestosS¢ hguad (Piogs
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izlog jest zdefiniowane analogicznie. Wtedy

A ~ 2
E(Oquaas fB) < 2P( Zuad) + dohguadcy/1ogp + 2/p+ \/E [277(X) —1- XT&Zuad] ; (4.4.13)

EBrog, f5) < 2P(Q,g) + 40hyoger/logp +2/p + \/ DEK L [n(X), mog(XT07,,)],  (4.4.14)
gdzie Myog(u) = 1/(1 + exp(—u)) oraz KL(-,-) jest odlegloscig Kullbacka-Leiblera.

Ryzyko wzgledne estymatora équad (dla élog analogicznie) mozna rozlozy¢ nastepujaco

A~

EpR(0guad) ~ ROues) +  R(6u0) — Ro. (4.4.15)

Drugi skladnik w (4.4.15) jest ryzykiem aproksymacji i poréwnuje zdolno$¢ predykcyjna ,najlepsze-
go” liniowego klasyfikatora 6, ., z klasyfikatorem Bayesa. Natomiast pierwsze wyrazenie w (4.4.15)
nazywane jest ryzykiem estymacji i opisuje, jak proces estymacjji wplywa na wtasnosci predykcyjne
klasyfikatoréw. Oszacowania (4.4.13) oraz (4.4.14) w Twierdzeniu 9 $ciSle lacza sie z tym rozkladem.
Mianowicie ostatnie wyrazenia po prawych stronach (4.4.13) i (4.4.14) dotycza ryzyka aproksymacji,
a pozostale ryzyka estymacji.

Rozwazamy klasyfikatory liniowe, zatem ryzyko aproksymacji jest mate, jedli “prawda” moze byé
dobrze przyblizona w sposéb liniowy. Dla estymatoréw z logistyczna strata fakt ten jest opisany przez
ostatni sktadnik w (4.4.14), ktéry mierzy odlegto$é miedzy prawdziwym prawdopodobienstwem suk-
cesu a tym z regresji logistycznej. W szczegolnosci jesli prawdziwy model jest logistyczny, to ostatni
sktadnik w (4.4.14) znika. Ostatnie wyrazenie w (4.4.13) odnosi si¢ do ryzyka aproksymacji w przy-
padku kwadratowej straty. Mierzy ono, jak dobrze warunkowa warto$é oczekiwana E(Y|X) moze byé

*
quad®

Pierwsze trzy skladniki po prawych stronach (4.4.13) oraz (4.4.14) odnosza sie do ryzyka estymacji.

opisana przez ,najlepsza” (wedlug kwadratowej straty) liniowa funkcje X760

Wartosci te sg mate, jesli pokazemy, ze prawdopodobienstwo zdarzen quad oraz Qlcog sa male, a takze
ciag ¢ maleje wystarczajaco szybko do zera. Taka analize przeprowadziliSmy w [A3, Twierdzenie 3].
Krétko méwiac, pokazaliSmy, ze dla ¢ proporcjonalnego do t;f(g—‘/‘—;o% rozwazane prawdopodobienstwo
zachowuje sie jak 1/p.

W [A3] wlasnosci selekcyjne estymatoréw w zle wyspecyfikowanej klasyfikacji sa réwniez badane.
W szczegblnosci w [A3, Sekcja 5| analizujemy estymatory LASSO z kwadratowa strata zastosowane
do danych klasyfikacyjnych. Nie opisujemy tych wynikéw doktadnie w tej sekcji, gdyz sa one podobne

do rezultatéw z [A2], na przyklad [A2, Twierdzenie 5].

4.4.4 Regresja porzadkowa

W (4.1.9) zdefiniowaliSémy M-estimatory jako penalizowane elementy minimalizujace sume niezalez-
nych zmiennych losowych. W [A7] rozwazamy ogdlniejszy przypadek, to znaczy penalizowane U- sta-
tystyki, czyli sumy zaleznych zmiennych losowych. Estymatory te moga by¢ uzyte, miedzy innymi,
do danych z modelu (4.4.1) albo do regresji porzadkowej (rankingu), gdzie zmienna Y jest mierzona
na skali porzadkowej. Tutaj skupimy sie na regresji porzadkowej, ale nasze rozwazania mozna tatwo
rozszerzy¢, zob. [AT]. Zacznijmy od krétkiego opisu regresji porzadkowe;.

Rozwazmy dwa niezalezne obiekty o jednakowym rozkladzie Z; = (X1,Y1) oraz Zy = (Xa,Y2).
Zmienne Y] oraz Y3 sa nieznanymi zmiennymi, ktére definiuja porzadek miedzy obiektami. Mianowicie
obiekt 21 jest "lepszy” (szybszy, silniejszy itp.) niz obiekt zo, jesli y3 > yo. Nasze zadanie polega
na przewidzeniu porzadku miedzy obiektami na podstawie wektoréw cech X; oraz Xs. Bedziemy
konstruowaé¢ funkcje f : RP x RP — R, zwane regulami rangujacymi, ktére przewiduja porzadek

nastepujaco: jesli f(xy1,z2) > 0, to przewidujemy, ze y1 > yo.
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Niech ¢ : R — [0, 00) bedzie ustalona funkcja straty. Odpowiednikami funkcji ryzyka (4.1.1) oraz
ryzyka empirycznego (4.1.2) sa Q(f) = E¢ [sign(Y1 — Y2) f(X1, X2)] oraz U-statystyka (rzedu dwa)

QU = sy X 0 (Y = ;) (0. X)), (1.4.16)
i#)
odpowiednio. Sumowanie w (4.4.16) odbywa sie wzgledem wszystkich par réznych indekséw (i,j) €
{1,...,n}% Jesli Y jest mierzone w skali porzadkowej, to zamieniamy sign(Y; —Y;) na 2I(Y; > Y;) — 1
w definicjach Q(-) oraz Q(-). Regule Bayesa, ktéra minimalizuje Q(-) poéréd wszystkich funkcji mie-
rzalnych, oznaczamy przez fp (jak w Sekcji 4.4.3).

W [A7] rozwazamy rodzine liniowych kombinacji ustalonego zbioru funkcji bazowych. Tutaj, dla
prostoty, skupimy si¢ na liniowych regutach rangujacych F = { fy(z1,72) = (1 —22)70 : € RP}. Zde-
finiujmy 6* = argming Q(6), gdzie Q(0) zastapito Q(fy). Ponadto 6* jest zdefiniowana jak w Sekcji 4.1.
M-estymator z kara LASSO dany jest wzorem (4.1.9), ale Q(-) jest U-statystyka (4.4.16).

Zaprezentujemy gltéwny wynik z pracy [A7] przy dodatkowych zalozeniach upraszczajacych (uzyta
notacja pochodzi z [AT7]): F jest rodzina wszystkich regul rangujacych, ||f||? = Ef%(X1, X2), G(u) =
cu? dla pewnego ¢ > 0,0, = {#*},5 =1/8,C =1, C = 1. Zabieg ten pozwoli latwo poréwnacé kolejny
wynik z jego odpowiednikiem w Sekcji 4.4.1. Pojawiajace sie ponizej liczby K; oznaczaja state.

Twierdzenie 10 (A7, Twierdzenie 1) Przypu$émy, ze funkcja straty ¢ spelnia warunek Lipschitza
2L >0, |Xi]leo < +/n/logp, a takze istnieje c € (0,1] takie, zZe dla kazdego 6 mamy Q(0) — Q(fp) >
K [fo(X1, X2) — fB(X1, X2)]2. Ponadto oznaczmy A = K, L+/log p/n. Wtedy mamy

tA2

PQK%—Q@@+AW—¢h<KQ5¥5+Qw3—Qum

) >1-3/p% (4.4.17)
gdzie k(-) jest zdefiniowana w (4.2.3).

W Twierdzeniu 10 szacujemy ryzyko wzgledne Q(é) — Q(fB) przez dwa wyrazenia. Pierwsze z nich
odnosi sie do ryzyka estymacji, a drugie do ryzyka aproksymacji. Mozna stad wywnioskowaé, ze nasz
estymator zachowuje si¢ prawie jak wyrocznia wiedzaca zawczasu, ktére parametry (cechy) powinny
by¢ uzyte do aproksymacji najlepszej funkcji fp. Istotnie zat6zmy, ze znamy prawdziwy zbior T. Wtedy
estymowalibySmy tylko wspoélczynniki zawarte w T', a zamiast pozostalych potozylibyémy zera. Ryzyko
wzgledne tego estymatora mozna oszacowaé analogicznie jak w (4.4.17), zob. [B10]. Krétko méwiac,
w tym przypadku ryzyko estymacji zachowuje sie jak t/n. Zatem wyrazenie log p, ktére pojawia sie
w parametrze A2, a przez to w pierwszym skladniku po prawej stronie (4.4.17), wydaje si¢ byé cena,
ktora placimy za to, ze zawczasu nie znamy zbioru 7.

W Twierdzeniu 10 podajemy réwniez nieréwnosé probabilistyczna dla [1-odlegtosci |é —0*|1. Zalbz-

my, ze najlepsza funkcja fp moze by¢ dobrze przyblizona przez fg« w sensie ryzyka. Wtedy odleglosé

tL~/logp
cv/nk(3)’

k(3) jest niezbyt male. Zauwazmy, ze p moze by¢ znaczaco wigksze niz n.

ta zachowuje si¢ jak wigc jest mala, jesli model jest rzadki, n jest wystarczajaco duze oraz

Zauwazmy, ze procedury oparte na (4.4.16) nie uzywaja aktualnych wartosci zmiennych odpowie-
dzi Y;. Potrzebuja jedynie porzadku miedzy tymi zmiennymi. Sprawia to, ze sa one odporne, wigc
moga by¢ uzyte w modelu (4.4.1) z nieznang funkcja g oraz nieregularnymi rozkltadami bledéw. Teraz
poréwnamy te metody z RankLasso wprowadzonym w Sekcji 4.4.1. Kluczowa przewaga tej drugiej
metody dotyczy zlozonosci obliczeniowej. Mianowicie RankLasso uzywa kwadratowej funkcji straty,
wiec mozna tatwo wypisa¢ wzory na elementy minimalizujace RankLasso wzgledem poszczegdlnych
wspblrzednych. Dzieki temu cykliczne algorytmy ,spadku gradientowego” (z ang. cyclical coordinate
descent) moga pracowaé efektywnie z wysokowymiarowymi zbiorami danych [13]. U-procesy z kara

z odpornymi funkcjami straty nie posiadaja tej wlasnosci. Kwadratowa strata jest wazna réwniez
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z teoretycznego punktu widzenia, gdyz dzigki niej analiza oraz dowody sa znacznie prostsze. Jesli po-
miniemy stale i nieistotne wyrazenia, wtedy ryzyko empiryczne ze strata (4.4.2) moze byé wyrazone
jako 07 (XTX /n)0 — 20T A, gdzie A jest odpowiednig U-statystyka. Zatem ryzyko empiryczne zalezy
tylko od jednej U-statystyki (a nie od calej rodziny U-statystyk jak w tej sekcji), a takze zalezno$é ta
jest liniowa. Dzieki temu dla RankLasso potrafimy otrzymac lepsze wyniki niz w Twierdzeniu 10. Na
przyklad zalozenie o ograniczonosci wektora cech mozemy w [A2] zastapié¢ byciem wektorem subgaus-
sowskim. W (4.4.17) odleglo$¢ miedzy 6 oraz 6* mierzymy w [;-normie, a w [A2, Twierdzenie 2] mamy
wyniki dla kazdej l,-normy, ¢ > 1. W dowodzie zgodnej sclekeji progowego RankLasso wystarczy
wzial loo-odleglo$é w (4.4.4), ktéra uzywa Fio(€). Selekeyjna zgodno$é TL moze byé tatwo otrzymana
z (4.4.17). UzylibysSmy w niej k(&), wiec zalozenia Twierdzenia 6 bylyby stabsze, gdyz Foo(§) > k(&).
Co wiecej, wykazanie selekcyjnej zgodnoéci wazonej modyfikacji penalizowanych U-statystyk jest wy-
soce nietrywialne. Jednakze tego typu wynik dla wazonego RankLasso jest podany w Twierdzeniu 7.
7 drugiej strony pewne zalety Twierdzenia 10 sa zwiazane z oszacowaniami ryzyka wzglednego es-
tymatoréow. Jednak wyniki te dotycza predykcji porzadku miedzy zmiennymi odpowiedzi, a nie ich
aktualnych wartosci. Zatem maja one ograniczong przydatnosé poza regresja porzadkowa.

4.5 Analiza danych niskowymiarowych

Przypadek niskowymiarowy dotyczy sytuacji, gdy liczba cech p jest stosunkowo duza (powiedzmy
kilkadziesiat), ale znacznie mniejsza niz rozmiar prébki n. Aktualnie przypadek ten nie jest tak in-
tensywnie badany jak wysokowymiarowy. Jednakze, moim zdaniem, réwniez on zastuguje na uwage,
gdyz wciaz mozna spotkaé interesujace problemy z danymi, w ktérych liczba parametréw jest znacznie
mniejsza niz n.

Naturalnie mozna stwierdzi¢, ze kazdy rezultat wysokowymiarowy mozna zredukowa¢ do niskowy-
miarowego. Méwiac bardziej precyzyjnie, w przypadku wysokowymiarowym zakladamy, ze p = p(n)
oraz p moze rosna¢ znacznie szybciej niz n, na przyktad wielomianowo badz wyktadniczo. Zatem kazde
rozwazane wyrazenie (oprécz stalych) moze zmieniaé si¢ z n, w szczegélnosci T, 07 . - czy CIF. W sytu-
acji niskowymiarowej zaklada sie, ze p moze rosnac z n, ale jest znacznie mniejsze niz n, albo ze p jest
ustalone. Bedziemy rozwazaé te drugie podejscie. Zatem “redukcja rezultatu wysokowymiarowego do
niskowymiarowego” oznacza, ze “analizujemy ten wynik przy ustalonym p”. Naturalnie w ten sposéb
sprawiamy, ze zalozenia tego rezultatu stajg sie prostsze, a takze tatwiejsze do sprawdzenia. Ponadto
warunki te oraz otrzymane twierdzenia sa latwiejsze do zinterpretowania. Co wiecej, parametry pro-
cedur (na przyklad A czy 7) czesto nie zaleza od nieznanych wartodci. Jednakze tego typu redukcje
mogg prowadzi¢ do stabszych rezultatéw w poréwnaniu do wynikéw analiz dedykowanych zbiorom
niskowymiarowym. Mozna to zaobserwowad, przygladajac si¢ pracom [A6, A8] oraz [A2, Dodatek].

Rozwazmy sytuacje, gdy p jest ustalone. Jedynie estymatory oraz parametry A, A\,, 7 moga zmieniaé
sie z n. W [A8] rozwazamy estymator LASSO (4.1.9) oraz jego wazona wersje

P
j 0,1
0" = arg 1161]%1) E: 7| (4.5.1)

gdzie 0 jest wstepnym estymatorem wektora 8* takim, ze v/n(6 — 6*) = Op(1). W [A8] zakladamy, ze
fukcja straty ¢ jest wypukta oraz

(1) 6* minimalizujace (4.1.1) istnieje i jest jedyne,

(2) Q(-) jest dwukrotnie rézniczkowalne w 6* oraz macierz ¥ = V2Q(6*) jest dodatnio okreslona,

(3) E|0¢(8, Z)|? < oo dla kazdego 6 w pewnym otoczeniu wektora 6%, gdzie d¢ (6, 2) jest subgradientem
funkcji ¢ w 6 dla ustalonego z. W przypadku, gdy subgradient nie jest jednoznacznie wyznaczony,

wymagamy jedynie, aby d¢ bylo mierzalnym wyborem subgradientu, zob. [25, Dodatek].
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Dwa gléwne wyniki z [A8] sa nastepujace:

Twierdzenie 11 (A8, Wniosek 2.4) Przypusémy, ze zaloZenia (1)-(3) sq spelnione oraz A \, 0,

VA — 0.

(a) Jesli estymator (4.1.9) jest selekcyjnie zgodny, to
\ZTC,Tz;lsign(eg;)\ <1
o0

(b) Jesli
<1,

o

|Sre 37 sign(67)

to estymator (4.1.9) jest selekcyjnie zgodny.

Twierdzenie 12 (A8, Twierdzenie 3.1) Przypusémy, zZe zalozenia (1)-(3) sq spelnione. Niech do-
datkowo n\, — o0 oraz \/nA, — 0. Wiedy

(a) nlLI&IF’ <supp(9 ) = T) =1,

(b) Vi (83 — 03) —a N (0,27 Drsi7t) , gdzie D = Vardg(9*, Z).

W Twierdzeniu 11 pokazujemy, ze warunek IRR (por. (4.2.4)) jest koniecznym i ,prawie” wystar-
czajacym warunkiem selekcyjnej zgodnosci estymatora (4.1.9) nawet wtedy, gdy dane sa niskowymia-
rowe. W Twierdzeniu 12 dowodzimy, ze selekcyjna zgodno$¢ wazonej modyfikacji estymatora (4.1.9)
nie wymaga tego warunku. Ponadto niezerowe wspolezynniki ge sa estymowane ze standardowym
rzedem. Takie procedury czesto nazywane sa wyrocznia, gdyz zachowuja sie jak idealne (niedostepne
w praktyce) estymatory, ktére zawczasu znaja zbiér T. Ponadto zauwazmy, ze estymator (4.5.1) jest
konstruktywny, gdyz wstepny estymator 6 oraz parametr A, nie zaleza od nieznanych parametréw.

Wyniki podobne do tych z Twierdzenia 11 oraz Twierdzenia 12 byly dowodzone w réznych mo-
delach i przy uzyciu réznych technik. Dla GLM mozna je znalezé¢ w [42] oraz [44], a w [39] badano
model liniowy z wartoécia bezwgledna jako funkcja straty. Zatem nasze wyniki rozszerzaja poprzednie
rezultaty i ujednolicajg ich dowody. Laczac narzedzia z analizy wypuklej [27, 25, 14] i techniki pena-
lizacyjne, zaproponowaliSmy ogélna metode, ktéra jest uzyteczna w badaniu wlasnosci estymatorow
LASSO z wypuklymi funkcjami strat. Moze by¢ ona uzyta w modelach regularnych (jak GLM) albo
w modelach z nierézniczkowalnymi funkcjami straty jak w [39], albo w klasyfikacji z perceptronowa
strata (jak w maszynach wektoréw podpierajacych). Co wiecej, metoda ta po niewielkiej modyfikacji
moze byé¢ z powodzeniem zastosowana w sytuacji, gdy sktadniki w Q(-) sa zalezne, jak w pracy [A6]
badZ [A2, Dodatek].

4.5.1 Niskowymiarowe modele semiparametryczne

W [A6] rozwazamy M-estymatory z kara, dla ktérych funkcja Q(-) jest U-statystyka rzedu dwa, to

zZnaczy

Q) = ———— 366, 2, ;). (4.5.2)
n(n —1) vy

gdzie ¢(0,z1,22) jest wypukla funkcja straty wzgledem 6 dla ustalonych zp,zo. Przyjmujemy, ze
Q) = E@(0,7Z1,7Z5) oraz 0* = argmingerr Q(f). Waznym przykladem sa procedury rozwazone
w [A6, Sekcja 3], ktore nie uzywaja aktualnych wartosci zmiennych odpowiedzi, lecz jedynie porzadku
miedzy nimi. Jak juz wspomnieliSmy w Sekcji 4.4.4, moga by¢ one uzyte w regresji porzadkowej. Co
wiecej, stosujac je, mozemy otrzymac estymatory odporne, ktore beda skutecznie pracowa¢ w modelu
(4.4.1) czy nieznacznie ogdlniejszym modelu z [15]. Odporno$é jest rozumiana, jak w Sekcji 4.4.1, w

odniesieniu do funkcji odpowiedzi g w (4.4.1) oraz rozkladéw bledéw losowych.
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Gléwnymi zalozeniami w [A6] sa:
(1) 6* minimalizujacy Q(0) = E¢(0, Z1, Z3) istnieje i jest jedyny,
(2) Q jest dwukrotnie rézniczkowalne w 0* oraz macierz ¥ = V2Q(0*) jest dodatnio okreglona,
(3) E|09(0, Z1, Z2)|? < co dla kazdego § w pewnym otoczeniu wektora 0.
W [A6] rozwazamy elementy minimalizujace (4.5.2) z wazona kara postaci Z§')=1 w;|0;], gdzie w
jest (by¢ moze losows) liczba nieujemna. Estymator oznaczmy przez 6. Niech \g = maxjer wj,

Al = IIllIlj¢T wj.

Twierdzenie 13 (A6, Twierdzenie 4.1) Przypusémy, ze (1)-(3) sq spelnione. Jesli \/nrg —p 0,
VA1 —p oo, to

(a) lim,, o P (supp(éw) = T) =1,

(6) Vi (8 = 03) —a N (0,27'Di%71) | gdzie D = 4 Var E[06(0", Z1, Z2)| 2]

Zalozenia i tezy Twierdzenia 13 oraz Twierdzenia 12 beda bardzo podobne, jesli wezmiemy w; = A/ |§7|
dla pewnego wstepnego estymatora 0 takiego, ze \/n(0 — 6*) = Op(1). Jednakze Twierdzenie 12 do-
tyczy sytuacji, gdy ryzyko empiryczne Q(-) jest suma niezaleznych zmiennych losowych, a ryzyko
empiryczne w Twierdzeniu 13 jest suma zaleznych zmiennych. W dowodzie Twierdzenia 13 uzywamy
metody wprowadzonej w [A8], a takze pewnych narzedzi z teorii U-statystyk (na przyktad oszaco-
wania wariancji czy CTG dla U-statystyk). Odpowiednik Twierdzenia 11 réwniez zostal wykazany w
[A6, Twierdzenie 4.3].

Podobna problematyka byla rozwazana w [32]. Gléwne zalety naszego podejscia z [A6] to: rozwaza-
ne procedury sg wypukle, wiec nie mamy probleméw z lokalnymi minimami. Ponadto nasze procedury
sa efektywnie zaimplementowane w [34]. Co wiecej, nasze zalozenia (1)-(3) sa stabsze niz ich odpo-
wiedniki z [32]. Dokladne poréwnanie znajduje si¢ na stronie 4 w [A6].

W Twierdzeniu 10 rozwazamy penalizowane U-statystyki w przypadku wysokowymiarowym. Za-
uwazmy, ze prosta redukcja tego faktu do sytuacji niskowymiarowej da nam jedynie estymacyjna
zgonosé é, co jest znacznie stabsza wlasnoscig niz tezy udowodnione w Twierdzeniu 13, czyli zgodna
selekcja i asymptotyczna noralnosé.

W [A2, Dodatek] rozwazamy procedure RankLasso, czyli kolejne podejscie do odpornej selekcji
cech. Gléwnymi wynikami sa : [A2, Twierdzenie 10] oraz [A2, Twierdzenie 11]. Ponownie ich dowody
mocno bazuja na metodzie z pracy [A8]. Pierwszy wynik dotyczy wlasnosci wazonego RankLasso i jest
podobny do Twierdzenia 12 oraz Twierdzenia 13. Natomiast wynik z [A2, Twierdzenie 11] odnosi sie
do progowego RankLasso i jest raczej tatwym wnioskiem z [A2, Lemat 9], ktore jest odpowiednikiem
[A8, Twierdzenie 2.2].

Jak juz wspominali$my, [A2, Twierdzenie 10] oraz [A2, Twierdzenie 11] sa lepsze niz proste reduk-
cje ich wysokowymiarowych wersji, czyli Twierdzenie 7 oraz Twierdzenie 6, odpowiednio. Na przyktad
teraz zakladamy, ze wektory cech maja skonczone czwarte momenty, a w Sekcji 4.4.1 wymagalismy, aby
byty subgaussowskie, w szczeg6lnosci ogony ich rozktadéw powinny zbiegaé¢ do zera w tempie wyktad-
niczym. Ponadto [A2, Twierdzenie 10] dotyczy kazdego elementu minimalizujacego, a w Twierdzeniu 7
opisujemy wlasnoéci tylko pewnego elementu minimalizujacego. Co wiecej, progowa i wazona modyfi-
kacja RankLasso sa konstruktywne w modelu niskowymiarowym, to znaczy ich parametry nie zaleza
od nieznanych wartosci.

W ostatnim akapicie Sekcji 4.4.4 stwierdzilidémy, ze w przypadku wysokowymiarowym RankLasso
z [A2] jest lepsze (teoretycznie i praktycznie) niz penalizowane U-statystyki z [A7]. W sytuacji nisko-
wymiarowej jako$¢ obydwu podejéé jest podobna. Jesli p jest wzglednie niewielkie, to przewaga obli-
czeniowa estymatora RankLasso przestaje by¢ tak widoczna. Ponadto zalozenia z [A2, Twierdzenie 10]

sa nieznacznie silniejsze od swoich odpowiednikéw w Twierdzeniu 13. Istotnie, w [A6, Propozycja 4.4]
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uzyliémy penalizowanych U-statystyk z perceptronowa (wige odporna) funkcja straty i wymagali$my,

aby E| X1|? < co. Jednakze w [A2, Twierdzenie 10] zakladamy, ze wektory cech maja skoficzone czwarte

momenty.

4.6

Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

Pozostate osiagniecia naukowo-badawcze, niewchodzace w sktad ww. osiggniecia, stanowia nastepujace

artykuly naukowe:

[B1]

[B2]

(B3]

[B4]

[BS]

[BI]

[B10]

[B11]

Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora

W. Niemiro, W. Rejchel (2009). ,,Rank correlation estimators and their limiting distributions”,
Statistical Papers, vol. 50, p. 887-893,

W. Rejchel (2009). ,Ranking - convex risk minimization”, Proceedings of World Academy of
Science, Engineering and Technology, vol. 56, p. 172-178,

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora

B. Miasojedow, W. Niemiro, W. Rejchel (2021). ,, Asymptotics of maximum likelihood estimators
based on Markov chain Monte Carlo methods”, Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabi-
lités et Statistiques, Vol. 57, p. 815-829,

W. Rejchel (2018). ,,Generalization Bounds for Ranking Algorithms”, rozdzial w ”Ensemble
Classification Methods with Applications in R” (Eds. E. Alfaro, M. Gamez, N. Garcia), Wiley,
p. 135-140.

B. Miasojedow, W. Niemiro, J. Palczewski, W. Rejchel (2016). ,,Asymptotics of Monte Carlo
maximum likelihood estimators”, Probability and Mathematical Statistics, vol. 36, p. 295-310.

A. Doskocz, W. Rejchel (2016). ,,Evaluation of accuracy of digital map data via multiple com-
parisons”, Bulletin of the Polish Academy of Sciences: Technical Sciences, vol. 64, p. 799-805.

B. Miasojedow, W. Niemiro, J. Palczewski, W. Rejchel (2016). ,Adaptive Monte Carlo Ma-
ximum Likelihood”, rozdzial w Studies in Computational Intelligence, Vol. 605: Challenges in

Computational Statistics and Data Mining (Eds. S. Matwin, J. Mielniczuk), Springer,

W. Rejchel (2015). ,Fast rates for ranking with large families”, Neurocomputing, vol. 168,
p. 1104-1110,

W. Rejchel, H. Li, C. Ren, L. Li (2015). ,,Comments and correction on ,,U-processes and prefe-
rence learning”, Neural Computation, vol. 27, p. 1549-1553,

W. Rejchel (2012). ,,On ranking and generalization bounds”, Journal of Machine Learning Re-
search, vol. 13, p. 1373-1392,

A. Doskocz, W. Rejchel (2012). ,Proposition of automatization of analysis of accuracy of the
large-scale digital maps databases” (in Polish), Scientific Papers of Rzeszow University of Tech-
nology - Civil and Environmental Engineering, vol. 59, p. 85-93.
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Omoéwienie

Moje pozostale osiagniecia naukowo-badawcze mozna podzieli¢ na trzy grupy:

- badanie wlasnosci estymatorow regresji porzadkowej,

- badanie wlasnosci estymatorow opartych na metodach Monte-Carlo,

- badanie wtasnosci metod uzywanych w geodezji i kartografii do produkcji wielkoskalowych map

cyfrowych.

Statystyczne wlasnosci estymatoréw regresji porzadkowej

Prace [B1, B2, B4, B8, B9, B10] koncentruja si¢ na estymatorach regresji porzadkowej. Regresja
porzadkowa jest nieraz nazywana rankingiem badz regresja rangowa. Problematyka ta byla réwniez
rozwazana w [A6] oraz [A7] i jest krotko oméwiona w Subsection 4.4.4. Zauwazmy, ze w [Bl, B2,
B4, B8, B9, B10] rozwazamy M-estymatory bez kary. Jedynym wyjatkiem jest Przyklad 3 z [B10],
w ktérym analizujemy estymator z kara lo. Ponadto w [A6, A7] pracujemy z liniowymy regulami
rangowymi albo z rodzing liniowych kombinacji ustalonych funkcji bazowych. Tymczasem w tych
wczedniejszych pracach rozwazane rodziny regut rangujacych moga by¢ znacznie ogélniejsze. Jedynym
wyjatkiem jest [B1], w ktorej badamy jedynie liniowe reguly rangujace. Co najwazniejsze, w [AG,
AT] jeste$my zainteresowani wyborem modelu oraz predykcja, podczas gdy we wezesniejszych pracach
tylko predykcyjne wlasnosci estymatoréw byly analizowane.

Jak wspomnialem powyzej, w [B1l]| rozwazana jest rodzina liniowych regul rangujacych i M- es-
tymatory bez kary (4.1.3). Dowodzimy zgodnosé oraz asymptotyczna normalno$é takich procedur.
Bardziej wyrafinowane rezultaty sa otrzymane w [B2, B10]. Wyniki te sa nieasymptotyczne, a takze
badane reguly rangujace nie musza by¢ liniowe. Méwiac dokladniej, w pracach tych badamy ryzyko
wzgledne estymatoréw, rozumiane jako réznica miedzy ryzykiem wypuklym estymatora i ryzykiem
wypuklym najlepszej reguly w badanej rodzinie, mianowicie Q( f) — Q(f"), gdzie f minimalizuje
(4.4.16) w rodzinie F dla pewnej funkcji straty ¢, a f* minimalizuje teoretyczny odpowiednik (4.4.16)
w rodzinie F. W teorii uczenia sie predykcyjne wtasnosci estymatorow sa czesto opisywane, uzywajac

nier6wnosci probabilistycznych postaci: dla kazdego o € (0,1)

P(QUH-QUI<n )>1-q (4.6.1)

gdzie 1 > 0 jest pewna liczba zalezacg od poziomu «, rozmiaru prébki n, rodziny regut rangujacych F
oraz funkcji straty 1, ale jest ona niezalezna od nieznanego rozkladu P. W pracy [6] pokazano, ze
zalezno$é miedzy 7 oraz n moze by¢ lepsza niz 1/4/n, ale tylko wtedy, gdy ¢ jest 0 — 1 funkcja straty.
Jednakze uzycie tej funkcji straty prowadzi do algorytmow, ktore sg obliczeniowo nieefektywne. Zatem
celem prac [B2, B10] byto wykazanie analogicznych wtasnosci dla wypuklych funkcji straty. Pierwsze
rezultaty sa zawarte w pracy [B2], ktéra zostala opublikowana w materialach pokonferencyjnych.
Nastepnie wyniki te zostaly wzmocnione i rozszerzone w [B10]. W Twierdzeniu 8 z [B10] wskazane
sa warunki, ktére powinna spelniaé¢ funkcja straty oraz rodzina F, pozwalajace uzyska¢ w (4.6.1)
rzad zbieznosci szybszy niz 1/y/n. W szczegdlnosei, jesli F jest euklidesowa ([B10, zalozenie A]), to
otrzymujemy rzad zbieznosci logn/n. Jesli rodzina F spelnia warunek entropii ([B10, zalozenie BJ), to
mamy 1/n” oraz # € (2/3,1). Otrzymane wyniki moga by¢ zastosowane do powszechnie uzywanych
algorytméw regresji porzadkowej, na przykiad maszyn wektoréw podpierajacych. Ponadto badana
byla skutecznos¢ rozwazanych estymatoréw na danych rzeczywistych.

Zauwazmy, ze pojawia si¢ luka pomiedzy ,zwyklym” tempem zbieznosci z f = 1/2 otrzymanym
w [6] a wynikami z [B10], gdzie 5 > 2/3. Fakt ten jest interesujacy nie tylko z matematycznego punktu
widzenia, ale réwniez z praktycznego, gdyz w ten sposob ograniczona jest uzyteczno$é wynikéw z [B10].
Na przykiad nie obejmuja one algorytmu AdaBoost, ktéry jest jednym z najbardziej popularnych
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algorytmoéw regresji porzadkowej. Nalezy zauwazy¢, ze w Przykladzie 2 z [B10] rozwaza si¢ wersje
tego algorytmu i wymaga sie, aby liczba iteracji w AdaBoost byta matla, co jest rzadko praktykowane.
Problem ten jest badany w [B4, B8], w ktérych skonstruowano nieréwnosci probabilistyczne (4.6.1)
z rzedem zbieznodci 1/n°, 3 € (1/2,1). Oszacowania te, zastosowane do AdaBoost, nie zalezg od liczby
iteracji w algorytmie [B8, Przyktad 1]. Ponadto w dowodzie Twierdzenia 1 z [B8] uzyto Twierdzenia
2 z [B8], czyli nieréwnosci wyktadniczej dla U-proceséw. Podobne wyniki moga by¢ tatwo znalezione
w literaturze, ale ten rezultat jest ,dobrze dopasowany” do badanego problemu i moze by¢ tatwo uzyty
nie tylko w dowodzie Twierdzenia 1 z [B8], ale réwniez w dowodzie Twierdzenia 1 [A7], w ktérym bada
si¢ penalizowane estymatory regresji porzadkowe;j.

W Twierdzeniu 1 z [20] udowodniono nierowno$é¢ Bernsteina dla U-proceséw rzedu dwa, uzywa-
jac metod z teorii entropii. Nastepnie wyniki te zostaly zastosowane do skonstruowania nieréwnosci
probabilistycznych (4.6.1) dla estymatoréw regresji porzadkowej. Jednakze analiza ta opierala sie na
zasadzie kontrakcji dla chaosu Rademachera rzedu dwa [20, Twierdzenie 8], ktéra nie jest prawdzi-
wa. W [B9] wskazujemy odpowiedni kontrprzyklad. Ponadto w Sekcji 3 z [B9] naprawiamy te luke w
dowodach gléwnych wynikéw z [20].

Estymatory oparte na metodach Monte Carlo

W pracach [B3, B5, B7] badamy estymatory najwiekszej wiarogodnosci (NW) otrzymane metoda-
mi Monte Carlo (MC). Metody NW sa dobrze znanymi i czesto uzywanymi narzedziami w estymacji
nieznanych parametréow modeli. Jednakze w przypadku wielu ztozonych modeli statystycznych doktad-
ne wyznaczenie tych estymatorow jest bardzo trudne, a nieraz niemozliwe. Problemy te pojawiaja sie,
gdy rozwazane gestosci sa znane tylko z dokladnoécia do trudnej do wyznaczenia stalej normujacej, na
przyklad w losowych polach Markowa badanych w [A5]. W pracy [B5] przyblizamy te stala uzywaja
metody losowania istotnego. W Twierdzeniu 3.1 z [B5] wskazujemy warunki dajace asymptotyczna
normalnosé¢ estymatoréw NW opartych na MC w sytuacji, gdy rozmiary prébki wyjsciowej oraz MC
zbiegaja do nieskoficzonosci.

Statystyczne wlasnosci estymatoréw NW opartych na MC w znacznym stopniu zaleza od wybo-
ru gestosci w losowaniu istotnym. W pracy [B7] zaproponowali$émy adaptacyjny algorytm, w ktérym
gestod¢ ta jest dopasowywana w czasie trwania symulacji. Zgodnosé i asymptotyczna normalnoéé
procedury jest wykazana w pracy [B7] w Propozycji 2 oraz Twierdzeniu 3, odpowiednio. Chcac prze-
zwycigzy¢ problem degeneracji wag w losowaniu istotnym, zaproponowalidmy drugi algorytm, ktory
oparty jest na metodzie reprébkowania i metodach MC opartych tanicuchach Markowa. Asymptotycz-
na normalno$é tej procedury wykazana jest w Twierdzeniu 4 z [B7]. Ponadto prezentujemy wyniki
do$wiadczen numerycznych, w ktorych badamy wlasnoéci zaproponowanych rozwiazan.

W pracach [B5, B7] zaklada sie, ze potrafimy sprawnie generowaé¢ niezalezne prébki z zadanych
rozktadéw. Jednakze w wielu ciekawych problemach jest to niemozliwe. Potrafimy jedynie symulowaé
efektywnie to tancuchy Markowa o zadanym rozkladzie stacjonarnym. W pracy [B3] naszym celem
byla analiza wlasnosci tego typu estymatoréw. We Wniosku 3.2 w [B3] udowodnili$émy zgodnos¢ tych
estymatoréw, a w Twierdzeniu 3.3 z [B3] wykazaliémy ich asymptotyczna normalnosé. W tym przypad-
ku analizujemy obydwa zrédla losowosci, analogicznie jak w [B5]. Nasze rezultaty zostaly zastosowane
do modeli z trudnymi do wyznaczenia stalymi normujacymi, a takze do modeli z brakami danych.
Otrzymane rezultaty sa potwierdzone w eksperymentach numerycznych [B3, Sekcja 4].

W pracy [A5] uzywamy metod MC do wysokowymiarowego modelu Isinga, ktéry jest jednym
z najpopularniejszycgh modeli z trudng do wyznaczenia statg normujaca.

Wielkoskalowe mapy cyfrowe w geodezji i kartografii
W pracach [B6, B11] poréwnujemy metody uzywane do produkcji wielkoskalowych map cyfrowych.
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W ostatnich dziesi¢cioleciach w Polsce zgromadzono znaczace zasoby danych geodezyjnych i kartogra-
ficznych. Jednakze zostaly one otrzymane, uzywajac réznych uktadow odniesienia oraz metod zbierania
danych. Aktualnie zasoby te sa integrowane w ogdlnopolski system odniesienia. Kluczowym aspektem
w integracji tych danych jest ich jakosé. W pracach [B6, B11] badamy jakos¢ czterech metod uzywanych
do produkcji map cyfrowych: nowy pomiar tachimetrem, przeliczenie wczedniejszych pomiaréw bez-
poérednich zrealizowanych poprzez pomiary ortogonalne i biegunowe, reczna wektoryzacja rastrowego
obrazu ortofotomapy i graficzno-numeryczne przetwarzanie map analogowych.

Rozwazane bazy danych zawieraja liczne nieregularnosci, dlatego do ich analizy uzywamy metod
rangowych. W pracy [B11] badamy bledy badanych metod w oparciu o przedziaty ufnosci i testy sta-
tystyczne. Te wstepne wyniki zostaly pdzniej wzmocnione w pracy [B6], w ktérej bierzemy pod uwage
fakt, ze poréwnujemy cztery metody jednocze$nie. Zatem naszg analize oparliSmy na poréwnaniach
wielokrotnych. Gtéwnym wynikiem badan jest ustalenie porzadku miedzy metodami wzgledem ich

jakosci.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnos$cia naukowsg al-
bo artystyczng realizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji

naukowej lub instytucji kultury, w szczegdlnosci zagranicznej

1. stypendium badawcze postdoc zostalo mi przyznane w ramach konkursu ogloszonego przez
dr. hab. P. Pokarowskiego, kierownika grantu OPUS z NCN, 2015/17/B/ST6/01878, pt. ,,SO-
Snet: oszczedne modelowanie i predykcja dla danych wysokiego wymiaru”. Stypendium byto
realizowane od 10.2017 do 09.2018 na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwer-
sytetu Warszawskiego. W jego wyniku powstata publikacja [A1],

2. staz podoktorski FUGA 2014/12/S/ST1/00344, ,Regresja rangowa i U-procesy z kara LASSO
- selekcja cech, estymacja i nieréwnosci z wyrocznig’ zostal mi przyznany przez NCN. Bylem
jego kierownikiem, a opiekunem naukowym byl prof. dr hab. W. Niemiro. Staz odbylem na
Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego od 10.2014 do
09.2016. W jego wyniku powstaly trzy publikacje [A5, A6, AT],

3. w sierpniu 2015r. przebywalem na tygodniowej wizycie naukowej na zaproszenie prof. Luoginga

Li na Uniwersytecie Hubei w Wuhan (Chiny). W wyniku tej wizyty powstata publikacja [B9],

4. wspélpraca z prof. dr hab. Malgorzata Bogdan (Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet
Wroctawski): wspélna publikacja [A2],

5. wspélpraca z dr. hab. Konradem Furmanczykiem, prof. SGGW (Instytut Informatyki Technicz-
nej, Szkola Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego): dwie wspélne publikacje [A3, A4],

6. wspolpraca z dr. hab. Blazejem Miasojedowem, prof. UW (Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski), m.in. wspélne publikacje [B3, B5, B7],

7. wspolpraca z dr. hab. Janem Palczewskim (School of Mathematics, University of Leeds, Wielka

Brytania): dwie wspélne publikacje [B5, B7],

8. wspolpraca z dr. Adamem Doskoczem (Wydzial Geoinzynierii, Uniwersytet Warminsko-Mazurski):

dwie wspélne publikacje [B6, B11]
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6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz

6.1

6.2

popularyzujacych nauke

Dzialalnos¢ dydaktyczna

promotor pomocniczy rozprawy mgr. Patryka Truszczynskiego pt. ,,Estymacja indeksu ogona
dystrybuanty metoda kwantyli blokowych”, Wydzial Matematyki i Informatyki UMK, promotor:
prof. dr hab. Adam Jakubowski,

promotor pomocniczy rozprawy mgr. Patryka Krasuskiego, Szkola Doktorska Nauk Scistych

i Przyrodniczych UMK, promotor: dr hab. Aleksander Zaigrajew, prof. UMK

prowadzacy seminarium dyplomowe dla 3 roku matematyki i ekonomii (opiekun 8 prac dyplo-
mowych w 2013, 8 prac w 2014 oraz 5 prac w 2017) na Wydziale Matematyki i Informatyki
UMK w Toruniu,

prowadzenie wyktadéw na studiach doktoranckich w Szkole Doktorskiej Nauk Scistych i Przy-
rodniczych UMK oraz Academii Copernicana na UMK,

prowadzenie wyktadéw oraz é¢wiczen na studiach licencjackich i magisterskich na UMK (Wydzial
Matematyki i Informatyki, Wydzial Chemii, Wydzial Nauk o Ziemi i Gospodarki Przestrzennej,
Wydzial Filozofii i Nauk Spotecznych), Wyzszej Szkole Bankowej w Toruniu (Wydzial Finanséw
i Zarzadzania) oraz UWM (Wydzial Matematyki i Informatyki, Wydzial Medycyny Weteryna-
ryjnej, Wydziat Nauk Technicznych, Wydzial Nauki o Zywnoéci), m.in. ze statystyki matema-
tycznej, biostatystyki, uczenia maszynowego, analizy danych, analizy matematycznej, rachunku

prawdopodobienstwa

Dzialalno$é organizacyjna

cztonek Komisji Statystyki Komitetu Matematytki PAN od 2020 r.

cztonek Komitetu Organizacyjnego XLIV Konferencji ,,Statystyka Matematyczna”, 02-07.12.2018,
Bedlewo

udzial w pracach nad tworzeniem nowego kierunku studidow: ,matematyka stosowana” na Wy-
dziale Matematyki i Informatyki UMK, 2016 r.

cztonek Jury Konkursu PTM na najlepsza prace studencka z teorii prawdopodobienstwa i za-

stosowan matematyki - 2020 r.

czlonek komisji konkursu na stypendium badawcze dla doktoranta w grancie BEETHOVEN
z NCN, 2018/31/G/ST1/02252, ,, Analiza wrazliwosci dla operatoréw nielokalnych z zastosowa-
niami do proceséw skokowych”, kierownik prof. K. Bogdan - lipiec 2020r.

7 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze i inna dzialalnosé

7.1

1.

Granty i projekty badawcze (niewymienione wczesniej)

wykonawca w grancie OPUS z NCN, 2018/31/B/ST1/00253, ,,Metody obliczeniowe dla wyso-
kowymiarowego uczenia statystycznego”, 2019-2023 (w realizacji), kierownik: dr hab. B. Miaso-

jedow
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7.2

7.3

. wykonawca w granciec OPUS z NCN, N N201 608740, ,,Asymptotic properties and inequalities

for MCMC estimators”, 2011-2014, kierownik: prof. dr hab. W. Niemiro

gtéwny wykonawca w grancie promotorskim MNiSW N N201 391237 ,,Statystyczne modele reg-
resji rangowej” na realizacje pracy doktorskiej 2009-2011, kierownik: prof. dr hab. W. Niemiro

. kierownik projektu ”Stypendia dla doktorantéw 2008/2009 - ZPORR”.

Nagrody i wyréznienia
indywidualna nagroda rektora UMK drugiego stopnia za osiagniecia naukowe w 2020r.,

gléwna nagroda (ex aequo) w konkursie na najlepszy referat wéréd mlodych matematykow
w czasie XL Konferencji Zastosowan Matematyki, 30.08-06.09.2011, Zakopane,

obronienie z wyrdznieniem rozprawy doktorskiej pt. ,Statystyczne modele regresji rangowe;j”,
09.03.2011, Torun,

gltéwna nagroda w konkursie na najlepszy referat wéréd mlodych matematykéw w czasie ”The
international conference on trends and perspectives in linear statistical inference Linstat’2008”

i wygloszenie plenarnego wykladu na nastepnej konferencji tego cyklu - LinStat2010,

Inna dzialalnosé

Poza referatami przedstawionymi w ,Wykazie osiagnie¢ naukowych albo artystycznych, stano-
wiacych znaczny wklad w rozwdj okreslonej dyscypliny” wyglositem réwniez referaty na semi-
nariach naukowych:

- Instytutu Matematycznego PAN,

- Instytutu Podstaw Informatyki PAN,

- Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski,

- Wydzialu Matematyki, Politechnika Wroctawskia,

- Instytutu Matematycznego, Uniwersytet Wroctawski,

- Instytutu Matematyki, Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej w Lublinie,

- Wydzialu Matematyki i Statystyki, Uniwesytet Hubei, Wuhan (Chiny),

- Wydzialu Matematyki i Statystyki, Uniwersytet Rolniczy Huazhong, Wuhan (Chiny),

- Katedry Geodezji Szczegotowej, Wydzial Geodezji i Gospodarki Przestrzennej, Uniwersytet

Warminsko-Mazurskiego w Olsztynie
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