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87-100 Torun

Whiosek

z dnia 24 czerwca 2020 r.

o przeprowadzenie postgpowania w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego
w dziedzinie nauk écislych i przyrodniczych w dyscyplinie' matematyka.

Okreslenie osiagnigcia naukowego bedacego podstawa ubiegania si¢ o nadanie stopnia doktora
habilitowanego
Oszacowania dla uporzadkowanych funkcjonalow statystycznych pochodzacych
z nieparametrycznych rodzin rozkladow

Whnioskuje — na podstawie art. 221 ust. 10 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wyzszym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 ze zm.) — aby komisja habilitacyjna podejmowata
uchwale w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego w glosowaniu tajaym/jawnym*>

Zostalem poinformowany, zZe:

Administratorem w odniesieniu do danych osobowych pozyskanych w ramach postepowania w
sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego jest Przewodniczqcy Rady Doskonalosci
Naukowej z siedzibq w Warszawie (pl. Defilad 1, XX1V pietro, 00-901 Warszawa).

Kontakt za posrednictwem e-mail. kancelaria@rdn.gov.pl , tel. 22 656 60 98 lub w siedzibie
organu. Dane osobowe bedq przetwarzane w oparciu o przestanke wskazang w art, 6 ust. 1 lit,
¢) Rozporzqdzenia UE 2016/679 z dnia z dnia 27 kwietnia 2016 r. w zwiqzku z art. 220 - 221
oraz art. 232 — 240 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce,
w celu przeprowadzenie postepowania o nadanie stopnia doktora habilitowanego oraz
realizacii praw i obowiqzkow oraz Srodlkéw odwolawczych przewidzianych w  tym
postepowaniu.

Szczegolowa informacja na temat przetwarzania danych osobowych w postepowaniu dostepna
Jest na stronie www.rdn.gov.pl/klauzula-informacyjna-rodo.html

j g (poapis wnioskodawcy)

! Klasyfikacja dziedzin i dyscyplin wg. rozporzadzenia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego z dnia

20 wrzeénia 2018 r. w sprawie dziedzin nauki i dyscyplin naukowych oraz dyscyplin w zakresie sztuki (Dz. U. z
2018 r. poz. 1818).

? % Niepotrzebne skreslié
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Zataczniki:
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7.
8.
9.

Dane wnioskodawcy.

Kopia dokumentu potwierdzajgcego posiadanie stopnia doktora.

Autoreferat.

Wykaz osiagnig¢ naukowych albo artystycznych, stanowiacych znaczny wktad
w rozwoj okreslonej dyscypliny.

Kopie prac wchodzacych w sklad osiagnigcia naukowego.

Kopia dokumentu potwierdzajaca otrzymanie stypendium (stazu) naukowego w Aachen,
Niemcy.

Kopia dokumentu potwierdzajaca otrzymanie grantu nr 2011/01/D/ST1/04172.
Kopia dokumentu potwierdzajaca otrzymanie grantu nr N201 044 31/3695.
Oswiadczenia wspotautordw prac [Al], [A4], [A6], [AT].

10. Wersja elektroniczna wniosku i zalacznikéw wymienionych w punktach 1-9.



Agnieszka Goroncy 24 czerwca 2020 1.
Wydzial Matematyki i Informatyki Zalacznik 4.
Uniwersytet Mikotaja Kopernika

ul. Chopina 12/18

87-100 Torun

Wykaz osiggnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny

wklad w rozwdj okreslonej dyscypliny

I INFORMACJA O OSIAGNIECIACH NAUKOWYCH ALBO ARTYSTYCZNYCH,
O KTORYCH MOWA W ART. 219 UST. 1. PKT 2 USTAWY

Jako osiagniecie naukowe, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, niniejszym wskazuje cykl

powiazanych tematycznie artykutow naukowych pod wspoélnym tytutem

OSZACOWANIA DLA UPORZADKOWANYCH FUNKCJONALOW
STATYSTYCZNYCH POCHODZACYCH
Z NIEPARAMETRYCZNYCH RODZIN ROZKLADOW

Publikacje wchodzace w sklad osiggniecia

[A1] Bieniek, M., GORONCY, A. (2020), Sharp lower bounds on expectations of
gOS based on DGFR distributions, Stat. Papers 61:3, 1027—1042.
IF JCR: 1.345, Punktacja: 100
Wktad wtasny w powstanie tej pracy polegal na postawieniu problemu osza-
cowan dolnych dla uogélnionych statystyk pozycyjnych w réznych klasach roz-
ktadéw, sformutowaniu i udowodnieniu Lemma 1, sprawdzeniu prawdziwosci
Proposition 2 jako rozszerzenia Proposition 1 z pracy Danielak i Rychlika
(2004), Sharp bounds for expectations of spacings from decreasing density
and failure rate families. Appl. Math. (Warsaw) 31, 369—395, sformutowaniu
i udowodnieniu Proposition 3, wykonaniu szczegétowych rachunkéow w Pod-
rozdziale 3.1, wykonaniu obliczenn numerycznych zamieszczonych w Rozdziale
4 (Table 1,2,3) i sformutowaniu konkluzji z nich wynikajacych, a takze opra-
cowaniu koncepcji i uktadu pracy oraz przygotowaniu manuskryptu.

[A2] GORONCY, A. (2020), On the upper bounds on expectations of gOSs based
on DFR and DFRA distributions, Statistics, 54:2, 402—414.
IF JCR: 0.675, Punktacja: 70

Jestem jedynym autorem tej pracy.
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[A3]

[A4]

[AG]

[AT]

GORONCY, A. (2019), Optimal upper bounds on expected kth record values
from IGFR distributions, Statistics, 53:5, 1012—1036.
IF JCR: 0.675, Punktacja: 70

Jestem jedynym autorem tej pracy.

GORONCY, A., Rychlik T. (2018), Refined solution to upper bound problem
for the expectations of order statistics from decreasing density on the average
distributions, Comm. Statist.-Theory Meth., 47:16, 4029—4041.

IF JCR: 0.424, Punktacja: 15

Wktad wlasny w powstanie tej pracy polegal na sformutowaniu i udowod-
nieniu Lemma 1, 2, udowodnieniu gtéwnego wyniku (Theorem 2), a takze
opracowaniu koncepcji i uktadu pracy oraz przygotowaniu wstepnej wersji

manuskryptu.

GORONCY, A. (2017), Upper non-positive bounds on expectations of genera-
lized order statistics from DD and DDA populations, Comm. Statist.- Theory
Meth., 46:24, 1197211987

IF JCR: 0.353, Punktacja: 15

Jestem jedynym autorem tej pracy.

GORONCY, A., Rychlik T. (2016), Evaluations of expectations of order sta-
tistics and spacings based on IFR distributions, Metrika 79:6, 635—657.

IF JCR: 0.637, Punktacja: 15

Wktad wlasny w powstanie tej pracy polegal na wyznaczeniu oszacowan dla
wartosci oczekiwanych statystyk pozycyjnych oraz spacji w przypadku rzutu
postaci l-h-c¢ (Proposition 2, 4), wyznaczeniu postaci rzutu przy szczegdlnej
modyfikacji gtownych zatozen (Proposition 6) i wykorzystaniu jej do oszaco-
wania wartosci oczekiwanej ostatnich spacji (Proposition 7), a takze wykona-
niu obliczen numerycznych (Table 1,2), opracowaniu koncepcji i uktadu pracy
oraz przygotowaniu ostatecznej wersji manuskryptu (poza ostatnim rozdzia-

tem).

GORONCY, A., Rychlik T. (2015), Optimal bounds on expectations of order
statistics and spacings from nonparametric families of distributions generated
by convex transform order, Metrika, 78:2, 175—204.

IF JCR: 0.595, Punktacja: 20

Wktad wtasny w powstanie tej pracy polegal na sformutowaniu i udowodnie-
niu wynikéw dotyczacych analitycznej postaci rzutu (Proposition 1) oraz udo-
wodnieniu wynikéw dla konkretnych przypadkow statystyk pozycyjnych oraz
spacji, a takze wykonaniu obliczen numerycznych (Table 1,2), opracowaniu

koncepcji i uktadu pracy oraz przygotowaniu ostatecznej wersji manuskryptu.



[A8] GORONCY, A. (2014), Bounds on expected generalized order statistics, Sta-
tistics, 48:3, 593—608.
IF JCR: 0.532, Punktacja: 30

Jestem jedynym autorem tej pracy.

II INFORMACJA O AKTYWNOSCI NAUKOWEJ ALBO ARTYSTYCZNEJ]

1 Wykaz opublikowanych artykuléw w czasopismach naukowych.

Pozostalte osiggniecia naukowo-badawcze, niewchodzace w sktad ww. osiggnie-

cia stanowi 16 artykutéw naukowych.

[B1]

[B2]

[B4]

[C2]

Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora

GORONCY, A. (2009), Lower bounds on positive L-statistics, Comm.
Statist.- Theory Meth., 38:12, 1989—2002.
IF JCR: 0.406, Punktacja: 10

GORONCY, A., Rychlik, T., (2009), Lower bounds on spacings based on
with-replacement model, Comm. Statist.- Theory Meth., 38:12, 1982—1988.
IF JCR: 0.406, Punktacja: 10

GORONCY, A., Rychlik, T., (2008), Lower bounds on expectations of
positive L-statistics from without-replacement models, J. Statist. Plann.
Inference, 138, 3647—3659.

IF JCR: 0.679, Punktacja: 10

GORONCY, A., Rychlik, T., (2006), Lower bounds on expectations of
positive L-statistics based on samples drawn with replacement, Statistics,
40, 389—408.

IF JCR: 0.461

GORONCY, A., Rychlik, T., (2006), How deviant can you be? The com-
plete solution. Math. Inequal. Appl., 9, 633—647.

IF JCR: 0.341

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora

Dembinska, A., GORONCY, A. (2020), Moments of order statistics from
DNID discrete random variables with application in reliability, J. Comput.
Appl. Math., 371, 112703.

IF JCR: 1.883, Punktacja: 100

Blumroeder, J.S., Burova, N., Winter, S., GORONCY, A., Hobson, P.R.,
Shegolev, A., Dobrynin, D., Amosova, 1., Ilina, O., Parinova, T., Volkov,
A., Graebener, U.F., Ibisch, P.L. (2019): Ecological effects of clearcutting



practices in a boreal forest (Arkhangelsk Region, Russian Federation)
both with and without FSC certification, Fcol. Indic. 106, 105461—1—16.
IF JCR: 4.490, Punktacja: 140

[C3] Laszewska, K., GORONCY, A., Weber, P.; Pracki, T., Tafil-Klawe, M.,
Pracka, D., Ztomanczuk, P. (2018). Daytime acute non-visual alerting
response in brain activity occurs as a result of short- and long-wavelengths
of light. J. Psychophysiol., 32:4, 202—226.

IF JCR: 1.000, Punktacja: 25

[C4] Laszewska K., Pracki T., Weber, P., GORONCY, A., Tafil-Klawe M.,
Ztomanczuk P.; Pracka D., (2018), Influence of the spectral quality of
light on daytime alertness levels in humans, Adv. Cogn. Psychol., 14:4
192—208.

IF JCR: 1.432, Punktacja: 20

[C5] Dembinska, A., GORONCY, A., (2018), On moments of discrete order
statistics with applications in reliability. In: 18th International Summer
Conference on Probability and Statistics (ISCPS ’18): Workshop on Bran-
ching Processes and Applications; Workshop on Biostatistics; Seminar on
Statistical Data Analysis, Pomorie, Bulgaria, 25-30 June 2018: conferen-
ce proceedings and abstracts, ed. by E. Stoimenova and M. Slavtchova-
Bojkova, 32—35.

[C6] GORONCY, A., Rychlik, T., (2015), Bounds on the expected differences
of consecutive order statistics based on the increasing failure rate sam-
ples. In: The Ninth International Conference on Mathematical Methods
in Reliability, Tokyo, Japan, on June 1 — 4, 2015, 1—6.

[C7] GORONCY, A., Rychlik, T., (2013), Optimal bounds on expectations
of order statistics based on increasing density and failure rate samples.
In: The 8th International Conference on Mathematical Methods In Re-
liability: Theory Methods and Applications, 1-4 July 2013, Proceedings
(N. Balakrishnan, M. Finkelstein, T. de Wet, red.), Stellenbosch, South
Africa, 259—262.

[C8] GORONCY, A., Kamps, U. (2013), Random convex combinations of m-
generalized order statistics, Comm. Statist.- Theory Meth., 42:17, 3076—3084.
IF JCR: 0.284, Punktacja: 15

[C9] GORONCY, A., Kamps, U. (2012), Relations for m-generalized order
statistics via an Opial-type inequality. J. Statist. Plann. Inference, 142,
1457—1463.

IF JCR: 0.713, Punktacja: 20

[C10] GORONCY, A. (2012), Bounds for linear functionals on monotone func-
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[C11]

tions in LP-spaces, Math. Inequal. Appl., 15, 107—116.

IF JCR: 0.588, Punktacja: 25

GORONCY, A., Rychlik, T., (2011), Lower bounds on the expectations
of upper record values. J. Statist. Plann. Inference, 141, 2726—2737.
IF JCR: 0.716, Punktacja: 20

2 Informacja o wystgpieniach na krajowych lub miedzynarodowych

konferencjach naukowych lub artystycznych.

[R1]

[R5]

[R6]

Wystgpienia zgloszone na konferencje naukowe

przed uzyskaniem stopnia doktora

XXXV Ogélnopolska Konferencja Naukowo-Szkoleniowa Zastosowarn Ma-
tematyki, referat pt. ,,Oszacowania dla spacji z proby losowanej ze zwra-

caniem”, 11-19 wrzeénia 2007 r., Zakopane.

Mathematical Methods in Reliability (MMR), referat pt. ,Optimal bounds
on expectations of L-statistics based on without replacement model”,
1-4 lipca 2007 r., Glasgow, Szkocja.

Ordered Statistical Data & Inequalities: Theory and Applications, referat
pt. ,,Lower bounds on positive L-statistics based on continuous models”,

12-14 czerwca 2007 r., Amman, Jordania.

XXXII Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Optymalne
oszacowania L-statystyk opartych na modelu losowania bez powtérzen”,
4-8 grudnia 2006 r., Wista.

XXXI Konferencja ,,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Oszacowania
wartodci oczekiwanych L-statystyk opartych na modelu losowania z po-

wtorzeniami”, 5-9 grudnia 2005 r., Wista.

Ordered Statistical Data: Approximations, Bounds and Characterizations,
referat pt. ,,Lower bounds on some positive L-statistics based on drawing

with replacement models”, 15-18 czerwca 2005 r., Izmir, Turcja.

XXX Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Optymalne

deterministyczne oszacowania L-statystyk”, 6-10 grudnia 2004 r., Wista.



[R8]

[R10]

[R11]

[R12]

R13]

[R14]

[R15]

Wystapienia na konferencjach naukowych

po uzyskaniu stopnia doktora

Wyktady zaproszone
The 18th Conference of the Applied Stochastic Models and Data Analy-

sis International Society, referat zaproszony pt. ,Expected lifetimes of
coherent systems with DNID components” w sesji Order statistics with
applications in reliability, 11-14 czerwca 2019 r., Florencja, Wtochy.
Ordered Data Analysis, Models and Health Research Methods: An Inter-
national Conference in Honor of H.N. Nagaraja for His 60th Birthday,
referat zaproszony pt. ,,Optimal bounds on expectations of order stati-
stics and spacings based on increasing density samples” w sesji Bounds
and Inequalities for Ordered Data, 7 - 9 marca 2014 r., University of Texas
at Dallas, Richardson, USA.

First German-Polish Joint Conference on Probability Theory and Mathe-
matical Statistics, referat zaproszony pt. ,Evaluation of expected order
statistics from restricted families” w sesji Models for Ordered Data, 6-9
czerwca 2013 r., Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu.

1st Conference of the International Society for NonParametric Statistics,

referat zaproszony pt. ,Bounds on expected generalized order statistics”,
15-19 czerwca 2012 r., Chalkidiki, Grecja.

International Conference on Advances in Probability and Statistics — The-
ory and Applications: A Celebration of N. Balakrishnan’s 30 years of
Contributions to Statistics, referat zaproszony pt. ,Bounds on L-statistics

from discrete models”, 28-31 grudnia 2011 r., Hongkong.

Wyktady zgloszone
XLV Konferencja ,Statystyka Matematyczna” (XLV Conference on Ma-

thematical Statistics), referat pt. ,Gérne oszacowania uogélnionych staty-
styk pozycyjnych z rozktadéw o rosnacej uogélnionej intensywnosci awa-
rii”, 2-6 grudnia 2019 r., Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze
IM PAN w Bedlewie.

Ordered Statistical Data (OSD 2019) meeting, spotkanie grupy badaw-
czej, referat pt. ,Bounds on GOSs: open problems”, 13-17 maja 2019 r.,
Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.
XLIV Konferencja ,Statystyka Matematyczna” (XLIV Conference on Ma-
thematical Statistics), referat pt. ,Moments of discrete lifetimes of reliabi-
lity systems with DNID components”, 3-7 grudnia 2018 r., Matematyczne
Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.
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[R16]

[R17]

R18]

[R19]

[R20]

[R21]

[R22]

[R23]

[R24]

[R25]

International Conference on Trends and Perspectives in Linear Statistical
Inference (LinStat’2018), referat pt. ,,Expected lifetimes of reliability sys-
tems with dependent and nonhomogeneous components” w organizowanej
przeze mnie sesji Ordered Statistics, 20-24 sierpnia 2018 r., Matematyczne

Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

18th International Summer Conference on Probability and Statistics
(ISCPS’18), referat pt. ,On moments of discrete order statistics with

applications in reliability”, 25-30 czerwca 2018 r., Pomorie, Bulgaria.

XLIII Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Oszacowania
wartodci oczekiwanych k-tych rekordow z rozktadéw o rosnacej uogdlnio-
nej intensywnosci awarii”, 4-8 grudnia 2017 r., Matematyczne Centrum

Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

10th International Conference on Mathematical Methods in Reliability
(MMR 2017), referat pt. ,Lower bounds on expected generalized order
statistics from DD and DFR distributions with applications in reliabili-
ty”, 3-6 lipca 2017 r., Grenoble, Francja.

Ordered Statistical Data (OSD 2017) meeting, spotkanie grupy badaw-
czej, referat pt. ,Bounds on record values from restricted families of di-
stributions: open problems”, 29 maja - 02 czerwca 2017 r., Matematyczne

Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

3rd International Conference on Advances in Statistics, referat pt. ,,Sharp
lower bounds on expectations of GOS based on DGFR distributions”, 28-
30 kwietnia 2017 r., Helsinki, Finlandia.

XLII Konferencja ,,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Lower bounds
on expectations of generalized order statistics from restricted families of
distributions”, 27 listopada - 02 grudnia 2016 r., Matematyczne Centrum
Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

12th International Conference on Ordered Statistical Data (OSD 2016),
referat pt. ,Upper non-positive bounds on expectations of generalized
order statistics from decreasing density populations”, 25-28 maja 2016 r.,
University of Pireus, Grecja.

XLI Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Goérne niedo-
datnie oszacowania wartos$ci oczekiwanych uogélnionych statystyk pozy-
cyjnych z rozktadéw DD i DFR”, 06-11 grudnia 2015 r., Matematyczne
Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

Ordered Statistical Data (OSD 2015) meeting, spotkanie grupy badawczej,
referat pt. ,,Ordered random variables: random convex combinations and

distributional characterizations: open problems”, 20-25 wrzesnia 2015 r.,
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[R26]

[R27]

[R28]

[R29]

[R30]

R31]

[R32]

[R33]

[R34]

Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

The Ninth International Conference on Mathematical Methods in Relia-
bility (MMR 2015), referat pt. ,Bounds on the expected differences of
consecutive order statistics based on the increasing failure rate samples”,

1-4 czerwca 2015 r., Uniwersytet Tsukuba w Tokio, Japonia.

XL Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,Oszacowania
wartosci oczekiwanych statystyk pozycyjnych i spacji w modelach z rosna-
ca intensywnoscig awarii”, 30 listopada - 05 grudnia 2014, Matematyczne

Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.
11th International Conference on Ordered Statistical Data (OSD 2014),

referat pt. ,,Optimal bounds on expectations of order statistics and spa-
cings based on the ID distributions”, 2-6 czerwca 2014 r., Matematyczne

Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.
XXXVIII Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Nierdw-

nosci dla wartosci oczekiwanych uogoélnionych statystyk pozycyjnych”,
3-7 grudnia 2012 r., Wista.

Tenth International Conference on Ordered Statistical Data and Their
Applications (OSDA), referat pt. ,Bounds on expectations of generalized
order statistics”, 23-25 maja 2012 r., Murcja, Hiszpania.

XXXVII Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,Losowe
kombinacje wypukte m-uogélnionych statystyk pozycyjnych”, 5-9 grudnia
2011 r., Wista.

Ordered Statistical Data and Their Applications (OSDA ), referat pt. ,,Lo-
wer bounds on record values”, 11-13 lipca 2010 r., Zagazig, Egipt.
XXXV Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,Dolne osza-
cowania wartosci rekordowych”, 7-11 grudnia 2009 r., Wista.

XXXIII Konferencja ,Statystyka Matematyczna”, referat pt. ,,Optymalne

oszacowania wartosci oczekiwanych L-statystyk w modelu ciggtym”,
3-7 grudnia 2007 r., Wista.

3 Informacja o udziale w komitetach organizacyjnych i naukowych

konferencji krajowych lub miedzynarodowych.

1.

ii.

Cztonkini Komitetu Organizacyjnego spotkania grupy badawczej Ordered
Statistical Data (OSD 2019) meeting, 13-17 maja 2019 r., Matematyczne
Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

Cztonkini Komitetu Organizacyjnego XLIV Konferencyi Statystyka Ma-
tematyczna (XLIV Conference on Mathematical Statistics), 3-7 grudnia



2018 r., Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Be-

dlewie.

iii. Organizator sesji specjalnej Ordered Statistics na konferencji Interna-
tional Conference on Trends and Perspectives in Linear Statistical In-
ference (LinStat’2018), 20-24 sierpnia 2018 r., Matematyczne Centrum
Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

iv. Cztonkini Komitetu Organizacyjnego 11th International Conference on
Ordered Statistical Data (OSD 2014), 2-6 czerwca 2014 r., Matematyczne
Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

v. Prowadzaca sesje (chair):

e Models for Ordered Data I, First German-Polish Joint Conference on
Probability Theory and Mathematical Statistics, 6-9 czerwca 2013 r.,

Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu.

e Ordered Statistics I, International Conference on Trends and Per-
spectives in Linear Statistical Inference (LinStat’2018), 20-24 sierpnia
2018 r., Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN
w Bedlewie.

4 Informacja o uczestnictwie w pracach zespotéw badawczych reali-
zujacych projekty finansowane w drodze konkurséw krajowych lub

zagranicznych.

Projekty realizowane przed uzyskaniem stopnia doktora

i. Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, grant promotorski nr N201
044 31/3695 pt. Oszacowania dolne dodatnich funkcjonaléw statystycz-
nych - gtéwny wykonawca, kierownik: prof. dr hab. Tomasz Rychlik, 2006
- 2007.

Projekty realizowane po uzyskaniu stopnia doktora

ii. Grant Narodowego Centrum Nauki nr 2015/19/B/ST1/03100 (Opus 10)
pt. Uporzgdkowane zmienne losowe stosowane w statystyce i teorii nieza-
wodnosci - wykonawca, kierownik: prof. dr hab. Tomasz Rychlik, 10.06.2016 r.—
09.07.2019 r.

iii. Grant Narodowego Centrum Nauki nr 2011/01/D/ST1/04172 (Sonata
1) pt. Oszacowania wartosci oczekiwanych uporzgdkowanych zmiennych
losowych - kierownik i gtéwny wykonawca, 01.12.2011 r. — 30.11.2015 r.

iv. Stypendium badawcze postdoc w Institute of Statistics, RWTH Aachen,
Niemcy, przyznane przez Deutscher Akademischer Austausch Dienst (DA-



AD): Bounds on generalized order statistics - gtéwny wykonawca pod
kierunkiem prof. Udo Kampsa, 01.09.2010 r. — 31.01.2011 r.

5 Informacja o odbytych stazach w instytucjach naukowych lub arty-

stycznych.

Stypendium badawcze postdoc

Stypendium badawcze postdoc (wspomniane w II(4)iv) zostalo przyznane
przez Deutscher Akademischer Austausch Dienst (DAAD) w roku 2010, reali-
zowane byto w Institute of Statistics, RWTH Aachen, Niemcy, pod kierunkiem

prof. Udo Kampsa, prekursora idei uogélnionych statystyk pozycyjnych. Te-

matyka badan dotyczyta oszacowan dla uogélnionych statystyk pozycyjnych:

Bounds on generalized order statistics. Stypendium realizowane byto w okre-
sie 01.09.2010 r. — 31.01.2011 r. W wyniku wspoétpracy z prof. Udo Kampsem
powstaly dwie publikacje naukowe ([C8], [C9]).

6 Informacja o recenzowanych pracach naukowych lub artystycznych,

w szczegolnosci publikowanych w czasopismach miedzynarodowych.

1.

ii.

1il.

1v.

Recenzent artykuléw naukowych dla nastepujacych czasopism miedzyna-
rodowych: Statistics, Statistics and Probability Letters, Communications
in Statistics: Simulation and Computation, Communications in Statistics:
Theory and Methods, Probability and Mathematical Statistics.

Recenzent AMS Mathematical Reviews/MathSciNet.

Recenzent pracy nadestanej na konferencje 13th Annual Meeting of the
Bulgarian Section of SIAM, 2018 r.

Recenzent dwudziestu prac dyplomowych (11 licencjackich i 9 magister-
skich) na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK.

7 Informacja o udziale w zespotach badawczych, realizujacych projek-

ty inne niz okreslone w pkt. I1.4.

1.

ii.

1il.

Gléwny wykonawca projektu badawczego pt. Biostatistical Analysis of
data from the forest in the Oblast Arkhangelsk in Russia (FSC' impact
study) nr 21240951, realizowanego dla WWEF Deutschland (Berlin, Niem-
cy), 2018 r.

Glowny wykonawca w grancie Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w To-
runiu nr 400-M pt. Wykorzystanie narzedzi informatycznych do uzyska-
nia optymalnych oszacowan funkcjonatow statystycznych., 03.2010 r. —
12.2010 r.

Czlonek Centrum Badan Zmian Klimatu (Centre for Climate Change
Research), Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu (od 1.12.2019 r.).
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8 Informacja o uczestnictwie w zespotach oceniajacych wnioski o fi-
nansowanie badan, wnioski o przyznanie nagréd naukowych, wnio-
ski w innych konkursach majacych charakter naukowy lub dydak-
tyczny.

Czlonkini jury konkursu dla mtodych statystykow organizowanego podczas
XLV Konferencji ,Statystyka Matematyczna””, 2-6 grudnia 2019 r.

III INFORMACJA O WSPOLPRACY Z OTOCZENIEM SPOLECZNYM I GOSPO-
DARCZYM

1. Informacja o wspoélpracy z sektorem gospodarczym.
Wspbélpraca z WWF Deutschland (Berlin, Niemcy), w szczegdlnosci z prof.
Susanne Winter w 2018 r. w ramach projektu badawczego pt. Biostatistical
Analysis of data from the forest in the Oblast Arkhangelsk in Russia (FSC
impact study) nr 21240951 (wspomniany w II(7)i). Wspotpraca ta obejmo-
wala statystyczna analize danych w ekologii, w jej wyniku powstata wspélna
publikacja naukowa ([C2]).

2. Informacja o wykonanych ekspertyzach lub innych opracowaniach
wykonanych na zamoéwienie instytucji publicznych lub przedsiebior-
cow.

i. Wykonanie ekspertyzy statystycznej na zlecenie firmy KRONOSPAN Mie-
lec sp. z 0.0.: Szacowanie emisji pytu, H2CO, NH3, NO2 oraz CO na pod-
stawie danych dostarczonych przez firme KRONOSPAN Mielec Sp. z o.0.,
sierpien 2019 r. Ekspertyza miata na celu weryfikacje i doktadna analize
statystyczng modeli regresji zaproponowanych przez firme do oszacowania

emisji poszczegdlnych parametréow z dwoch emitoréow do srodowiska.

ii. Przygotowanie szkolenia zdalnego Podstawy PS IMAGO PRO na zlece-
nie firmy Predictive Solutions Sp. z 0.0. (wczes$niej SPSS Polska), kwiecien-
maj 2020 r.

IV INFORMACJE NAUKOMETRYCZNE

Researcher ID: H-4376-2011
ORCID: 0000-0002-3288-1530
Scopus author ID: 14119877300

1. Informacja o punktacji Impact Factor.

Sumaryczny Impact Factor (IF) wszystkich publikacji naukowych wedtug listy
Journal Citation Reports (JCR), zgodnie z rokiem opublikowania (w przypad-
ku publikacji z lat 2019-2020 zastosowano IF z roku 2018) wynosi 18.635.
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Impact Factor

Przed uzyskaniem stopnia doktora | Po uzyskaniu stopnia doktora || Lacznie

2.293 16.342 18.635

2. Informacja o liczbie cytowan publikacji wnioskodawcy, z oddzielnym uwzgled-

nieniem autocytowar.
Liczba cytowan:
e wg bazy Web of Science: T1 (bez autocytowai: 35),
e wg bazy Scopus: T8 (bez autocytowain: 42).
3. Informacja o posiadanym indeksie Hirscha.

Indeks Hirscha wg bazy Web of Science oraz wg bazy Scopus: 6.

4. Informacja o liczbie punktow MNiSW.

Sumaryczna liczba punktéw wedlug Listy MNiSW wszystkich publikacji na-
ukowych, zgodnie z rokiem opublikowania wynosi 250 dla publikacji z lat
2008-2018 oraz 480 dla publikacji z lat 2019-2020.

Liczba punktow

Kategoria do 2018 || 2019-2020
Przed uzyskaniem stopnia doktora 30 -

Po uzyskaniu stopnia doktora 220 480
Lacznie 250 480

o b punn
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tycznie artykutéw naukowych pod wspélnym tytutem

OSZACOWANIA DLA UPORZADKOWANYCH FUNKCJONALOW
STATYSTYCZNYCH POCHODZACYCH
Z NIEPARAMETRYCZNYCH RODZIN ROZKEADOW

Publikacje wchodzace w sktad osiggniecia

[A1] Bieniek, M., GORONCY, A. (2020), Sharp lower bounds on expectations of gOS based
on DGFR distributions, Stat. Papers, 61:3, 1027—1042.

[A2] GORONCY, A. (2020), On the upper bounds on expectations of gOSs based on DFR
and DFRA distributions, Statistics, 54:2, 402—A414.

[A3] GORONCY, A. (2019), Optimal upper bounds on expected kth record values from IGFR
distributions, Statistics, 53:5, 1012—1036.

[A4] GORONCY, A., Rychlik T. (2018), Refined solution to upper bound problem for the
expectations of order statistics from decreasing density on the average distributions,
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[A8] GORONCY, A. (2014), Bounds on expected generalized order statistics, Statistics, 48:3,
593—608.

4.1 Wprowadzenie

Badania dotyczace optymalnych oszacowan dla momentow uporzadkowanych zmiennych loso-
wych maja do$¢ dtuga historie, siegajaca lat pie¢dziesigtych ubiegltego wieku. Wartosci oczeki-
wane statystyk pozycyjnych opartych na probkach niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie (w skrocie i.i.d.) byly szacowane w terminach sredniej z populacji i odchylenia

standardowego przez Morigutiego [30]. Analityczna formuta dla odpowiednich oszacowan dla



maksiméw zostala podana przez Gumbela [23] oraz Hartleya i Davida [25]. Analogiczne wy-
niki dla bardziej ogélnych jednostek skali, generowanych przez centralne absolutne momenty
réznych rzedéw zostaly wyznaczone przez Arnolda [1] dla maksiméw z probki, oraz Rychlika
[34] dla pozostatych statystyk pozycyjnych. Pierwsze optymalne oszacowania wartosci oczeki-
wanych statystyk pozycyjnych z rozkladéw o malejacej gestosci i intensywnosci awarii (DD oraz
DFR) zostaty podane przez Gajka i Rychlika [22]. Byly one przedstawione w jednostkach skali
zwigzanych z drugimi zwyklymi momentami rozktadu wyjsciowego. Dodatnie ostre oszacowania
wyrazone w terminach sredniej i odchylenia standardowego dla oczekiwanych statystyk pozy-
cyjnych i spacji z rozktadéw DD i DFR zostaly wyznaczone przez Danielak [17] oraz Danielak
i Rychlika [19], odpowiednio. Barlow i Proschan [3] oraz Barlow et al. [4] otrzymali pewnie nie-
rownosci dla L-statystyk pochodzacych z rozktadéw o malejacej usrednionej gestosci i malejacej
usrednionej intensywnosci awarii (DDA oraz DFRA), oraz ich uogdlnien (zob. réwniez Arnold
i Balakrishnan ([2], Section 3.4)). Rychlik [36] wyznaczyt doktadne gérne dodatnie oszacowania
wyrazone w terminach $redniej i odchylenia standardowego dla wartosci oczekiwanych staty-
styk pozycyjnych o wystarczajaco duzych rzedach, pochodzacych z rozkltadow DDA i DFRA.
Podobne wyniki dla spacji otrzymali Danielak i Rychlik [18]. Bieniek ([6], [9]) przedstawil ana-
logiczne oszacowania dla uogélnionych statystyk pozycyjnych opartych na populacjach DFR
i DFRA oraz DD i DDA, odpowiednio.

4.1.1 Problem badawczy

Moje badania skupione sg na wyznaczeniu optymalnych oszacowan dla réznych uprzadkowa-
nych funkcjonatow statystycznych, takich jak wartosci oczekiwane zwyktych statystyk pozycyj-
nych ([A4], [A6], [AT]), ich przyrostow czyli spacji ([A6], [AT]), wartosci rekordowych ([A3])
oraz tzw. uogélnionych statystyk pozycyjnych ([Al], [A2], [A5], [A8]), w przypadkach nadal
bedacych przedmiotem zainteresowania wielu badaczy w tym obszarze. Rozwazam zaréwno
najbardziej ogélny przypadek rozkladu wyjsciowego bez naktadania zadnych ograniczen ([A8]),
jak i przypadki, gdy dystrybuanta rozktadu bazowego populacji jest elementem pewnej rodziny
nieparametrycznych rozktadow prawdopodobienstwa, zdefiniowanych za pomoca szczegdlnych
porzadkéw, takich jak porzadek wypukty ([Al], [A2], [A3], [A5], [A6], [AT]) oraz porzadek
gwiazdzisty ([A2], [A4], [AD]). Szczegdlny nacisk potozony jest na te przypadki, w ktérych do-
brze znana metoda rzutowana nie jest wystarczajaco wydajna, badz gdy do tej pory nie byto
wiadomo jak doktadnie nalezy wyznaczy¢ szukany rzut.

Badania te dotycza réznego rodzaju oszacowan wartosci oczekiwanych uporzadkowanych
zmiennych losowych. W ogélnosci, rozwazamy zarowno oszacowania gorne jak i dolne. W obu
przypadkach mozna wyroznié¢ oszacowania niedodatnie oraz nieujemne. Co wazne, sg one uzy-
skane przy uzyciu kompletnie réznych metod. Zasadniczo, gérne dodatnie (nieujemne) i dolne
ujemne (niedodatnie) oszacowania sa otrzymywane przy uzyciu metody rzutowania, podczas

gdy gérne ujemne (niedodatnie) i dolne dodatnie (nieujemne) oszacowania otrzymujemy przy



uzyciu tak zwanej metody maksymalizacji normy. Obie te metody zostang szczegdétowo opisane
w kolejnych podrozdziatach.

Funkcjonaty statystyczne rozwazane w niniejszym badaniu, odpowiadajace wartosciom ocze-
kiwanym w réznorodnych modelach niemalejaco uporzadkowanych zmiennych losowych sa szcze-
goblnie istotne w modelowaniu i wnioskowaniu statystycznym, jak réwniez w rozmaitych zasto-
sowaniach. Statystyki pozycyjne i ich liniowe kombinacje, w szczegdlnosci spacje, sg najbardziej
popularnymi L-statystykami, ktore maja wiele zastosowan w statystyce matematycznej, anali-
zie czasOw zycia oraz teorii niezawodnosci. Reprezentujg one dtugosci zycia pewnych waznych
struktur technicznych zwanych systemami k-sposrod-n (k-out-of-n), jak réwniez kolejne czasy
awarii elementéw badanych w eksperymencie, oraz odlegtosci czasowe miedzy nimi. Rekordy
rowniez sg szeroko stosowane w roznych obszarach. Najbardziej oczywistym ich zastosowaniem
jest przewidywanie osiagnie¢ sportowych, pogody, klesk zywiotowych, ale rowniez np. szacowa-
nie i ocena odpornosci materiatow. Pierwsza wzmianka o klasycznych rekordach pochodzi od
Chandlera [14], podczas gdy k-te wartosci rekordowe zostalty wprowadzone przez Dziubdziele
i Kopocinskiego [20]. Wspominamy réwniez statystyki porzadkowe progresywnie cenzurowane
typu II, ktére pojawiaja sie¢ w eksperymentach, podczas ktorych obiekty, ktére nadal przetrwaty
sg usuwane z badania po awariach innych obiektéw, np. w badaniach medycznych dotyczacych
czasoéw zycia lub w badaniach niezawodnos$ciowych takich jak testy wytrzymatosci sprzetow.
W tego typu testach niezawodnosciowych ustalona liczba komponentéw jest w tym samym
czasie testowana i z pewnych wzgledéw decydujemy sie zakonczyé test wezesniej (np. z uwagi
na dluga zywotnos$¢ niektorych obiektéw) i przeprowadzié analize niezawodno$ci na podstawie
danych zaobserwowanych do momentu jego zakonczenia. Test konczy sie, gdy wystapi z gory
okreslona liczba awarii komponentow, a czasy awarii kazdej jednostki sa rejestrowane. Cenzuro-
wane testowanie czasu zycia, cho¢ nie jest tak wydajne jak testowanie czasu zycia na podstawie
petnej proby, zwykle jest przeprowadzane w przypadku, gdy oszczednos¢ zasobow takich jak
czas, pieniadze jest naszym priorytetem.

Wydato si¢ naturalne, ze wszystkie te modele wraz z wieloma innymi moga by¢ uogélnione
do jednego ujednoliconego modelu i to rzeczywiscie zostato dokonane przez Kampsa (patrz [27],
[28]), ktéry wprowadzit definicje uogélnionych statystyk pozycyjnych. Oczywiscie z czasem moje
pierwotne zainteresowanie dotyczace zwyktych statystyk porzadkowych rozszerzyto si¢ na inne
szczegbdlne modele uporzadkowanych zmiennych losowych, a wreszcie i na model uogélnionych
statystyk porzadkowych. Stypendium podoktorskie w Aachen, pod kierunkiem profesora Udo
Kampsa byto bardzo waznym dla mnie okresem czasu i pozwolito mi rozwina¢ to zainteresowanie
i kontynuowa¢ badania w szerszym zakresie.

7 uwagi na obszerna forme wiekszosci wynikéw przedstawionych w twierdzeniach i lema-
tach mojego osiggniecia, nie przytaczam ich wszystkich w niniejszym autoreferacie i odsytam

czytelnika do odpowiednich Zrédet.



4.1.2 Podstawowe oznaczenia i definicje

Niech U bedzie dystrybuanta standardowego rozktadu jednostajnego, zas V' oznacza dystrybu-
ante standardowego rozktadu wyktadniczego, tzn. U(x) = x, z € [0,1) oraz V(z) = 1—exp(—z),
x > 0.

WprowadZzmy najpierw definicje porzadkéw dla (absolutnie) ciggtych zmiennych losowych,
ktore bedg wazne w dalszych rozwazaniach. Przypusémy, ze zmienne losowe X i Y maja dystry-
buanty F'i W, odpowiednio. Jako aw i dy oznaczmy konce nos$nika dystrybuanty . Ponadto,
przez F~! oznaczmy (prawostronnie ciggla wersje) funkcji kwantylowej dystrybuanty F, dang
wzorem F~1(z) = sup{y : F(y) < z}.

Méwimy, ze X poprzedza Y (lub X jest mniejsze niz V) w porzedku wypuklym i piszemy
X <.Y (lub F <, W), jezeli ztozenie W' F jest funkcja wypukta na noéniku X. Warunek ten
jest réwnowazny temu, ze F 1TV jest funkcja wklesta na nosniku Y. Ten czedciowy porzadek
absolutnie ciaglych zmiennych losowych zostal zdefiniowany przez van Zweta [42].

Porzadek gwiazdzisty, ktory jest bardziej ogdlnym czesciowym porzadkiem cigglych rozkta-
dow czaséw zycia, zostal zdefiniowany przez Barlowa i Proschana [3]. Zamiast warunku wypu-
klosci, angazuje on stabszy warunek gwiazdzistosci. Méwimy, ze X nastepuje po Y (lub X jest
wicksze niz Y') w porzqdku gwiaZdzistym i piszemy X =, Y (lub F' =, W), jezeli ztozenie F~'W
jest funkcja gwiazdzista, tzn. F~1W () /x jest niemalejaca na nosniku W. Porzadek gwiazdzisty

jest niezmienniczy wzgledem skali, ale nie jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia. Aby
F='W(x) — F7'W (aw)

r — aw

to osiggnaé, rozszerzamy jego definicje i méwimy, ze F' =, W jezeli

jest niemalejaca na [aw, dw ).

Nieparametryczne rodziny rozktadoéow

Ponizej przytaczamy niektore szczegélne rodziny rozktadéw, zdefiniowanych w terminach wpro-
wadzonych wyzej porzadkéw zmiennych losowych.

Méwimy, ze F' nalezy do rodziny rozkladéw o malejgcej gestosci (decreasing density distri-
butions, F € DD), jezeli F =, U, co jest réwnowazne temu, ze F~'U = F~! jest wypukla
na [0,1). Méwimy, ze F nalezy do rodziny rozkladéw o rosngcej gestosci (increasing density
distributions, F' € ID), jezeli F' <. U, co oznacza, ze F~'U = F~! jest wklesta na [0, 1).

Rozwazmy teraz rodziny rozktadéw bedacych w porzadku wypuktym z rozktadem wyktadni-
czym. Méwimy, ze F' nalezy do rodziny rozkladéw o malejgcej intensywno$ci awarii (decreasing

failure rate distributions, F' € DFR), jezeli F' =, V| co jest réwnowazne temu, ze funkcja

hazardu
V7 IF(z) = —In(1 — F(x)) (4.1.1)
jest wklesta na nosniku F'. To implikuje, ze funkcja intensywnosé awarii (hazardu) zdefiniowana
jako
- f(x)
A =(V'F)(2) = ——— 4.1.2
@) = (VY () = s (112)



jest malejaca. Analogicznie, rodzina rozktadéw o rosngcej intensywnosci awarii (increasing fa-
ilure rate, F' € IFR) sktada si¢ z dystrybuant F' spelniajacych F' <.V, co oznacza, ze (4.1.1)
jest wypukla na nosniku F', za$ (4.1.2) jest wéwczas rosnaca.

Zauwazmy, ze skoro U <. V', to kazdy rozkltad DFR ma réwniez malejaca gestos¢, zas kazdy
rozktad ID ma réwniez rosnacg intensywno$¢ awarii.

Powyzsze rodziny rozkladéw moga by¢ uogdlnione ze wzgledu na (standaryzowane) uogol-

nione rozklady Pareto (GPD). W tym celu ustalamy « € R i definiujemy dystrybuante

1—(1—ax)*, dlaz>0gdya<0,
Wa(z) =31 —(1—ax)’*, dla0<z<Lgdya>o0, (4.1.3)
1—e™", dlax >0 gdy a =

Zauwazmy, ze jezeli a = 0, to W, = Wy =V jest standardowym rozkladem wyktadniczym, zas
dla @ = 1 mamy W, = W; = U, standardowy rozktad jednostajny.

Ogodlnie, niech W bedzie dystrybuanta o no$niku ograniczonym z dotu i rozwazmy dystry-
buanty F', ktére sa w porzadku wypuklym z W. Méwimy, ze F' ma malejgca (rosnacg) W -
uogdlniong intensywno$é awarii jezeli F =, (<.)W (patrz [5]). W szczegdlnosci, gdy W = W,
to méwimy, ze F' ma malejgcqg (rosngceg) a-uogdlniong intensywno$é awarii (lub po prostu
malejgcq/rosngcq uogdlniong intensywnosé awarii). Faktycznie, zatézmy, ze F' nastepuje po
dystrybuancie rozktadu GPD w porzadku wypuklym, tzn. F . W, co implikuje, ze ztozenie
F~'W, jest wypukte na nosniku W,. To jest réwnowazne warunkowi, ze W, ' F jest wkleste na
nosniku F'. Jezeli zalozymy absolutng cigglosé dystrybuanty F' z funkcja gestosci prawdopodo-

bienstwa f, wowczas pochodna

Yaly) = (W F) (y) = 1= F(y)* " fy) (4.1.4)

jest malejaca. Bieniek [10] wprowadzit rodzine rozkladow o malejgcej uogdlnionej intensywnosci

awarii (decreasing generalized failure rate, DGFR(a) lub DGFR) nastepujaco
DCGFR(a) = {F: F =, W}, (4.1.5)

z funkcja (4.1.4) nazywana uogélniong intensywnoscig awarii (patrz [5]). Jasne jest, ze (4.1.4)
jest iloczynem zwyklej intensywnosci awarii i pewnej potegi funkcji przezycia 1 — F', zas (4.1.2)
jest jej przypadkiem szczegdlnym dla o = 0, poniewaz Wy = V. Nastepnie, kierujac sie rozumo-
waniem Goroncy i Rychlika [A7] oraz Biefika i Szpak [12], rozwazamy analogicznie zdefiniowana

rodzine rozkladéw o rosngcej uogélnionej intensywnosci awarii (increasing generalized failure

rate, IGFR lub IGFR(«)) jako
IGFR(a) = {F : F < W,}. (4.1.6)

Rzeczywiscie, jezeli dystrybuanta F' € IGFR(«) jest ciagta z gestoscia f, to (4.1.4) jest rosnaca.



Oczywiscie, rodziny rozktadéw wprowadzone na poczatku tego podrozdziatu sg szczegdlny-
mi przypadkami rodzin uogélnionych wzgledem rozkltadow GPD (4.1.3), tzn. DFR=DGFR(0),
DD=DGFR(1), IFR=IGFR(0) oraz ID=IGFR(1).

Rozwazamy réwniez rodziny rozktadéw generowanych przez porzadek gwiazdzisty. Analo-
gicznie, zaktadajac, ze W jest dowolna dystrybuanta o no$niku ograniczonym z dotu, to relacja
F =, (<,)W definiuje rodzine rozktadéw o malejacej (rosnacej) usrednionej W-uogdélnione;j
intensywnosci awarii. W szczegélnosei, gdy W = W, to méwimy, ze F' ma malejaca (rosnaca)
usredniong a-uogdlniong intensywnos$é awarii (malejgcq/rosnacq usredniong uogdlniong inten-
sywnos¢ awarii) i oznaczamy ja jako DGFRA(a) (IGFRA(«)) lub po prostu DGFRA (IGFRA).
W szczegblnosci mowimy, ze dystrybuanta F' ma malejaca usredniong gestosé (decreasing den-
sity on the average, F' € DDA) jezeli F' =, U. Ten warunek jest stabszy niz wklestos¢ F' na
jej nosniku, ktory definiuje rodzine rozktadow DD. W obu przypadkach dopuszcza sie, ze F
ma pojedynczy atom w lewym koncu noénika ar oraz gestos¢ na prawo od ap. Analogicznie,
F ma malejgcq usredniong intensywnosé awarii (decreasing failure rate on the average, F' €
DFRA) jezeli F' ., V. Jezeli relacja porzadku gwiazdzistego jest odwrdcona, interesujace mo-
ga by¢ rodziny rozktadéw o rosnacej usrednionej gestosci (lub intensywnosci awarii), tzn. IDA
(IFRA).

W dalszej czesci bedziemy uzywaé oznaczenia F' € {DGFR, DD, DFR, itp.} zamiennie z F
jest DGFR (DD, DFR, itp.) aby wskaza¢, ktéra klasa rozktadéw jest aktualnie rozwazana.

Uogdlnione statystyki porzadkowe i inne modele uporzadkowanych zmiennych lo-

sowych

Niech n € N oraz v = (1, ..., Va) bedzie wektorem liczb dodatnich. Uporzadkowane zmienne
losowe Xgl), e ,Xff”) nazywamy uogélnionymi statystykami porzgdkowymi (pozycyjnymi) po-

chodzacymi z rozktadu o dystrybuancie F' z parametrem + jezeli
x4 p (1 — HU}”Z‘) , r=1,...,n,
i=1

gdzie Uy, ..., U, sa standardowymi jednostajnymi niezaleznymi zmiennymi losowymi (patrz
[15]). Model uogdlnionych statystyk pozycyjnych, ktéry powstat aby ujednolicié¢ wiele réznych
modeli uporzadkowanych zmiennych losowych zostal wprowadzony przez Kampsa ([27], [28])

jako przeksztatcenie kwantylowe

Y v

XM =F1(UP), 1<r<n,

gdzie Uv(l), cee UAS”) sg uogoélnionymi statystykami porzadkowymi opartymi na standardowym
rozktadzie jednostajnym i parametrze . Oryginalnie jednostajne uogoélnione statystyki porzad-
kowe zostaly zdefiniowane poprzez taczna gestoscé Uv(l)7 ceey U,g"), jednakze w niniejszej prezen-

tacji bedziemy rozwazac tylko rozktady brzegowe. Jako F, , oraz f,, oznaczamy dystrybuante



oraz odpowiadajaca jej funkcje gestosci r-tej jednostajnej uogodlnionej statystyki pozycyjnej

UW("). Gestodé ta dana jest wzorem

M T
f'y,r(x) = Cp—1- G::(r] I—x|: , 0<x <1, (417)
71—-1 e 7r“'1
gdzie ¢,_1 = ﬁ Y, 1 <r < n, zas
i=1
M T .
il IR R A
’ T
i—1-
s B p H0i=1=2)

oznacza G-funkcje Meijera z L bedacym odpowiednio dobranym konturem calkowania. Nie-
stety, w og6lnosci dla dowolnie dobranych parametréw ~y oraz r, brzegowa gesto$¢ (4.1.7) nie
ma bardziej przyjaznej reprezentacji, ktora umozliwiataby dowolnie skomplikowane obliczenia
analityczne. Skoro (4.1.7) nie zalezy od uporzadkowania parametréw ~q,...,7,, to bez straty
ogblnosci mozemy zatozyé, ze parametry modelu sg uporzadkowane w kolejnosci malejacej, tzn.
0 <7 <...< 7. Zauwazmy, ze dla pierwszej uogo6lnionej statystyki porzadkowej jej rozktad
moze by¢ latwo wyznaczony, co znacznie utatwia obliczenia. Gestosé i dystrybuanta dane sa

wowcezas wzorami

fra(@) =m(l—z)n7 (4.1.8)
Foa(@)=1-(1-2)", (4.1.9)

odpowiednio, dla 0 < x < 1.

Jak wspomniano wczesniej, uogélnione statystyki porzadkowe mieszcza w sobie rézne inte-
resujace modele uporzadkowanych zmiennych losowych, w szczegdlnosci statystyki pozycyjne,
rekordy, statystyki porzadkowe progresywnie cenzurowane typu II itp., ktorych definicje przy-
taczamy ponizej. W tym celu niech {X,,},>1 bedzie ciagiem i.i.d. zmiennych losowych z dys-
trybuantg F'.

Jezeli utozymy probke losowa Xy, ..., X, w kolejnosci niemalejacej, otrzymamy uporzad-
kowane wartosci X1, < X9, < ... < X,,_1.,, < X,,.n, nazywane statystykami porzgdkowyma
(pozycyjnymi). Gestos¢ i dystrybuanta jednostajnych statystyk pozycyjnych, tzn. opartych na

standardowym rozktadzie jednostajnym U maja postac

fin(x) = n(?: i) 21— 2)" (4.1.10)

oraz

Fy() = Z Byn(®).
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zj=1,...,ndla0 < x <1, odpowiednio, gdzie
Yk n—k
By n(z) = <k>x (1—a)" ™" O<z<l, k=0,...n, (4.1.11)

sa wielomianami Bernsteina rzedu n. Statystyki pozycyjne sa szczegélnym przypadkiem uogol-
nionych statystyk porzadkowych dla v; = n—i+1,7 = 1, ..., n. Dalej rozwazamy réwniez spacje,
ktore sg réznicami sasiadujacych statystyk pozycyjnych Si=Xjs1im —Xjm,7=1,...,n—1.

Rozwazmy teraz podciag gérnych rekordéw w nieskonczonym ciagu { X, },n > 1. K lasyczne
gorne rekordy pojawiajg si¢ w ciggu w czasie j jezeli X; jest wigksze niz maksimum X;_1.;_4
poprzednich obserwacji X, ..., X;_;. Bardziej ogolnie, k-ty gérny rekord pojawia si¢ w czasie
J, jezeli X; jest wigksze niz k-ta najwicksza statystyka pozycyjna X;_j.;_1 wyznaczona na
podstawie poprzednich obserwacji. Oczywiscie klasyczne rekordy sa szczegdlnym przypadkiem
k-tych rekordow dla k = 1. Formalnie definiujemy ciag czaséw rekordowych k-tych rekordow
jako T| ék) = k, umownie, oraz

TH =min{j >T", . X; > X

Tr(Lli)l-l_l_k:T:zli)l}’ n=12....

Dla kazdego ustalonego k = 1,2, ..., ciag k-tych rekordow jest zdefiniowany nastepujaco

R® =X

n 11— k(R

n=0,1....

Dystrybuanta n-tej wartosci k-tego rekordu pochodzacego ze standardowego rozktadu jedno-

stajnego i odpowiadajaca jej gestos¢ dane sa nastepujacymi wzorami

GW(z) = (1—2x) Zn:—:—ln (1—a)],
gg“)(x) = k:;l [—In(1 — 2)]"(1 — z)", (4.1.12)

dla0 <z <1,k >1,n > 0. Pierwsze n wartosci k-tych rekordow mozna otrzyma¢ w modelu
uogolnionych statystyk porzadkowych z v, =k, r=1,...,n

Kolejno, przypomnijmy schemat cenzurowania typu II, gdzie rozwaza sie N niezaleznych
czasow zycia Xi,..., Xy, opartych na jednakowej dystrybuancie F' i eksperyment, w ktérym
ustalona liczba pozostatych w eksperymencie obiektéw jest usuwana na réznych jego etapach.
Doktadniej, po i-tej awarii, R; wciaz pracujacych obiektow jest losowo usuwana, ¢ = 1,...,n.
Formalnie obserwujemy n < N czaséw awarii X! 7), . ,X»(fy), nazywanych statystykami porzqd-
kowymi progresywnie cenzurowanymi typu I, zgodnie z ustalonym schematem cenzurowania
R = (Ry,..., R,) dlanieujemnych liczb catkowitych Ry, ..., R, gdzie N = n+> " | R;. W przy-
padku uogdélnionych statystyk porzadkowych mamy dla tego modelu v; = N +1—j — Zf;l R
j=1,...,noraz vy = N.
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Problem

Niech {X},>1 bedzie ciagiem i.i.d. zmiennych losowych o jednakowej dystrybuancie F' i mo-

mentach danych wzorami

1
u = EX, :/ F(2)dz, (4.1.13)
0
1
of = E|X,—plP = /O \F~(2) — plPdz, 1< p< oo, (4.1.14)

w szczegblnosei jako o oznaczamy odchylenie standardowe rozktadu rownowazne o5. Odnoszac
si¢ do o), = (Jg)l/ P w dalszej czesci prezentacji milczaco zakltadamy, ze p-ty absolutny moment
X, 1 =1,2,..., jest skonczony. Ustalajac p = oo, zaktadamy natomiast, ze F' nalezy do klasy

rozktadow o ograniczonym nosniku i mozemy wéwczas rozwazac
0o = esssup | X, — pu| = sup |F ' (z) — p| = max{py — F~10), F1(1) — pu}. (4.1.15)
0<z<1

Ogodlnie, interesuje nas wyznaczenie optymalnych goérnych i dolnych oszacowan wartosci
oczekiwanych uporzadkowanych zmiennych losowych X, , ktérych rozktad zalezy od F'. Oszaco-
wania wyrazone sg w terminach $redniej z populacji (4.1.13) i centralnych momentow (4.1.14)-

(4.1.15) réznych rzedéw, tzn. szacujemy warto$¢ nastepujacego funkcjonatu statystycznego

E , 1<p<oo, (4.1.16)

z gory oraz z dotu. Ograniczamy sie do pewnych szczegdlnych przypadkow X, odpowiadaja-
cym modelom uporzadkowanych zmiennych losowych przywotanych powyzej, m.in. statystyk
pozycyjnych X;.,, spacji S, k-tych rekordéw R](k), oraz ich uogolnien Xy), r=1,...,n. Roz-
wazamy réwniez pewne szczegélne przyktady nieparametrycznych rodzin rozktadéw bazowej

dystrybuanty F', ktére zostaly omowione na poczatku tego podrozdziatu.

4.1.3 Ogoblna idea metody rzutowania

Ponizej opisana jest procedura wyznaczania optymalnych oszacowan przy uzyciu metody, kto-
ra jest powszechnie znana jako metoda rzutowania. Do jej szczegdtowego opisu i wyjasnienia
czytelnik jest odsytany do [35]. Najpierw przytoczymy uproszczong wersje Theorem 1 z pracy
(30].

Twierdzenie 1 Niech h bedzie funkcjg calkowalng na [a,b), zas H(x) = [T h(t)dt, a < z < b,
bedzie jej funkcjg pierwotng. Ponadto niech H bedzie supremum wszystkich funkcji wypuktych
na |a,b] nie wigkszych niz H oraz h bedzie prawostronng pochodng H. Zachodzi wowczas naste-

PUJQCa NLETOWNOSC:

[ otmayir < [ geyntr)da

a

dla wszystkich niemalejgcych funkcyi g, dla ktérych obie calki istniejg. Rownosé zachodzi wtw.

gdy funkcja g jest stata na kazdym otwartym przedziale, na ktorym H > H.

11



Funkcja H nazywana jest najwiekszqg wypukiq minorantg funkcji H. Jej prawostronna po-
chodna h jest dobrze zdefiniowana funkcja niemalejaca. Niech L?([a,b), dz) bedzie przestrzenia
Hilberta funkcji catkowanych z kwadratem na [a, b). Mozna pokazaé, ze jezeli h € L*([a,b), dx),

to h jest jej rzutem na nastepujacy stozek wypukty
C ={g € L*([a,b),dx) : g jest niemalejacal}, (4.1.17)

funkcji niemalejacych w L?([a,b),dz) (patrz [35], str. 14-16). Od tej pory bedziemy oznaczaé
operator rzutowania na (4.1.17) jako P.
Niech X, bedzie uporzadkowana zmienng losowa powstaltg z ciggu i.i.d. zmiennych losowych

X},s1 z dystrybuantg F o $redniej i skoficzonej i dodatniej wariancji 0. Dystrybuanta F,
> ystry H ) ) ) ystry

1
zmiennej X, zalezy od F, stad poprzez zamiang zmiennych i zauwazajac, ze [(F~!(z) —p)dr =
0

1o

0, mozemy uzy¢ nastepujacej reprezentacji wzoru (4.1.16), ]EX*U_“ =L 15;”)_”f* (x)dx, gdzie f,
0

jest gestoscig rozwazanej uporzadkowanej zmiennej losowej opartej na standardowym rozktadzie

jednostajnym, tzn. przy zatozeniu, ze F' = U. Oznaczajac h.(z) = f.(x) — ¢, dla dowolnej statej

c € R, otrzymujemy

o o

EXfﬁﬁi/F%@_“mumx (4.1.18)

Calka powyzej odpowiada iloczynowi skalarnemu standaryzowanej funkeji kwantylowej £ p—

oraz h, w przestrzeni Hilberta L?([0, 1), dz) funkcji catkowalnych z kwadratem na [0, 1). Jezeli
uzyjemy nieréwnosci Schwarza, mozemy oszacowaé (4.1.18) z gory przez norme ||h.|| w L?([0, 1), dx).
Roéwnos¢ zachodzi, gdy oba argumenty iloczynu skalarnego (4.1.18) sa proporcjonalne. Rozwaz-

my inny stozek wypukty, dla a = 0 oraz b =1,

CO—{geC’:/Olg(u)du—O},

a przez P oznaczmy rzut na C°. Zauwazmy, ze standaryzowane funkcje kwantylowe sg elementa-
mi CY. Jezeli funkcja h, réwniez nalezy do C°, to gérne oszacowanie jest osiggalne. W przeciwnym
przypadku powinni§my zastapié¢ ja przez element jej najblizszy, nalezacy do C° i wlasnie tutaj
z pomocg przychodzi rzutowanie. Zanim zastosujemy nieréwnos¢ Schwarza, najpierw rzutujemy

h, na C°, otrzymujac

X, — 1 -1 —
E “</*@)“Wmmm.
0

o o
Poniewaz stozek C jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia i [ Ph.(u)du = [} h.(u)du =
0, to Ph, € C° i P°h, = Ph,. Ostatecznie, skoro H*H = 1, to wykorzystujac nieréwnosé
Schwarza dostajemy nastepujace oszacowanie
EX, —u
o

< |[Ph]l-
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Jezeli jest potrzeba wyrazenia oszacowan w bardziej ogélnych jednostkach skali generowanych
przez (4.1.14), to uzywa si¢ nier6wnosci Holdera zamiast Schwarza, rozwazajac LP((0,1), dx)
ze skonczong p-ta norma || - ||, 1 < p < co. Jednak nalezy mie¢ na uwadze, ze rzuty liniowych
funkcjonatow statystycznych w przestrzeniach LP z p # 2 na inne stozki wypukte nie skutkuja

analogicznymi oszacowaniami.

4.1.4 Ogodlna idea metody maksymalizacji normy

Jest niezwykle wazne, aby uswiadomi¢ sobie, ze gdy H jest stata, to nieréwnos$é Morigutiego, lub
ogolniej, nieréwnosé¢ rzutowa skutkuje trywialnym oszacowaniem zerowym. JesteSmy wowczas
zainteresowani uzyskaniem niedodatnich, by¢ moze ujemnych gérnych oszacowan, wykorzystu-
jac metode, ktora dalej nazywamy metoda maksymalizacji normy. Wezesna idea tego podejscia
powstata podczas rozwazan dotyczacych deterministycznych oszacowan dla L-statystyk (patrz
[B5]), byla dalej rozwijana w [38], [C10], [C11], modyfikowana i stosowana w [A8], [A5], [A2] oraz
[41], sposrod wielu innych. Ogdlny jej zamyst polega na rozwazeniu (4.1.16), danych poprzez

calki postaci

Op Op

g :/F_l(m) ~Ph(a)da, (4.1.19)

jako ciagltych funkcjonatéw liniowych Ty, (g) = [y g(x)h(z)dz, reprezentowanych przez h = h,,

dzialajacych na g = £ _;;M' Funkcje g sa elementami pewnego wypuktego i ograniczonego
podzbioru G, przestrzeni LP([0,1),dx) funkcji catkowalnych w p-tej potedze na skonczonym
przedziale jednostkowym, za$ h jest dowolnie wybranym elementem L%([0,1),dx), dla ¢ =
p/(p—1) jezeli p > 1 oraz ¢ = oo gdy p = 1, gdzie przez L*°([0,1), dx) oznaczamy przestrzen

funkcji istotnie ograniczonych z norma ||g|| = ess sup |g(z)|. Ponadto zaktadamy, ze elementy

<z<

G, sa niemalejace, co jest w szczegoélnosci naturalnie spetnione przez standaryzowane funkcje

kwantylowe g, oraz, ze

1/p
o lg@)Pda] ™, 1<p < oo,

Ti(g) = [ gwdr =0, gl = 1 (4120)

esssuplg(z)|, p =00,

Problem znalezienia gérnych niedodatnich oszacowan dla (4.1.19) jest wowczas réwnowazny

problemowi znalezienia supremum
sup Ty (g). (4.1.21)

9€Gp
Nastepnie, rozwazajac odpowiednie przeksztatcenia, mozna zauwazy¢, ze oryginalny problem
znalezienia supremum (4.1.21) redukuje sie do wyznaczenia supremum normy pewnej zmodyfi-

kowanej funkcji g na odpowiednio dobranym zbiorze Q~p, bedacym modyfikacja zbioru G,,

sup{[|dl1. § € Gp}- (4.1.22)
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W ogélnym przypadku, gdy pierwotna funkeji h spetnia pewne zatozenia, procedura ta moze
zosta¢ podsumowana nastepujacym twierdzeniem, bedgcym uproszczona wersja oryginalnego

wyniku z Theorem 6 pracy [C10].

Twierdzenie 2 ([C11], Theorem 1) Dia 1 < p < oo, niech

1
G, = {g € 17(0,1),dx) : g jest niemalejaca, [ g(x) =0, llgll, = 1},
0

oraz niech h € L([0, 1), dx) ma pierwotng H spetniajgcg H(x) > H(0) = H(1)=0,0<x < 1.
Wowczas dla 1 < p < oo 1 wszystkich g € G, otrzymujemy

(4.1.23)

1
H

/g(:(:)h(x)dx < — inf () 75

J O<z<l[gP(1 —z) + (1 — z)P] /P

Jezeli infimum prawej strony jest osiggane w pewnym punkcie 0 < 0 < 1, to rownosé w (4.1.23)

zachodzi dla dwuwartosciowej funkcji postaci

1
[er(1-6)+0(1-6)P) /P 0<z <9,

gpo(x) = (4.1.24)

0
[67(1—6)+6(1—0)P]1/P’ 0 <x<l.

Jezeli infimum jest osiggane w granicy gdy x \, 0 (x /1, odpowiednio), to réwnosé w (4.1.23)
jest osiggana w granicy przez ciggi funkcgi (4.1.24) 260\, 0 (0 /' 1, odpowiednio).
W przypadku p = oo, otrzymujemy

/p@m@mx<q

dla wszystkich g € C, zas rownosé jest osiggana w granicy przez funkcje postaci

{—L 0<az <6,

goo,@(x) = 0<f <K

)

N —

0
1—9° 0<l’<17
1-6
—== 0<z<¥ 1
wop(x) = 0 - <Kh<,
9o00(2) {1, <x<l, 2

gdy 0,0 lub 6 /1.

Dalszy rozwoéj tej metody pozwolil na modyfikacje warunkéw nalozonych na zbiér G, i jest

oméwiony m.in. w [38], [AD] oraz [A2].

4.2 Oszacowania dla statystyk pozycyjnych i spacji

Rozpoczniemy przedstawieniem wynikéw dla najbardziej popularnych modeli uporzadkowanych
zmiennych losowych, tj. statystyk pozycyjnych i spacji. Skupimy sie na oszacowaniach gérnych,
prezentujac najpierw dodatnie, p6zniej ujemne oszacowania dla réznych rodzin rozktadow ta-
kich jak ID, IFR oraz DDA odpowiednio.
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4.2.1 Oszacowania gérne dodatnie

Wyniki prezentowane w tym podrozdziale odnosza sie do prac [A7] oraz [A6]. Zakladamy, zZe
Xi,..., X, sa ii.d. o jednakowej dystrybuancie F' ze skonczona srednia (4.1.13), skonczona
i dodatnig wariacjg o? oraz, ze I ma rosnaca W-uogdlniong intensywno$é awarii dla W be-
dacej absolutnie ciagta dystrybuanta z dodatnia gestoscia w na przedziale [0,d), 0 < d < o©
Ogdlna metoda wyznaczania ostrych géornych dodatnich oszacowan dla wartosci oczekiwanych
standaryzowanych liniowych kombinacji statystyk pozycyjnych E> ", ¢; ZZ —£ dla dowolnych
c = (c1,...,c,) € R" zostala zaproponowana przez Gajka i Rychlika (patrz [21]) dla réznych
rodzin rozktadow, ktorych funkcje kwantylowe wyznaczajg stozki wypukte. Postepujac analo-

gicznie, w naszym przypadku otrzymujemy

X — =
E;Czo_u< P<CW<;szzn - >

gdzie P, wh jest rzutem funkcji h € L*((0,d), w(x)dx), na stozek wypukly postaci

Y

Co.w = {g € L*([0,d), w(x)dz) : g(x) jest niemalejaca i wklesta}. (4.2.1)

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku standaryzowane funkcje kwantylowe (F~'W (z)—pu)/o
sg niemalejace i wkleste, zgodnie z zalozeniami natozonymi na rodzine rozktadéw wyjsciowych.
Jednakze, w ogélnosci, funkcje h = 31, ¢;[finW — 1] € L*(]0, d), w(x)dz) nie posiadaja takich
wtasnosci. Dlatego aby zapewni¢ osiggalnos¢ oszacowania, musimy zrzutowaé je na odpowied-
nio zdefiniowany stozek wypukty C-_ . Niestety, dla dowolnie ustalonych ¢y, ...,c,, nie jest
znana zadna uniwersalna metoda rzutowania takich funkcji na C<_ . Dlatego naszym celem
byto znalezienie ogdlnego rozwigzania poprzez nalozenie pewnych szczegdlnych ograniczen na
rzutowane funkcje, ktore zostang pdzniej szczegdlowo opisane.

Do wyznaczania optymalnych oszacowan wartosci oczekiwanych liniowych kombinacji sta-
tystyk pozycyjnych i innych funkcjonatow statystycznych dla wielu nieparametrycznych rozkta-
dow F', w szczegolnosci dla rozktadow z malejacg W-uogdlniong intensywnosciag awarii, szeroko
stosowana byta metoda rzutowania. Wsroéd wielu réznych znanych oszacowan, nalezy wspo-
mnie¢ Gajka i Rychlika [22], ktérzy wyznaczyli doktadne oszacowania wartosci oczekiwanych
pojedynczych statystyk pozycyjnych opartych na prébach i.i.d. z malejaca gestoscig oraz in-
tensywno$cig awarii, wyrazone w terminach pierwiastka z drugiego momentu zwyktego. Ana-
logiczne wyniki dla dowolnie zaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie mozna
znalezé¢ w [21], jak wyzej wspomniano. Dalej, w [17] oraz [19] zaprezentowano wyniki dotyczace
ucietych srednich i spacji odpowiednio, z rodzin o malejacej gestosci oraz intensywnosci awarii.
Zostaly one rozszerzone przez Bienika, najpierw do modelu uogélnionych statystyk pozycyjnych
(patrz [6], [9]), nastepnie poprzez rozwazenie rozkladéw o malejacej a-uogélnionej intensyw-
nosci awarii ([10]). Wykorzystywano réwniez narzedzia inne niz metoda rzutowania np. aby
uzyskaé¢ niedodatnie oszacowania dla standaryzowanych statystyk pozycyjnych matych rzedow

z rodzin rozkladéw o malejacej gestosei i intensywnosei awarii (patrz [38], [39]).
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Niemniej jednak, podobny problem dla rodzin rozktadéw o rosnacej W-uogoélnionej inten-
sywnosci awarii nie byl wczesniej rozwazany, co stanowito powazne wyzwanie. Pierwsze wysitki
zostaty podjete przez Rychlika [40], ktéry wyznaczyl dodatnie gérne oszacowania $rednich dru-
gich najmniejszych i najwiekszych statystyk pozycyjnych z probek i.i.d. o rosnacej gestosci
i intensywnog$ci awarii. W niniejszym paragrafie prezentujemy ogélne wyniki z wykorzystaniem
metody rzutowania, ktére sg zastosowane dla pozostatych statystyk pozycyjnych i spacji. Jej
ogolna idea przedstawiona wyzej, jest oczywista. Jednakze gléwny problem polegat tu na wy-
znaczeniu doktadnego ksztaltu i parametrow rzutu. Ograniczamy sie tutaj do rodziny funkcji
monotonicznych i wklestych, poniewaz, jak to byto wyzej wspomniane, nie istnieje ogdlna pro-
cedura dziatajaca dla funkcji dowolnego ksztattu. Niech zatem h € L%*([0,d), w(x)dz) bedzie

funkcja spetniajaca nastepujace warunki.

(A) Niech h bedzie ograniczona, dwukrotnie rézniczkowalng funkcja na [0, d) taka,

/dh(:c)w(x)dx =0.

Ponadto, h jest scisle malejaca na (0,a), SciSle wypukta rosnaca na (a,b), Scisle
wklesta rosnaca na (b,c) z h(c) > 0 > h(0), oraz Scisle malejaca na (c,d) z h(d) =
h(0) dla pewnych 0 < a < b < ¢ < d.

Zalozenia te, podobne do tych przedstawionych w [19], sa w szczegdlnosci spetnione przez funk-
cje odpowiadajace statystykom pozycyjnym f;.,W oraz spacjom fji1.,,W — f;., W, dla wielu j
i n oraz przydatnych dystrybuant W, m.in. U oraz V. Mozliwe ksztatty rzutu funkcji h spet-
niajacych (A) na stozek C- i zostaly przedstawione w Lemma 1 pracy [AT7] i wyznaczone przy
uzyciu argumentéw geometrycznych i wyrafinowanej analizy, szczegétowo opisanej w jego dowo-
dzie. Wynik ten, obok Proposition 1 z tej samej pracy, okazat si¢ jednym z szerzej stosowanych
wynikow podczas moich badan. Zgodnie z nim, rzut funkcji h moze by¢ funkcja, ktora jest albo
najpierw liniowa, pdzniej pokrywa sie z oryginalng funkcja h na pewnym przedziale jej wkle-
stodci, nastepnie jest stalta, albo funkcjg, ktoéra jest najpierw liniowa, pdzniej stata. W dalszej
czesci niniejszej pracy bedziemy uzywaé skrotéow 1-h-s oraz l-s dla odpowiedniego oznaczenia
ksztattéow rzutu, aby utatwi¢ prezentacje wynikow.

Aby wyznaczy¢ analityczng postacé rzutu, nalezy rozwazy¢ nastepujace funkcje pomocnicze.

Zdefiniujmy
d

T(8) = WAL~ W(B)] - [ hayw@ydz,  0<p<d (422)
ktéra jest malejaca na (0, a), rosnaca na (a, c) oraz malejaca na (¢,d) z T'(0) = h(0) i T'(d) = 0.
Zauwazmy, ze jezeli funkcja T' znika w pewnym punkcie 3, to warto$é¢ h(f3) jest optymalnym

stalym przyblizeniem h na przedziale (3,d) w normie L?((3,d),w(x)dz). Oznaczajac przez (3.
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jedyne zero (4.2.2) na przedziale (a, ¢), niech ponadto

Y(a) = \(a) — h(a), (4.2.3)

Z(a) = /[h(x) — h(a) — A(@)(z — a)jw(z)dz, 0<a<d.

Funkcja A. (o) reprezentuje nachylenie optymalnego przyblizenia funkcji h( o) poprzez funkcje
liniowe A(z — «) + k(). Zauwazmy, ze jezeli Y () > 0 dla pewnego a € (b,¢), to funkcja
powstalta poprzez sklejenie funkeji liniowej A\, («)(z — «) oraz h(a) na lewo od « oraz h(z) na
prawo od « jest wklesta w sasiedztwie a. Jezeli Z(a) = 0, to A\i(a)(x — ) + h(«a) jest rzutem
h(o,) na podprzestrzen wszystkich funkeji liniowych w L?((0, o), w(x)dz). Doktadny opis rzutu

funkcji h spelniajacej warunki (A) na C w zostal przedstawiony w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3 ([A7] oraz [A6], Proposition 1) Zaldimy, ze zero a < f. < c funkcji (4.2.2)
nalezy do (b, c), zbior Y = {a € (b,5:) : Y(a) >0, Z(«a) = 0} jest niepusty, zas a,, = inf{a €
V}. Wowcezas

haw) + Alas)(z —ay), 0 <z <o,
Powh(z) = § h(z), . < < f,
h(B), Be<x<d

jest rzutem h na C<_yw. W przeciwnym przypadku definiujemy

) - JEnwy)dy [ (x— a)lpw (@)
Fah(@) = 2T 0 [— [0y — a)w(y)dy

+11, O, < a<d,

gdzie

Of(x — a)*w(z)dr — (g’a(x — a)w(a:)d:c) ]
—[1=W()] g’ (z — a)w(z)ds

Niech Z oznacza zbior argumentow o > [, spetniajgcych

| Pahl]* =

T h(@)w(z)dz (o — ah(au(e)ds J(@ - a)u(e)da

« - W(a) — _ - > 0. (424)

(x — a)2w(z)de — ( (o — a)w(x)dx>2

o

O—0

0
Wéwczas Z jest niepusty oraz P wh(z) = Py, h(z) dla jedynego o, = argmax,ez || Pohl||?.

Oryginalna wersja powyzszego twierdzenia, przedstawiona w [A7] zawierala tylko warunek
konieczny (4.2.4) na parametr o wyznaczajacy rzut w drugim przypadku l-s, co zostato dopre-

cyzowane w [A6] poprzez doktadne wskazanie parametru .
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Rozklady o rosnacej gestosci
Rozwazmy probe Xi,..., X, ii.d. ze wspdlng dystrybuanta brzegowa F'. Naszym celem jest
najpierw wyznaczenie géornych oszacowan wartosci oczekiwanych statystyk pozycyjnych

Xj:n — K
g

E , (4.2.5)

przy zaltozeniu, ze F' ma rosnaca gestos¢. Skupiamy sie na 3 < 7 < n — 1 dlan > 4, poniewaz
inne przypadki zostaly uwzglednione w [40]. Zgodnie z rozwazaniami powyzej, musimy zrzu-
towa¢ h = hj.,, = fj — 1 (por. (4.1.10)) na stozek wypukly C< ¢ (por. (4.2.1)) niemalejacych
i wklestych elementéw L?([0,1),dz). Oczywiste jest, ze funkcje hj.,, 3 < j < n — 1, spelniaja
warunki (A), z punktem przegiecia b = b;,,, oraz maksimum w ¢ = ¢;,,,. Ich rzut P, yh;., moze
mie¢ jedng z nastepujacych postaci: jest albo liniowy rosnacy, nastepnie rowny h oraz staty
(I-h-s), albo najpierw liniowy rosnacy, pézniej staty (I-s).

Dalsze kroki prowadzace do rozwiazania sktadaja sie z okreslenia doktadnych wzoréw (4.2.2)-
(4.2.3) dla h = hj.,,, oraz innych przydatnych funkeji pomocniczych. Staranna analiza wlasno-
Sci tych funkcji umozliwia wyznaczenie warunkow koniecznych dla mozliwych ksztattéw rzutu.
Odpowiednie szczegdtowe wyniki znajduja sie w Lemma 2, 3 oraz 4 pracy [AT7]. Ostatecznie,
optymalne gérne oszacowania dla (4.2.5) razem z warunkami osiggania réwnosci zostaly przed-
stawione w Proposition 2 oraz 3 pracy [AT].

Interesujacym zagadnieniem jest to, czy zalozenia przedstawione w Proposition 2 pracy [AT7],
zapewniajace ksztatt I-h-s rzutu zachodzg dla jakichkolwiek parametréow j oraz n. Odpowiedz
jest Scisle powiazana z dtugoscia przedziatu (b;.,,c;.n,) wklestosci fj.,, ktéra jest stosunkowo
mata, szczegblnie dla duzych n i skrajnych j. Warunek zwiazany z (4.2.2) nie moze by¢ zwe-
ryfikowany analitycznie dla ogdlnych j oraz n, z powodu jego skomplikowanej postaci oraz
ztozonosci b;.,. Jednakze obliczenia numeryczne pokazuja, ze jest on spelniony bardzo rzadko
i mimo to nadal nie jest mozliwy ksztalt rzutu postaci 1-h-s, poniewaz pozostate warunki nie
sg spelnione. JesteSmy przekonani, ze rzut h;.,, nie zawiera czedci pokrywajacej si¢ z funkcja
wyjsciowa i wszystkie oszacowania sg konsekwencja ksztaltu l-s rzutu przedstawionego w Pro-
position 3, [A7], ale nie jesteSmy w stanie zweryfikowaé tej hipotezy analitycznie.

Skupmy si¢ teraz na spacjach, tj. rozwazmy goérne oszacowania dla

Xivim — Xim .
oAt I i1 n—1, (4.2.6)
ag

dla bazowego rozktadu ID. Problemem jest teraz znalezienie rzutu funkcji ﬁjm = hjt1n—Njip =
fi+1n — fjn na stozek wypukly C__  funkeji niemalejacych i wklestych w L2([0, 1), dx).

Zaktadajac, ze 7 = 2,...,n — 2, stwierdzamy, ze ﬁj:n spelia warunki (A) z minimum w a =
aj., oraz maksimum w ¢ = ¢;.,,. Punkt przegiecia b = l;j:n nie ma w tym przypadku prostej
postaci analitycznej. Aby wyznaczy¢ rzut, analogicznie jak w przypadku statystyk pozycyjnych,
definiujemy odpowiedniki funkcji (4.2.2)-(4.2.3) i dalsze funkcje pomocnicze, ktéych wtasnosci

sa omdéwione w Lemma 5 pracy [AT7].
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Doktadne wyniki dotyczace optymalnych gérnych oszacowan dla (4.2.6) sa zawarte w Pro-
position 4 oraz 5 pracy [AT7]. Pierwsza opisuje oszacowanie w przypadku, gdy rzut ﬁjm na Co uy
ma ksztatt I-h-s, podczas gdy druga dotyczy przypadku, gdy jest on najpierw liniowy a pdzniej
staly. Oszacowania sg osiggane odpowiednio przez mieszanki rozkltadéow jednostajnych i ato-
moéw w prawych koncach nosnika oraz przez rozktady jednostajne. Wspomniane twierdzenia
nie obejmuja przypadku skrajnych spacji, tzn. X 1., — Xjin, J = 1,n — 1, ktére pierwotnie
zostaly oméwione w ogélnej postaci w Proposition 6 pracy [A7] i pbzniej dla przypadku j = 1
uproszczone w pracy [A6].

Wyniki teoretyczne przedstawione w tym podrozdziale sa uzupetnione przyktadami nume-
rycznymi optymalnych oszacowan dla statystyk pozycyjnych i spacji (patrz Table 1 oraz 2,
[AT7]). Oszacowaniom towarzysza odpowiednie wartosci parametréow, ktore jednoznacznie cha-
rakteryzuja rozktady je osiggajace, reprezentujac proporcje czesci jednostajnej w mieszance

rozktadow bazowych.

Rozklady o rosnacej intensywnosci awarii

Wyniki tego paragrafu dotycza pracy [A6], ktora stanowi kontynuacje wynikow zawartych
w [A7], gdy rozwazana jest inna klasa rozktadéw bazowych. Problem polega na znalezieniu
optymalnych gérnych oszacowan dla (4.2.5) oraz (4.2.6), przy zaltozeniu, ze wyjsciowy rozktad
F ma rosnaca intensywnos¢ awarii. W tym celu wykorzystujemy wyniki opisane w poprzed-
nim paragrafie, gdzie przedstawiono ogoélne narzedzie konstrukcji rzutu funkcji spetiajacych
warunki (A) na C<_w, i w rezultacie, réwniez ostre gérne oszacowania réznych funkcjonalow
statystycznych rozwazanych w odniesieniu do rodzin rozktadow poprzedzajacych rézne dystry-
buanty W w porzadku wypuklym (patrz Twierdzenie 3). Podobnie jak poprzednio, skupiamy
sie tu na pojedynczych statystykach pozycyjnych oraz spacjach, dla ktérych odpowiadajace im
funkcje Y1, ¢ fiV — 1] dla odpowiedniego wyboru ¢;, i = 1,...,n, spetniaja zatozenia (A).

Rozwazmy najpierw gorne optymalne oszacowania wartosci oczekiwanych statystyk pozy-
cyjnych, tzn. (4.2.5) dla 3 < j < n—1, oraz n > 4. Przypadki skrajnych statystyk pozycyjnych
dla j = 1,2, n, zostaly juz oméwione w [40]. W naszym przypadku W = V i rzutujemy funkcje
h(z) = h}, () = fimV(z) =1 = fjm(1 —e™*) — 1, na C. v (patrz (4.2.1)). Zauwazmy, ze hy,,

maksimum w ¢ = ¢,

spelnia warunki (A) dla a = 0, pierwszego punktu przegiecia b = b, ion

oraz d = +o00. Tutaj pierwszy przedziat, na ktérym hyn jest malejaca j]est pusty, co jest akcepto-
walne. Odpowiedniki funkcji (4.2.2)-(4.2.3) dla R}, sa dane na pétprostej dodatniej i oznaczone
jako T]Vn, /\;fn, Y;Vn, Z Jvn Pierwszy wynik, zawarty w Proposition 2 pracy [A6] pozwala uzyskaé
oszacowania w przypadku gdy rzut h}/n na C-_y ma ksztalt I-h-s. Réwnosc jest osiagana przez
rozktady, ktore sktadaja sie z trzech czesci: wyktadniczej z lewej strony, odwrotnosci pewnej
rosnacej czesci gestosei fj.,, 1 skoku w prawej czesci nosnika.

Obliczenia numeryczne pozwalaja przypuszczaé, ze zalozenia Proposition 2 z [A6] zachodza

bardzo rzadko i w konsekwencji rowniez ksztaltt 1-h-s rzutu. Jedyny przyktad, ktory udato nam
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sie znalez¢ dotyczy gérnego oszacowania dla (4.2.5) z j = 3 i n = 4. Jest ono osiggane przez
rozktady z cze$ciag wykladniczg z lewej strony, odwrotnoscig funkcji sze$ciennej z niewielkim

prawdopodobienstwem oraz skokiem z prawej strony nosnika. Ogdélnie dla duzych n, punkt prze-

giecia by, lezy blisko maksimum ¢}, i w konsekwencji Ay, (b)) jest tylko delikatnie mniejsze
niz warto$¢ maksimum hyn(c;/n) Jednakze dla 0 < JVn < c;/n bedacego jedynym zerem T]Vn,

z definicji hy, (3),,) nie moze by¢ zbyt duze, poniewaz h, (z) dla duzych argumentéw z jest
istotnie mniejsze niz h,, (c},, Y < s
Nawet dla matych n, gdy relacja ta zachodzi, w przedziale (

). To implikuje, ze co narusza warunek Ty (bY, ) < 0.

oY, Y,

in> Bjm) Mie ma wystarczajaco

miejsca na jakiekolwiek punkty « spelniajgce Z}fn(a) = 0 oraz Y]Vn(oz) > 0 jednoczesnie. Wy-
daje sie, ze za wyjatkiem niewielu przypadkéw, oszacowania wartosci oczekiwanych statystyk
pozycyjnych z rozktadow IFR sa wyznaczane z uzyciem rzutu l-s. Jednakze nalezy pamigtac, ze
dla danego j oraz n, najpierw nalezy zweryfikowaé¢ zatozenia Proposition 2 z [A6] i wykluczy¢
rzut postaci l-h-s; zanim uzyje sie wzoréw z Proposition 3 pracy [A6]. Twierdzenie to dotyczy
wynikéw w przypadku, gdy zatozenia na rzut ksztattu l-h-s nie sg spelnione i rzut h;/n jest
najpierw funkcja liniowa, nastepnie stalg.

Rozwazmy teraz spacje, tj. gérne oszacowania dla (4.2.6) opartych na prébach pochodzacych
z rozktadow o rosnacej intensywnosci awarii, gdzie funkcja, ktéra bedzie rzutowana na C._y

przybiera nastepujaca postac

ho(@) = (firim — Fin)V(@) = fionn(l— €)= fin(l —e™™). (4.2.7)

Spelnia ona zalozenia (A) dla 2 < j < n — 2 z minimum w a?,,, maksimum w éyn i punktem

przegiecia l;yn € (d;{n,égfn) bedacym rozwigzaniem pewnegojwielomianowego réwnania loga-
rytmicznego. Aby wyznaczy¢ pozadane oszacowania wykorzystamy odpowiednie modyfikacje
funkcji (4.2.2)-(4.2.3).

Pierwszy wynik dotyczy rzutu postaci I-h-s, zas odpowiadajace mu oszacowania przedsta-
wione sa w Proposition 4 pracy [A6]. Jezeli jej zatozenia nie sa spelnione, wowczas rzut (4.2.7)
ma ksztalt I-s i stosuje sie Proposition 5 z pracy [A6]. Ponownie, przypuszczamy, ze zatozenia
Proposition 4 z [A6] nigdy nie sa spelione i weryfikowali$émy ta teze dla matych wartosci n.

\%4
Jn

Dla duzych n rosnace czesci h sg bardzo strome i jedynie niewielkie, wysoko potozone jej
fragmenty sa wkleste. Jest bardzo mato prawdopodobne, aby ich mniejsze kawatki mogty stac¢
sie elementami rzutu.

Rozwazmy teraz przypadek pierwszej i ostatniej spacji, tzn. j = 1 oraz n — 1, odpowiednio.
Zauwazmy, ze oszacowania dla 7 = 1 w przypadku rozktadéw ID przedstawione w Proposition
6 pracy [A7] sa osiagane przez rozktady z rosnacymi funkcjami gestosci i atomami w prawych
koncach nosnika. To implikuje, ze sa one réwniez IFR i ogblne gérne oszacowania dla rozktadow
ID sa réwniez osiggane przez rozktady IFR. Dla n = 2 oszacowanie w przypadku ID wynosi
2? a rozktad je osiggajacy ma jednostajna gestosc. Jest to szczegdlny przypadek oszacowania
dla rozstepu z proby, zgodny z wynikiem Placketta (por. [32]). Przypadek ostatniej spacji dla

j = n— 1 wymaga nieco wiecej wysitku, poniewaz odpowiadajaca jej funkcja (4.2.7) nie spelna
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warunkéw (A). Jest ona wklesle rosnaca od punktu przegiecia b i nie ma czedci malejacej
w prawej czesci nosnika rozktadu. Dlatego wprowadzamy delikatna modyfikacje zatozen (A)

i méwimy, ze warunki (A) sg spetione, jezeli (A) zmodyfikowano tak, ze ¢ = d = +o0 oraz
suph(z) = lim h(z) > 0. Rzut funkcji spetiajacej zalozenia (A) na (4.2.1) jest najpierw
>0 T—00

funkcja liniows, p6zniej pokrywa sie z oryginalna funkcja na przedziale jej wklestosci, co jest

opisane w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 4 ([A6], Proposition 6) Jezeli h spelnia zalozenia (A), to przy oznaczeniach
(4.2.3), zbiér Y = {a > b : Y(a) > 0, Z(a) = 0} jest niepusty i dla a, = inf{a € Y}
otrzymugjemy

T < Q,

(o) + M) (z — ay), 0<
T 2 Q.

Konstrukcja rzutu oparta jest na argumentach geometrycznych i jest analogiczna do tej przed-
stawionej w dowodzie Twierdzenia 3 (por. Proposition 6, [A6]). Rozwazajac problem ostatnich
spacji, doktadne wyniki dotyczace oszacowan na (4.2.6) dla j = n — 1 sg umieszczone w Pro-
position 7 pracy [A6].

Podobnie jak w przypadku rozktadéw ID, wyniki teoretyczne dla rodziny IFR sg uzupehio-
ne przykltadami numerycznymi optymalnych oszacowan statystyk pozycyjnych i spacji (patrz
Table 1 oraz 2, [A6]). Oszacowania podane sa wraz z wartoSciami, ktore reprezentuja wktad
wyktadniczej czesci w rozktady, dla ktérych oszacowania te sg osiggane.

Oczywistych zastosowan wynikow opisanych w niniejszym paragrafie dostarcza teoria nie-
zawodnosci. Jezeli rozwazymy system niezawodnosciowy ztozony z n elementow, ktorych czasy
zycia X, ... X, saiid. (wystarczy wymienialnosc¢), to dystrybuanta 7" czasu zycia systemu jest
wypukla kombinacja P(T < t) = X1, s;P(Xi., < t) dystrybuant statystyk pozycyjnych, przy
czym wektor wspotezynnikow owej kombinacji s = (sq,. . ., s,), nazywany sygnaturag Samaniego
zalezy jedynie od struktury systemu. Dlatego ET' = E> " ; 5, X;.,, i do doktadnych oszacowan
E(T — EX))/v/Var X;, gdzie X;, i = 1,...,n, maja rozktady IFR, mozna zastosowaé nasze
wyniki. Ponizej przytaczamy przyklad ich zastosowania (patrz Example 2, [A6]).

PRrRzZYKLAD 1. Klasyczny system mostkowy (patrz Rysunek 1) ma sygnature s; = (O, é, %, é, 0).
Analizujac wtasciwosci odpowiednich funkcji, ktére maja by¢ rzutowane na C_y, pokazujemy,

Rysunek 1: System mostkowy

ze spelniaja one wszystkie zalozenia (A). Nastepnie wyznaczamy oszacowanie

ET - EX;
v Var X;
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dla i.i.d. zmiennych o rozktadach IFR modelujacych czasy zycia komponentow systemu oraz

przestawiamy nastepujace warunki osiagania réwnosci

0, 2 < 3.29566,

o) = L~ exp (—0.07239%5% — 0.23855) , —3.29566, < “2 < —1.66202,
foi1(0.3041257# + 1), ~1.66202 < £ < 0.48936,
1, T > (.48936.

Warto wspomnie¢, ze réznica pomiedzy oszacowaniami powyzej a ich odpowiednikami bez
zatozenia IFR, E(T — EX;)/v/Var X; < 0.304111, jest niemalze niezauwazalna. Rzut typu
I-h-s moze byé¢ przydatny w opisie oszacowan dla réznych systemow, np. otrzymujemy row-
niez E(X35 — EX;)/vVar X; < 0.37576 w przypadku IFR. Inne zastosowanie, uwzglednione
w Example 3 pracy [A6] dotyczy réwnolegtego polaczenia trzech pojedynczych komponentow

i szeregowo ustawionych dwoch innych obiektow.

4.2.2 Oszacowania gorne ujemne

Wyniki niniejszego podrozdziatu odnosza sie do pracy [A4], gdzie wyznaczono doktadne roz-
wigzanie dotyczace gornych ujemnych oszacowan wartosci oczekiwanych statystyk pozycyjnych
niskiego rzedu, scentrowanych wzgledem $redniej populacji, mierzonych w jednostkach $rednie-
go absolutnego odchylenia od sredniej o1 = E|X; — p| (por. (4.2.5)) dla rodziny rozkladéw
o malejacej usrednionej gestosci (DDA, patrz Podrozdzial 4.1.2). Problem ten byl pierwotnie
rozwazany przez Rychlika w [41], ktéry przedstawil réwniez warunki konieczne i wystarczajace
na rzedy statystyk tak, aby oszacowania faktycznie byly ujemne (patrz [41], Proposition 3).

Przeanalizowalismy te warunki gruntownie i okazato sie, ze mozna ograniczy¢ si¢ w rozwaza-
n
5
Aby przedstawi¢ wyniki pracy, wprowadzimy pewne funkcje pomocnicze. Dla 1 < j < 3,

niach do jednego szczegdlnego przypadku 1 < 7 <

definiujemy

2 : J

1—x J n+1\ . :
Kin(z) = — l=—z)"™ 0<z<1

z pochodng K7, (v) = x[fjn(x) — 1], gdzie f;., odpowiada (4.1.10). Ponadto, niech

) Mi(z), 0<z<V2-1,
M<x)_{M2(a:), V2-1<z<1,

gdzie
1
M (z) = 1(1 + 2?)?, My(z) = z(1 — 2?). (4.2.8)
W pracy [A4] pokazujemy, ze oszacowania przedstawione w [41] znajduja sie w przedziale
{— min {%, — n‘%} ,O), a dla wystarczajaco duzych j sa istotnie wigksze niz —%. Nastepnie
badamy zachowanie nastepujacych dwoch funkcji
Bi(z) = =12, =1,2, 4.2.9
@)= (4:29)
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na przedziale (0, 1) i rozwazamy funkcje wielomianowe postaci

L) — 4912515) _ 4[K§-:n(x)M1(fl—xfj:n(w)M{(I)]’ (42.10)

Ly(x) = a*Bj(x) = K}, (v) Ma(x) — Kjin(x) M5(x), (4.2.11)

ktérych znaki sa indentyczne jak znaki pochodnych Bi(x), i = 1,2, odpowiednio. Jest to omé-
wione w Lemma 1 oraz 2 w pracy [A4], ktérych dowody bazuja gtéwnie na whasnosci malejacej
zmiennosci (variation diminishing property, w skrécie VDP, por. np. [35], Lemma 14) wielomia-
néow Bernsteina (4.1.11) na przedziale jednostkowym oraz prostych, ale zmudnych obliczeniach
algebraicznych. Glowny wynik przedstawiony jest w Theorem 2 pracy [A4]. Jego dowdd pole-
ga na wykorzystaniu Lemma 1 oraz 2 pracy [A4], a takze na analizie funkcji (4.2.8)-(4.2.11).
Wyniki numeryczne pokazuja, ze przypadki (i) oraz (ii) Theorem 2 z pracy [A4] zachodza naj-
czesciej. Dla matych j > 2, oszacowania sg réwne —By(1—) = —1, i sg écisle wieksze dla j

-
bliskich wartosci n/2.

4.3 Oszacowania dla rekordéw

Niniejszy podrozdzial, odnoszacy sie do pracy [A3], jest $cisle powiazany z wynikami przed-
stawionymi w Podrozdziale 4.2.1, gdzie oméwiono ogdlne wyniki dotyczace rzutu funkcji spet-
niajacych pewne warunki (A) na stozek wypukly (4.2.1). Rozwazmy nieskoriczony ciag i.i.d.
zmiennych losowych X7, Xs, ..., o jednakowej dystrybuancie F', skoniczonej $redniej p oraz skon-
czonej i dodatniej wariancji o2. Interesuje nas znalezienie optymalnych gérnych oszacowan na
érednie standaryzowane wartosci rekordowe R n > 1 dla ustalonego k = 1,2, ..., wyrazone

jako

przy zatozeniu, ze dystrybuanta F' pochodzi z klasy rozktadéw IGFR(«) (patrz (4.1.6)). Po-
mijamy przypadek n = 0, ktéry sprowadza sie do statystyki pozycyjnej Xi.., poniewaz byt
on rozwazany w [40], gdzie przestawiono optymalne oszacowania dla rozktadéow ID oraz IFR.
Woezesniej powstato wiele prac dotyczacych oszacowan dla rekordéw i ich przyrostow w réznych
rodzinach rozktadéw, ale nigdy dla rodzin z rosnaca gestoscia czy intensywnoscig awarii. Wy-
niki tu omawiane stanowia uzupekienie pracy Bieniek [7], ktéra ustanowita gérne oszacowania
dla rekordéw z klasy DGFR(«).

Oczywiscie, przyjmujac oznaczenia (4.1.12) mamy

g PO 2y g = [TV OV 00y 0)) 1y,
v ’ (4.3.1)
dla ustalonej, absolutnie ciagltej dystrybuanty W o gestosci w i noéniku [0,d), d < oo. Dalej,
wykorzystujemy nieréwnos$¢ Schwarza wraz z metoda rzutowania opisang w Podrozdziale 4.1.3
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zastosowang do stozka (4.2.1) i wnioskujemy, ze (4.3.1) moze by¢ ograniczone z gory przez rzut

P__w funkcji hy (z) = ¢! (W (x)) — 1, nastepujaco

n

RF) —
E-—E <[Pl (43.2)

gdzie ||-||w oznacza norme w L%([0, d), w(z)dz), tzn. || f||w = (f(fl |f(u)|2w(u)du>l/2 dla dowolnej
f € L*([0,d),w(x)dz), robwniez nazywana L¥,-norma, z réwnoscia osiagana przez dystrybuante
F spehiajaca
F7(W(z) —p _ Piwhw(z)
o  Pewhw|lw

W naszym przypadku W = W,,, gdzie W, jest rozktadem GPD zdefiniowanym w (4.1.3). Pro-

blem wyznaczenia optymalnych gérnych oszacowan dla (4.3.1) tatwo redukuje sie do wyznacze-
nia Lj, -normy rzutu P, = P. w, funkcji hw, na stozek C- .. Skoro nastepujacy warunek
powinien by¢ speliony,

d
/waa(x)dx < 00, (4.3.3)
0

wowezas, zgodnie z [10], rozwazajac rozktady W, musimy ograniczy¢ sie do przypadkéw a >
—1. Oznaczmy h,(z) = hw, (z) = §{F (z) — 1, gdzie gV (z) = g (W,(z)), i niech GW (z) =
G (W, (x)). Pierwszy problem, ktéry zostal rozwiazany podczas pracy nad oszacowaniami
dla (4.3.1) polegal na znalezieniu mozliwych ksztaltéw funkeji h, dla dowolnych k& = 1,2, ...
oraz n > 1, ktére odpowiadaja ksztattom ztozen §{¥). Zostaty one przedstawione w Lemma 3.1
pracy [A3], ktérego dowdd sktada si¢ ze skrupulatnej analizy pierwszej i drugiej pochodnej §*)
z wykorzystaniem wtasno$ci VDP liniowych kombinacji g,(P.

Funkcje h, spetniaja warunki (A) za =0dla k > 2 orazn > 2 jezeli « = 0, dlan =1
oraz2< k< g+1lubk>2in>2gdya>0orazdlak >2in>2gdy a <0. Mozemy
uzy¢ Twierdzenia 3 aby uzyskac¢ rzut h, na C-, w, i ostatecznie wyznaczy¢ szukane oszacowanie
zgodnie z (4.3.2). Ponadto, h, spetnia warunki (A) w przypadku pierwszego rekodu (k = 1)
dla o < 0, n > 2 i wowczas stosujemy Twierdzenie 4. Pozostate przypadki sa rozwigzane bez
uzycia wspomnianych juz wynikéw. Implikuja one szczegdlne ksztatty rzutow, ktore moga mieé
jedna z trzech mozliwych postaci. Pierwsza odpowiada wyjsciowej funkcji h, (w przypadku
pierwszych wartosci klasycznych rekordéw dla a < 0), drugi mozliwy ksztatt to funkcja liniowa
rosnaca (dla klasycznych rekordéw gdy n > 1ia > 0lub n > 21 a = 0), natomiast ostatnia
postaé¢ rzutu poczatkowo pokrywa sie z funkcja h, pézniej jest stata (pierwsze wartosci k-tych
rekordéw dla o < 0ik > 21Iub o > 0, k > max{2, § + 1}).

Wyniki dotyczace oszacowan dla klasycznych rekordéow przedstawiono w Proposition 3.1
pracy [A3]. Dowdd polegal na wykorzystaniu Twierdzenia 4 oraz prostych obliczen dla catek, jak
rowniez zmudnej konstrukeji rzutu dla poszczegdlnych parametrow, ktore nie byty uwzglednione

w Proposition 2, 3 z pracy [A7], ani w Twierdzeniu 4.
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Aby przedstawi¢ oszacowania dla k-tych rekordow dla k > 2, rozwazamy odpowiedniki
funkcji zdefiniowanych wzorami (4.2.2)-(4.2.3). Gtéwne wyniki przedstawione sa w Proposition
—%, za$ doktadne wzory na catki
wprowadzone w tym twierdzeniu zebrano w Remark 3.1 pracy [A3].

3.2 pracy [A3]. Sa one ogdlne i dotycza dowolnego o >

Warto wspomnie¢, ze dlan = 1 oraz 0 < a < 2k — 1, konstrukcja oszacowan implikuje, ze
sg one identyczne jak oszacowania ogodlne, tzn. otrzymane bez ograniczania sie do jakiejkolwiek
szczegblnej rodziny rozkltadéw. Parametr 5* rozwazony w [A3] jest wowczas przeksztalceniem
tzw. punktu Morigutiego 3y, ktory definiuje rzut w ogdlnym przypadku absolutnie ciagtego
rozkladu F. Rzeczywiscie, nasze wyniki odpowiadaja wynikom Raqaba (patrz [33]) w obu
przypadkach rozktadow ID oraz [FR.

W Corollary 3.1 oraz 3.2 z pracy [A3]| przedstawiono dokladne wyniki dotyczace gérnych
oszacowan dla szczegdlnych przypadkow rozktadéw o rosnacej uogdlnionej intensywnosci awarii
tzn. dla rozktadow ID i IFR. Numeryczne wartosci oszacowan dla érednich k-tych rekordéw dla
ustalonych wartosci parametréw n, k oraz « dla tych dwoch rodzin rozktadéw przedstawiono
w Table 1 i 2 pracy [A3]. Pierwsza tabela zawiera wartosci gérnych oszacowan dla n-tych
wartosci drugich rekordéw (kK = 2), n = 1,...,9. Warto wspomnieé, ze jedyny przypadek
wsréd rozwazanych o ksztalcie rzutu 1-h-s, to przypadek rozktadu IFR dla n = 2. Wszystkie
oszacowania rosng gdy n wzrasta, podobnie jak parametry wyznaczajace ksztatty rzutéw. Table
2 z pracy [A3] przedstawia optymalne oszacowania $rednich piatych wartosci (n = 5) k-tych
rekordéw, k = 1,2,...,10. Dla k = 1 uzyteczne byty punkty (ii) oraz (iii) Proposition 3.1 pracy
[A3]. Dla k > 2 wszystkie oszacowania zostaly wyznaczone przy uzyciu drugiego typu ksztaltu
rzutu, l-s ([A3], Corollary 1 oraz 2, przypadki (ii)). Zauwazmy, ze oszacowania maleja wraz ze
wzrostem parametru k, to samo dotyczy parametréw wyznaczajacych punkty, w ktérych rzut
przeksztalca sie z funkcji liniowej rosnacej do funkcji statej.

Wreszcie, numeryczne wartosci oszacowan w przypadku IFR sa wicksze niz oszacowania
w przypadku ID, co jest zgodne z ogdlnymi zaleznosciami miedzy tymi dwiema rodzinami

rozkladow.

4.4 Oszacowania dla uogélnionych statystyk pozycyjnych

W tym podrozdziale prezentujemy oszacowania dla wartosci oczekiwanych uogélnionych staty-
styk pozycyjnych. Najpierw zreferujemy wyniki w przypadku ogélnym, bez naktadania ograni-
czen na rodziny rozktadéw wyjsciowych poza ich absolutng ciagtoscia, nastepnie przedstawimy
wyniki dla rodzin z dystrybuantami wickszymi w porzadku wypuktym i gwiazdzistym od pew-

nych szczegblnych dystrybuant rozktadow.

4.4.1 Ogoblne rodziny rozkladow

Wyniki tej sekcji dotycza pracy [A8]. Stanowi ona uzupelnienie wynikéw Cramera et al. [16],

ktorzy rozwigzali problem gérnych nieujemnych oszacowan dla wartosci oczekiwanych uogol-
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nionych statystyk porzadkowych

X _
EX —F  1<p<oon, 1<r<n. (4.4.1)

Op

Autorzy uzyli w tym celu kombinacji nieréwnosci Morigutiego i Holdera. Aby to osiggnaé,

rozwazyli cztery rézne przypadki w zaleznosci od ksztaltu gestosci f,, (patrz (4.1.7)):
(A) fi,=1dlar=1ivy =1,
(B) f,,r jest éciSle malejaca dla r =1 oraz v > 1,
(C) fy,r jest cisle rosngca oraz

(i) fyr(1) <ocodlar>2oraz v,_1 >, =1,

(i) fy,(1)=o0dlar>1oraz vy <1llubr > 2orazy,_; =7, =1,

(D) f,, jest SciSle jednomodalna z moda 2, € (0,1) oraz f,,(0) = f,,.(1) = 0dlar > 2
179, > 1.

Gorne oszacowania w przypadkach (A) oraz (B) okazaly sie byé¢ réwne zero, osiagane przez
dowolne rozktady F', oraz przez jednopunktowe rozkltady o masie p, odpowiednio. Jednakze
dla przypadku (B) zostaly one poprawione w pracy [A8], skutkujac mozliwie ujemnymi oszaco-
waniami. Publikacja ta obejmuje rowniez problem oszacowan dolnych, ktére dla uogélnionych
statystyk porzadkowych nie byty do tej pory w ogole rozwazane.

Rozpoczniemy przedstawieniem goérnych niedodatnich oszacowan dla (4.4.1) w przypadku
(B). Zauwazmy, ze gestos¢ f,i1 (patrz (4.1.8)) pierwszej uogélnionej statystyki porzadkowej
jest Scisle malejaca i metoda najwickszej wypuktej minoranty daje zerowe gorne oszacowania.
Oszacowania te zostaly poprawione w przypadku p = 1, w ktérym otrzymano oszacowania
gérne ujemne. Do rozwigzania tego problemu uzyto metody maksymalizacji normy, opisanej

w Podrozdziale 4.1.4 w odniesieniu do funkcjonalu postaci

X / F@) = p () = 1y (4.4.2)

Ip
Pierwotna H(z) = [; h(t)dt = F,1(z) — x funkcji h = f,; — 1, 0 < x < 1, spelnia warunki

H(0)=H(1) =0oraz H(xz) > 0dla 0 <z < 1, poniewaz F, ; jest Scisle wklesta, podobnie jak
H. Mamy zatem

Tilg) = [ o)1 (@) <0,

dla wszystkich niemalejacych niestalych funkcji g, dla ktérych catki powyzej istnieja (por. np.
[29], str. 444). Dalej uzywamy Twierdzenia 2 z dystrybuanta pierwszej uogélnionej statystyki

porzadkowej dana wzorem (4.1.9), przeprowadzajac doktadna analize odpowiednich utamkow.
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Optymalne gorne niedodatnie oszacowania dla srednich pierwszych uogélnionych statystyk po-
zycyjnych opartych na rozktadzie z dystrybuanta F' oraz parametrem 7; > 1 zaprezentowano
w Theorem 4 pracy [A8]. Oszacowania te wyrazone sa w jednostach skali generowanych przez
o, dla 1 < p < oo. Réwnosé jest osiagana przez dowolne rozktady (dlap =11, = 2) lub
jest osiggana w granicy przez ciggi pewnych dwupunktowych rozktadéw. Zauwazmy, ze rozktad
pierwszej uogdlnionej statystyki pozycyjnej dany wzorem (4.1.9) odpowiada rozktadowi zwy-
kltego minimum opartego na pewnym odpowiednio przeksztatconym rozktadzie. Odpowiednie
wyniki dotyczace oszacowan dla minimum z préby mozna znalezé np. w [13], [26], [B1].

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace dolnych oszacowan dla (4.4.1). Odpowiadaja one war-
tosciom przeciwnym do goérnych oszacowan dla

XM F ) —
LA A /(x)”[—fw(g;)]d:n, 1<p< oo (4.4.3)
Op 0 Ip

Podobnie jak w przypadku oszacowan gornych, dolne rowniez Scidle zaleza od ksztattu gestosci
fv.r- W przypadkach (A), (B) oraz (D) do znalezienia optymalnych dolnych niedodatnich osza-
cowan uzyto kombinacji nieréwnosci Morigutiego i Holdera, zas§ w przypadku (C) dla problemu
dolnych oszacowan nieujemnych, gdzie zastosowana zostata metoda maksymalizacji normy, wy-
korzystano Twierdzenie 2.

Doktadne wyniki dla 1 < p < co w przypadku (B) oraz (D) zawarte sa w Theorem 5 pra-
cy [A8]. Jego dowdd sktada sie z kilku krokéw, ale ogélnie polega na znalezieniu optymalnej
statej, ktora minimalizuje pewng funkcje odlegtosci oraz uzyciu standardowych narzedzi ana-
litycznych. Przypadek szczegolny dla p = ¢ = 2, gdy oszacowanie wyrazone jest w terminach
odchylenia standardowego przedstawiony zostal w Corollary 1 pracy [A8]. Wyniki dla przypad-
kéw skrajnych p = 1 oraz p = oo zawarte sa w Theorem 6 1 7 z pracy [A8], dla ktoérych réwnosci
sg osiagane w granicy odpowiednio przez ciagi pewnych rozktadéw trzy- oraz dwupunktowych.

Wyniki dotyczagce dolnych nieujemnych oszacowan dla wartos$ci oczekiwanych r-tych uogél-
nionych statystyk pozycyjnych opartych na rozktadzie z dystrybuanta F' o skonczonych mo-
mentach (4.1.14), (4.1.15) i parametrach ~i,...,7, w przypadku (C) $cisle rosnacej funkcji
gestosci f. . sa zawarte w Theorem 8 1 9 pracy [AS8]. Oszacowania te sa réwne zero dla p # 1,
osiggane w granicy przez ciagi pewnych szczegdlnych rozktadéw dwupunktowych. Jedynie dla
p = 1 sg one Scisle dodatnie, rowniez osiggane w granicy przez rozktady dwupunktowe. Ze

wspomnianych juz powodéw, aby uzyskac te oszacowania uzyto metody maksymalizacji normy.

4.4.2 Rodzina rozkladéw DGFR

Wyniki tego podrozdziatu odnosza sie do pracy [Al], gdzie rozwazono dolne niedodatnie osza-
cowania dla wartosci oczekiwanych uogélnionych statystyk pozycyjnych (4.4.1) dla p = 2, tzn.
0, = 0, oparte na rozktadzie z malejacg uogdlniona intensywnosci awarii (patrz (4.1.5)). Dol-

ne oszacowania w ograniczonych rodzinach rozktadéw dla uogodlnionych statystyk pozycyjnych
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po raz pierwszy rozwazono w omawianej pracy. Jak wczesniej wspomniano, dolne oszacowania
dla (4.4.1) odpowiadaja wartosciom przeciwnym do oszacowan gornych dla zmodyfikowanych

funkcjonatow, zatem

X () — 1 F-1(y) —
—E% — /0 %)'uhw(u)du, (4.4.4)

(por. (4.4.3)) dla h,,(z) = 1— f, .(x), catkowalnej do zera na [0, 1]. Dolne niedodatnie oszaco-
wania zostaly wyznaczone przy uzyciu metody rzutowania. Skoro zaktadamy, ze F' ma malejaca

F ' (w)—p

uogolniong intensywno$¢ awarii, to standaryzowana funkcja kwantylowa jest rosngca

i wypukta, wiec analogicznie do (4.2.1) definiujemy stozek wypukty postaci
Co.w = {g € L*([0,d), w(x)dz) : g(z) jest niemalejaca i wypukta},

dla pewnej dystrybuanty W zdefiniowanej na [0, d) z gestodcia w speliajaca warunek (4.3.3)
oraz L2([0, d), w(z)dz) bedacej przestrzenia Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na [0, d)
wzgledem wagi w. Jako P,y oznaczamy operator rzutowania na C. . Uzywajac notacji f%r =

fy W, iLw =hy,W =1- f%T, i dokonujac zamiany zmiennych w (4.4.4) otrzymujemy

X — d FYW (u) — p 5
-E—1— = /0 ;hw(u)w(u)du

g

d W (u) — 2 2
</0 i)ﬂpnwhw(u)w(u)du < [ Pecwhorllw,
co implikuje -
XV — A
E=T > R who . (4.4.5)

Roéwnosé powyzej jest osiggana dla dystrybuanty F speliajacej (F W (u)—u)/o = Phwﬁw(u)
/ HPhWiLwHW» u € [0,d). Aby wyznaczy¢ P>cwil,w« kluczowe jest przestudiowanie monotonicz-
nosci i wklestosci funkcji fw i flw. Ksztalt fw zostal pobieznie opisany w [10], natomiast my
potrzebujemy tu bardziej precyzyjnych wynikéw. Wymaga to wiedzy dotyczacej zmiany znakow
pochodnych fér oraz A;’J. Bieniek (patrz Lemma 2.1, [10]) twierdzi, ze te wlasnosci moga by¢
efektywnie badane tylko wtedy, gdy W = W, dla pewnego a € R. Mozemy wowczas zastoso-
waé wlasnosé malejacej zmiennosci (VDP) funkeji fml, e f%,ﬂ, przedstawiong w Proposition 1
pracy [Al], ktére jest prosta konsekwencja Theorem 1, 2 oraz 3 z pracy [8]. Doktadny ksztalt
funkeji f%r zostal opisany w Lemma 1 pracy [A1]. Rzut funkcji iLw na C. i wyznaczono wyko-
rzystujac nastepujace rozszerzenie wynikow pracy [19]. Rozwazamy klase funkeji b : [0,d) — R

speliajacych nastepujacy zestaw warunkow:

(A1) h jest ograniczona, dwukrotnie rézniczkowalng funkcja, taka, ze h(0) > 0,
h(d) := lim, - h(z) > 0 oraz [ h(z)w(x)dz = 0, gdzie w jest dodatnia funkeja wa-
gowa spelnigca [ w(x)dz = 1. Ponadto, h jest malejaca na (0,a), wypukla rosngca
na (a,b) i wklesta rosnaca na (b, d), dla pewnych 0 < a < b < d.
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Warunki te sa takie same jak te rozwazane w [19] poza zalozeniem, ze h(0) = 0. Jednakze
doktadna analiza dowodu Lemma 3 z [19] pokazuje, Zze zachodzi on réwniez przy mniej re-
strykeyjnym zatozeniu h(0) > 0. Warunki (A1) sa réwniez podobne do (A), przedstawionych
wezesniej. Korzystajac z Lemma 1 pracy [Al] twierdzimy, ze funkcja ﬁ%r spelia warunki (A1)
dlar>2oraz vy, >14+agdy a>0,lub vy >1gdy a <O0.

Zauwazmy, ze kazda funkcja h spelniajaca warunki (A1) ma jedyne minimum h(a) < 0,
wiec ma rowniez jedyne zero 6 € (a,d). Z Lemma 4(ii) pracy [19], jezeli H(z) = [§ h(u)w(u)du,
z € (0,d), to réwnanie

H(y) =W()h(7) (4.4.6)

ma doktadnie jedno rozwiazanie v € (0, d), ktore nalezy do przedziatu (a, ). Doktadna postaé

P__wh dla h spelniajacego (A1) jest wyznaczona przez nastepujace funkcje pomocnicze

S (x = y) (h(x) = h(y) w(w)dz

)\W(y) = fyd($ _ y)Qw(x)dx ,
Kw(y) = wl(y) — I (y), (4.4.7)
Liv(y) = [ 1h(x) — h(y) ~ dw ()& — )] w(z)de.

Y

Dalej prezentujemy rozszerzenie Proposition 1 z pracy [19].

Twierdzenie 5 ([A1l], Proposition 2) Zalézmy, ze vy jest dana przez (4.4.6) i niech
K={vy<y<b:Kw(y)>0iLw(y) =0}

Jezeli IC # @ oraz y* = sup K, to

) <
P wh(z) = { h(z), dlay <z < y* (4.4.8)
h(y*) + X (x —y*), dlay* <z <d,

gdzie X* = A\ (y*). W przeciwnym przypadku, jezeli K = &, to

oo ) | @ —ylya(e)
P>3Wh( ) W(’y) fyd(m _ y)w(x)dx 1 5

dla najwiekszego y € (0,~] spelniajgcego

Jy h@)w(@)de  [(@ — y)w(z)ds [z — y)h(z)w(z)d '
Jo w(x)dz 4z —y)?w(z)ds — (fyd(x — y)w(:c)d:(:)2

Y

Gléwne wyniki sa zawarte w Proposition 3 z pracy [A1], ktéra opisuje optymalne dolne nie-

dodatnie oszacowania dla standaryzowanych uogoélnionych statystyk pozycyjnych Xy), r > 2
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razem z warunkami osiagania réwnosci w przypadku rozktadéow DGFR(«), tzn. dla W = W,
gdzie a > —%. Jego dowdd polega na wyznaczeniu rzutu P>CW0jL%T przy uzyciu Twierdze-
nia 5 dla h = lAzw oraz (4.4.5). Aby osiagna¢ ten wynik, przedstawiamy odpowiednie funkcje
Ao = Aw,, Ko = Ky, oraz L, = Ly, (por. (4.4.7)) jako funkcje bedace liniowymi kombina-
cjami gestosci fw», j =1,...,r. Nastepnie wyznaczamy warunki zapewniajace, ze Py, }AL%T ma
postaé (4.4.8), oraz znajdujemy zera K, oraz L, aby zweryfikowa¢ kiedy zbior I jest niepusty.

Pozostaja jednak do rozwazenia pewne przypadki, ktoérych nie obejmuje Twierdzenie 5.
Zauwazmy, ze gdy o > 0 oraz 1 < 7, < 1+ a, to zgodnie z Lemma 1 pracy [AT7], funkcja
IAzW jest najpierw malejaca, péZniej wypukta rosnaca, a wiec nie spelnia zatozen (A1). Jej rzut
PiL%r na stozek wypukty funkcji niemalejacych w L?([0, d), w(z)dz) (por. (4.1.17))wyznaczony
jest metoda Morigutiego, tzn.

. B }AZ%T (7), dla

0 Vs
hoyp(u), dla~y d

VAR
NN

u

bl

gdzie v = W 1(0), oraz § jest jedynym rozwiazaniem réwnania (1 — ) = ,Yijf%j(é) =1-
dfy,(0). Dlatego, Ph.,, € C. w, oraz P w, h,, = Ph,,. To implikuje dolne ujemne oszacowa-
nie i warunki osiggania réwnosci opisane w Rozdziale 3.1 pracy [A1]. Ostatecznie, jezeli v, < 1,
to ﬁw jest malejaca, wiec P, fzw jest staly i otrzymujemy ]EXy) > .

Wyniki zilustrowane zostaly jednym ze szczegdlnych przypadkoéow uogdlnionych statystyk
porzadkowych, ktéorym jest model statystyk porzadkowych progresywnie cenzurowanych typu
II, opisanych w Podrozdziale 4.1.2. Interesujace moze by¢ rozwazenie czasu do awarii r-tego
elementu jako estymatora $redniej . Aby to zrobié, nalezy wyznaczy¢ zaréwno gorne jak i dolne
oszacowania srednich standaryzowanych statystyk porzadkowych progresywnie cenzurowanych
typu II, w réznych przypadkach dystrybuanty wyjsciowego rozktadu. W Table 1, 2, 3 z pracy
[A1] przedstawiono numeryczne wyniki dla N = 35, n = 7 i trzech réznych schematéw cenzu-
rowania (por. [11]). Dolne i gérne oszacowania przedstawione sa razem z ich rozpietosciami, dla
trzech szczegdlnych przypadkéw dystrybuanty F': ogblnej bez zadnych ograniczen, o malejacej
gestosci (DD) oraz o malejacej intensywnosci awarii (DFR). Nieco zaskakujace i jednoczesnie
interesujace okazalto sie to, ze wyniki numeryczne sg sprzeczne z intuicja, ktéra sugeruje, ze naj-
lepsze przyblizenie $redniej zapewni ten schemat cenzurowania, w ktorym obiekty sa usuwane

z eksperymentu jak najpoznie;j.

4.4.3 Rodziny rozktadéw DD oraz DFR

W niniejszym podrozdziale przedstawione sa wyniki z prac [A5] oraz [A2] dotyczace optymal-
nych gérnych niedodatnich oszacowan wartosci oczekiwanych uogdlnionych statystyk pozycyj-
nych (4.4.1) scentrowanych wzgledem $redniej z populacji, wyrazonych w jednostkach generowa-
nych przez centralne momenty absolutne ustalonego rzedu, dla dwoch szczegdlnych przypadkow

bazowego rozktadu F': o malejacej gestosci oraz malejacej intensywnosci awarii. Oszacowania
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te moga by¢ wyznaczone tylko dla pewnych przypadkéw uogolnionych statystyk porzadkowych
i stanowia pierwsze podejscie do wyznaczania oszacowan dla uogdlnionych statystyk pozycyj-
nych z ograniczonych rodzin rozktadéw metoda maksymalizacji normy.

Praca [A5] stanowi uzupelnienie wynikéw Bierika [9], ktory wyznaczyt wszystkie gérne nie-
ujemne oszacowania dla (4.4.1) z p = 2 w przypadku rozktadéw DD oraz DDA. Kolejna, [A2] jest
kontynuacja studiéw tego samego autora [6], gdzie oméwiono gérne nieujemne oszacowania dla
(4.4.1) z p = 2 w przypadku rozktadéw DFR oraz DFRA. W obu pracach Bienka wykorzystana
zostata metoda rzutowania, ktora jednak nie moze by¢ zastosowana w naszym przypadku. Na-
szym celem jest ulepszenie tych wynikéw dla szczegdlnych przypadkow uogodlnionych statystyk
pozycyjnych, dla ktorych otrzymano oszacowania zerowe, by¢ moze bedace faktycznie ujemne.
Ogodlnie, znak gérnych oszacowan wartosci oczekiwanych uogoélnionych statystyk pozycyjnych
zalezy od parametréw i, ...,7,, oraz ograniczen natozonych na wyjsciowa dystrybuante F'.
Jak wczesniej wspomniano, metoda rzutowania jest odpowiednia w przypadkach gdy skutkuje
niestalymi rzutami (i dodatnimi gérnymi oszacowaniami) odpowiednich funkcji gestosci f, ,,
ktore zasadniczo zalezg od ich ksztattow. W przeciwnym przypadku procedura ta zwraca osza-
cowania zerowe i do uzyskania mozliwie ujemnych oszacowan nalezy zastosowa¢ inng metode,
z czym mamy tu do czynienia.

Rozpoczynamy omoéwieniem wynikéw dla rozktadu DD, ktory jest szczegdlnym przypadkiem
rodziny DFRA(«) (patrz (4.1.5)). Zerowe gérne oszacowania dla (4.4.1) otrzymujemy wowczas,
gdy gestosé Xy) jest malejaca, tzn. dla r = 11 ~, > 1 lub gdy rzut skonstruowany przez
Bienka [9] w dalszej fazie okazal sie by¢ stalty. Ten drugi przypadek zachodzi dla r > 2 oraz
M= ... =29 > 0takich, ze y, > 1lub vy, =117 > 2, gdy m, > %, gdzie m;, = f[ W;ﬁl,
I<y<r.

Pierwszy wynik dotyczacy $rednich uogoélnionych statystyk porzadkowych dany w jednost-

kach skali generowanych przez p-te centralne absolutne momenty dla 1 < p < oo w przypadku
rozkladéw DD przedstawiono w Proposition 1 pracy [A5]. Zerowe oszacowania dla r > 1 oraz
Y= ...27 >0 takie, ze v, > 1 lub 7. = 11 v,_1 > 2 nie moga by¢ polepszone, jednakze po-
dajemy doktadny opis rozktadéw, dla ktorych osiagana jest rownosé. Postepujemy analogicznie
jak jest to opisane w Podrozdziale 4.1.4, rozwazajac wartos¢ oczekiwang (4.4.1) standaryzowa-
nej r-tej uogdlnionej statystyki porzadkowej, dla » = 1,...,n, i przedstawiajac ja w postaci
nastepujacej catki

(for(@) — 1)da, (4.4.9)

Op

X — /1F1<x> o
0

(por. (4.4.2), (4.4.4)). Rozwazamy tu funkcjonaly reprezentowane przez funkcje h(z) = f, () —

1, dzialajace na funkcjach g(z) = %, bedacych elementami zmodyfikowanego (wzgledem

rozwazanego w Podrozdziale 4.1.4) zl;ioru G, przestrzeni LP(]0, 1), dz), ktére sa niemalejace,

spelniaja (4.1.20) i sa dodatkowo wypukte. Warunek wypuktoéci wynika z ograniczen nato-

zonych na rodzine DD rozkladéw wyjsciowych i w konsekwencji na standaryzowang funkcje
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kwantylowa g¢. Jak pokazano w [9], funkcjonal T}, jest niedodatni dla » = 1 oraz 7; > 1 lub
r>2orazy > ... > > 0takich, ze v, > 11ub~, = 1oraz v,y > 2, dla m, > % Uzywajac
tego samego rozumowania jak to przedstawione w [39] twierdzimy, ze mozna ograniczy¢ sie do

maksymalizacji normy na podzbiorze funkcji postaci
Ga(r) = A(a) + B(a)(x — a)1any(x), «a€(0,1), (4.4.10)

ktére sa niemalejace 1 wkleste dla B(a) > 0. Stosujac warunek (4.1.20) do funkcji (4.4.10),
otrzymujemy wspétczynniki A(a) < 0 oraz B(a) > 0. Nastepnie wyznaczamy p-tg norme
(4.4.10) uzywajac m.in. calek zawartych w [9] oraz minimalizujac pewne szczegblne wyrazenia
i ostatecznie otrzymujemy wynik, ktory zostal przedstawiony w Proposition 1 pracy [A5], gdzie
rozwazono p # 1. Mimo, ze zerowe oszacowanie w tym przypadku jest optymalne, podajemy
rowniez warunki rownosci, gdzie oszacowanie jest osiggane w granicy przez mieszaniny atomow
i rozktadéw jednostajnych.

Analogicznie udowadniamy wyniki dla pozostatego przypadku p = 1, gdy niedodatnie osza-
cowania wyrazone s w jednostkach skali generowanych przez srednie absolutne odchylenie od
Sredniej, i sa wyznaczone przez infimum pewnej konkretnej funkeji U; na przedziale jednostko-
wym. Rownosé jest osiagana (by¢ moze w granicy) przez mieszaniny atoméw w lewym koricu
nosnika oraz rozktadéw jednostajnych. Wyniki te sa przedstawione w Proposition 2 pracy [A5].
Oszacowania dla szczegdlnego przypadku pierwszej uogélnionej statystyki pozycyjnej przed-
stawiono w Corollary 1 pracy [A5]. Bylo to szczegdlnie interesujace, poniewaz gestosci w tej
konfiguracji moga by¢ natychmiast przedstawione w przyjaznej formie, i takie sg réwniez wyniki.
Mimo, ze wniosek ten jest konsekwencja Proposition 2 pracy [A5], wymagal dogtebnej anali-
zy szczegblnej postaci funkeji Uy oraz jej wtasnosci. Numeryczne wartosci oszacowan srednich
standaryzowanych pierwszych uogélnionych statystyk pozycyjnych dla rozktadéw o malejace;j
gestosci przedstawiono w Table 1 pracy [A5]. Zauwazmy, ze dla matych wartosci v, zblizajacych
sie¢ do 1, minimum funkcji U; jest osiagane blisko zera i oszacowanie jest delikatnie mniejsze od
zera. Gdy 7, sie zwigksza, minimum przesuwa sie dalej od zera i oszacowanie zbliza sie do —%,
stabilizujac swoja wartos¢ dla v, poczawszy od 2.

Oméwimy teraz wyniki dla rodziny rozkladéw DFR, ktére przedstawiono w pracy [A2].
Bieniek (patrz Theorem 4.2, [6]) wyznaczyl gérne nieujemne oszacowania dla wartosci ocze-
kiwanych uogdlnionych statystyk pozycyjnych opartych na rozktadach DFR, rzutujac ztozenie

[y gestosci jednostajnej uogélnionej statystyki porzadkowej oraz dystrybuanty rozktadu wy-

1

ktadniczego na odpowiednio dobrany stozek wypukty. Dla r > 1 z 91, < 1, gdzie g;, = > Pt

1 < 7 < r, otrzymal on oszacowania zerowe bez doktadnego opisu warunkéw rownosci. Neis_z]ym
celem jest ulepszy¢ te oszacowania w pewnych szczegélnych przypadkach.

Pierwszy wynik, zawarty w Proposition 2.1 pracy [A2] potwierdza, ze dla 0 < p;, < 1 osza-
cowania rzeczywiscie sg ujemne. Jej dowod sktada si¢ z analizy przeksztatcenia kwantylowego
r-tej uogodlnionej statystyki porzadkowej i przedstawienia go jako zlozenia funkcji kwantylowej

i dystrybuanty rozktadu wyktadniczego.
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Najbardziej ogdlne wyniki dotyczace gérnych ujemnych oszacowan dla (4.4.1) z 1 < p < oo
sa przedstawione w Proposition 2.2 pracy [A2], i sa wyznaczone przez infimum pewnej szczegdl-
nej funkcji B, na poéiprostej dodatniej. Metoda wyznaczenia niedodatnich gérnych oszacowan
dla (4.4.1) jest analogiczna do metody wykorzystanej w przypadku rozktadéw DD (patrz [A5]
i [39], Theorem 2) i réwniez jest oparta na metodzie maksymalizacji normy, jednakze teraz
nalezy uwzglednié¢ wage v rozwazajac (4.4.9). W przypadku wyjsciowej dystrybuanty F' z ma-
lejaca intensywnos$cia awarii zaktadamy, ze F~'V jest wypukta na (0, c0) oraz mozemy wyrazié
wartosé oczekiwana (4.4.1) uogdlnionych statystyk porzadkowych w terminach nastepujacej
calki

o0

F'V(z)—u

Op

(fyr(z) = Vv(z)de, (4.4.11)

dla 1 < r < n, definivjac f, . (z) = f,..V(z) dla0 < 2 < co. Mamy teraz T (g) = ?oh(x)g(x)v(x)dx
jako odpowiednik funkcjonalu Tj, rozwazanego w Podrozdziale 4.1.4, reprezegtowany przez
hz) = fyo(x) =1, 2z glx) = (F'V(x) — p)/o,. W tym przypadku podzbiér G, przestrze-
ni LP([0,00),v(x)dx), skltada sie z niemalejacych i wypuktych funkcji catkowalnych do zera
z jednostkowa p-ta norma. Oczywiscie, skoro F' nalezy do rodziny rozktadow DFR, funkcje g sa
elementami G,. Zgodnie z wynikami Bierika (6], Theorem 4.2), dla naszego zestawu parametrow
zaktadamy, ze Tj(g) < 0. Uzywajac metody maksymalizacji normy, kontynuujemy przeksztal-
cenia skutkujace odpowiednim podzbiorem G, i ostatecznie maksymalizujemy norme (4.1.22),

ograniczajac sie do funkcji postaci
Jo(2) = ala) + b(a)(z — @)lja,00)(2), € (0,00),

(por. (4.4.10)) ze wspélezynnikami a(«) i b(«) zgodnymi z odpowiednio zmodyfikowanymi wa-
runkami (4.1.20). Ostatecznie

X
sup B~ — sup{Th(g), g € G} = — in

p Osa<oo ||§a”p7

i otrzymujemy oszacowanie przedstawione w Proposition 2.2 pracy [A2].

Zauwazmy, ze wyliczenie calek w wyrazeniu B, z Proposition 2.2 pracy [A2] ogdlnie nie
jest proste, w szczegdlnosci dla niecatkowitych wartosci p. Udato nam sie jednak potwierdzic¢
zerowe oszacowanie i okresli¢ warunki jego osiggania dla szczegdlnego przypadku pierwszych
uogdblnionych statystyk pozycyjnych, tzn. dla r = 1 i dowolnie ustalonego 1 < p < oco. Wyniki
te sa przedstawione w Proposition 2.3 pracy [A2]. Réwnos¢ jest osiagana mozliwie w granicy,
przez mieszanki atoméw oraz przesunietych rozktadow wyktadniczych. Jak wcze$niej wspomnia-
no, pierwsza uogélniona statystyka pozycyjna ma rozktad identyczny jak minimum z n i.i.d.
zmiennych losowych z dystrybuanta 1 — (1 — F(x))"/", ktéra ma wlasnoéé DFR. Dlatego tez,
znajac oszacowania dla zwyktych statystyk pozycyjnych, otrzymujemy réwniez oszacowania

dla pierwszych uogoélnionych statystyk pozycyjnych, uzywajac odpowiedniego przeksztatcenia.
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Zatem wyniki zawarte w Proposition 2.3 pracy [A2] odpowiadaja wynikom Rychlika (patrz
Theorem 1, [39]), ktéry rozwazal gérne niedodatnie oszacowania dla statystyk pozycyjnych
niskiego rzedu w tym samym modelu rodziny rozktadéw DFR.

Szczegdlny przypadek oszacowan wyrazonych w jednostkach skali generowanych przez $red-
nie absolutne odchylenie od $redniej oy, jest uwzgledniony w odrebnym wniosku (Corollary
2.1, [A2]), ktéry wynika z Proposition 2.2 tejze pracy. W szczegdlnosei, takie oszacowania dla
pierwszej uogolnionej statystyki pozycyjnej sa scisle ujemne i przedstawiono je w Corollary 2.2
[A2]. Odpowiadajace im numeryczne wartosci oszacowan dla pewnych szczegélnych przypad-
kéw parametréw v sa zawarte w Table 1 pracy [A2]. Symulacje numeryczne pokazuja, ze dla
rosnacych wartosci 1 < y; < 2, oszacowanie stopniowo maleje do —1/2 i ostatecznie stabilizu-
je swoja wartos¢ poczynajac od vy, = 2. Jest to zbiezne z wynikami [A8] (patrz Theorem 4)

w ogb6lnym przypadku dowolnej dystrybuanty bazowej z p = 1.

4.4.4 Rodziny rozkltadéw DDA i DFRA

Wyniki przedstawione w niniejszym podrozdziale réwniez dotycza prac [A5] oraz [A2], w odnie-
sieniu do innej rodziny rozkladéw, generowanej przez porzadek gwiazdzisty (patrz Podrozdzial
4.1.2). Gorne nieujemne oszacowania dla wartosci oczekiwanych uogélnionych statystyk porzad-
kowych (4.4.1) dla p = 2, pochodzacych z rozkladéw o malejacej usrednionej gestosci (DDA)
byly najpierw rozwazane w [9], podczas gdy analogiczny przypadek rodzin rozkladéw DFRA
oméwiony zostal w pracy [6]. Jednak w niektérych przypadkach gérne oszacowania dla (4.4.1)
mogg by¢ niedodatnie i na tym problemie sie wtadnie teraz skupimy.

Ogolna procedura, ktéra umozliwia wyznaczenie géornych niedodatnich oszacowan dla $red-
nich uogoélnionych statystyk porzadkowych opartych na dystrybuancie F' z malejaca usredniong
W-uogoélniona intensywnoscia awarii, gdzie W jest dowolng dystrybuanta z nieujemna funkcja
gestosci w na [0,d) z 0 < d < oo, przedstawiona jest w pracy [Ab]. Stanowi ona modyfi-
kacje metody maksymalizacji normy opisanej w Podrozdziale 4.1.4 w odniesieniu do funkcji
h(z) = h(z) = f,, W (x)—1 oraz g(x) = % w przestrzeni LP([0, d), w(x)dz). Odpowied-

p
ni funkcjonal rozwazony w (4.1.19) w naszym przypadku dany jest wzorem

g / EUWAE) = 1 () — Dw(a)da, (4.4.12)

Op Op

(por. (4.4.9) i (4.4.11)). Przeprowadzajac postepowanie zgodne z krokami metody maksy-

malizacji normy opisanej w Podrozdziale 4.1.4, przedstawiamy calki z (4.4.12) jako liniowe
funkcjonaty postaci Tj(g) = fdﬁ(x)g(x)w(x)dx, gdzie h(z) = f,,W(z) — 1, jest dowolnym
elementem LP([0,d), w(x)dx), Oktéry dla danych ~ oraz r calkuje sie do zera, podobnie jak
g = (F'W(zx) — p)/o, z Ti(g) = 0. Interesuje nas przypadek, gdy funkcje g sa elementami

ograniczonego i wypuklego podzbioru G, przestrzeni LP([0,d), w(x)dx), zawierajacego funkcje
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niemalejace i gwiazdziste, takie, ze
T;l(g) < 0, h e H.

Dalsza analiza prowadzi do odpowiednich przeksztalcen g oraz G, i ostatecznie umozliwia sfor-
mutowanie wynikow nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6 ([A5], Proposition 3) Niech 1 < p < oo oraz W bedzie ustalong dystrybu-
antq z nieujemng gestoscig w na [0,d), 0 < d < oo. Ponadto, niech Xg’”) bedzie r-tqg wogdlniong
statystykq porzqdkowg opartg na dystrybuancie F takiej, Ze F' ., W oraz T;(g) jest ujemne.

Mamy wéwczas nastepujgce oszacowanie
supE——= = — inf B,(«), (4.4.13)

gdzie

Roéwnosé w (4.4.13) osiggana jest przez rozktady z dystrybuantq F, takq, Ze

aoBy(a)o, + 1, 0<z<a,

4.4.15
(a0 + bo)By(a)o, +p, a <z <d. ( )

F7'W(x) = {

gdzie a jest argumentem, dla ktérego osiggane jest infimum wyrazenia (4.4.14) za$

d
Ao = —ba/xw(x)dx.

Jezeli infimum (4.4.14) jest osiggane w granicy, to réwno$é réwniez jest osiggana w granicy

przez ciggi dystrybuant opisanych w (4.4.15).

Najpierw stosujemy Twierdzenie 6 dla rozktadéw DDA, tzn. dla W = U, otrzymujac wyniki,
ktére sa szczegbtowo opisane w Rozdziale 2.2 pracy [A5]. Przyktady numeryczne dla pierwszych
uogolnionych statystyk porzadkowych z rozktadéw DDA z odpowiednio dobranym 7; > 1 nie sa
zaskakujace. Rozwazono vy;=1.5, 2, 10, 100, 1000, oraz p = 1, 2, gdy oszacowania sg réwne zero.
Przypuszczalnie, mozliwe niezerowe oszacowania moga by¢ osiagane dla uogélnionych statystyk
porzadkowych wyzszych rzedéw, z duzo bardziej skomplikowang postacia funkcji gestosci f., .

Wyniki dla uogélnionych statystyk porzadkowych opartych na rozktadach DFRA, przed-
stawione w Proposition 2.4 pracy [A2] stanowig natychmiastowe zastosowanie Twierdzienia 6,
w przypadku gdy spetione jest pewne szczegdlne zatozenie Theorem 4.3 pracy [6]. Obliczenia
numeryczne pokazuja, ze dla pewnych przyktadéow (np. dla szczegélnych konfiguracji staty-
styk porzadkowych progresywnie cenzurowanych typu II), oszacowanie osiagane jest w granicy

i rowniez wynosi zero, ale w ogélnym przypadku pokazanie tego nie jest proste.
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4.5 Whnioski

Osiagniecia opisane w niniejszym autoreferacie stanowig wyniki dotyczace optymalnych osza-
cowan dla szczegdlnej postaci funkcjonatow statystycznych zwigzanych z réznymi modelami
uporzadkowanych zmiennych losowych, takich jak zwykle statystyki porzadkowe, ich przyro-
sty zwane spacjami, wartosci rekordowe i wreszcie, uogélnione statystyki pozycyjne. Oprocz
ogblnego przypadku rozwazono wiele modeli nieparametrycznych rodzin macierzystych rozkta-
déw zdefiniowanych w terminach porzadkéw wypuktego oraz gwiazdzistego, takich jak rozktady
o rosngcej i malejacej gestosci badz intensywnosci awarii, rosnacej i malejacej uogélnionej in-
tensywnosci awarii, malejacej usrednionej gestosci oraz intensywnosci awarii. Oprocz metody
rzutowania, ktora jest powszechnie znana ale nie zawsze jest wystarczajaco skuteczna, zastoso-
wano rowniez inne narzedzie nazywane metoda maksymalizacji normy, stuzace do wyznaczania
gornych niedodatnich badz dolnych nieujemnych oszacowan dla funkcjonatéw statystycznych.
Ostatecznie, osiggniecie opisane w niniejszym autoreferacie w istotny sposéb przyczynia sie
do rozwoju teorii uporzadkowanych zmiennych losowych, dostarczajac brakujace dolne i gor-
ne oszacowania w wielu waznych przypadkach. Jest to szczegdlnie istotne w kontekscie teorii

niezawodno$ci oraz badaniach medycznych i moze mie¢ szeroki zakres zastosowan.

4.6 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

Pozostale osiagniecia naukowo-badawcze, niewchodzace w sktad ww. osiagniecia stanowi 16 ar-

tykutéw naukowych.
Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora
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Streszczenie

Moje pozostale osiaggniecia po uzyskaniu stopnia doktora koncentruja sie wokdt statystycznej
i probabilistycznej teorii uporzadkowanych zmiennych losowych ([C1], [C5], [C6], [CT], [C8],
[C9], [C10], [C11]) oraz zastosowan statystyki w innych dziedzinach nauki, takich jak psycho-
logia poznawcza ([C3], [C4]) i ekologia ([C2]).

Prace [C1] oraz [C5] skupiaja sie na przypadku statystyk pozycyjnych pochodzacych z do-
wolnie zaleznych i niekoniecznie o jednakowym rozktadzie, dyskretnych zmiennych losowych
X1, Xo, ..., X, dla ktérych przedstawiono metody otrzymywania momentéw. Podano ogdlny
wzér (patrz [C1], Theorem 2.1) na momenty dowolnie ustalonych rzedéw pojedynczych staty-
styk pozycyjnych z dyskretnych populacji przy prostym zatozeniu, ze X; przyjmuja wartosci
w zbiorze nieujemnych liczb catkowitych. Teoretycznie wyniki te moga by¢ uzyte dla dowolne-
go rozktadu brzegowego X; (z noénikami zawierajacym tylko nieujemne liczby catkowite) i dla
dowolnej struktury zaleznosci miedzy nimi. Jednak w praktyce wzory te dziataja dobrze tylko
wtedy, gdy nosniki rozktadéw sa skoniczone (wyniki zilustrowano przyktadem numerycznym dla
rozkladu wielomianowego). Problem powstaje, gdy chcemy zastosowaé Theorem 2.1 pracy [C1]
do wyliczenia momentéw statystyk pozycyjnych powstalych ze zmiennych o nieskonczonych
nosnikach, dlatego proponujemy dwa rozwigzania tego problemu. Pierwsze to metoda obcina-
nia, prowadzaca do przyblizonych warto$ci momentow, natomiast drugie dotyczy szczegdlnego
przypadku wielowymiarowego rozktadu geometrycznego (MVG). Dokladna postaé wzoréw na
przyblizenia dla pewnych szczegdlnych jednowymiarowych rozktadéw brzegowych, tj. Poissona
i ujemnego dwumianowego, ktére umozliwiajg komputerowe wyliczenie przyblizonych wartosci
momentéw zwyklych dla tych rodzin rozktadéw podajemy w Corollary 2.1 i 2.2 pracy [C1].
Nastepnie w Section 3 pracy [C1] podajemy wzory wygodne do obliczen numerycznych dla
doktadnych wartosci momentow statystyk pozycyjnych opartych na wektorach o rozktadzie
MVG, przedstawiajac rowniez jego doktadna definicje, interpretacje niezawodnosciowa i przy-
datne wlasnosci (patrz Theorem 3.1 pracy [C1]), ktére sa wykorzystywane pdzniej do uzyskania
wzordéw na momenty silni statystyk pozycyjnych opartych na rozktadach MVG ([C1], Theorem
3.3). Przedstawiamy réwniez numeryczne wartosci dla érednich i wariancji statystyk kazdego
rzedu dla préb z rozktadu MVG, ktére sa odpowiednio niewymienialne i wymienialne ([C1],
Table 6 1 7). Otrzymane wyniki stosujemy w teorii niezawodnosci przedstawiajac wzory, kté-
re sg przydatne do numerycznych oszacowan momentéw czaséw zycia systeméw koherentnych
pracujacych w dyskretnych cyklach, ztozonych z heterogenicznych i niekoniecznie niezaleznie

pracujacych komponentéw ([C1], Section 4). Podajemy réwniez przyktady ilustrujace wartosci
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oczekiwane i wariancje czaséw zycia szczegblnych systemow niezawodnosciowych, m.in. systemu
mostkowego przedstawionego na Rysunku 1.

Praca [C9] dotyczy nieréwnosci typu Opiala, ktéra jest uogélnieniem oryginalnego wyni-
ku Opiala [31] i jej zastosowania do uzyskania relacji dla wartosci oczekiwanych funkeji m-
uogolnionych statystyk porzadkowych, ich dystrybuant i funkcji generujacych momenty. Mo-
del m-~uogdlnionych statystyk pozycyjnych jest réwnowazny modelowi uogdlnionych statystyk
porzadkowych zdefiniowanych w Podrozdziale 4.1.2, gdzie parametry modelu s odpowiednio
zmodyfikowane poprzez powigzanie wektora v z parametrem m. Najpierw uzywamy nieréwno-
Sci typu Opiala aby uzyska¢ nieréwnosci pomiedzy wartosciami oczekiwanymi pewnych funkeji
m-uog6lnionych statystyk porzadkowych (patrz [C9], Theorem 2). Wynik ten, zastosowany
do szczegdlnych przypadkéw m-uogdlnionych statystyk porzadkowych, tj. zwyklych statystyk
pozycyjnych i k-tych rekordéw, przedstawiony jest w Corollary 1 oraz 2 pracy [C9], wraz z towa-
rzyszacymi im przyktadami. Rozwazajac rézne postaci funkcji, podajemy nierownosci miedzy
momentami, momentami odwréconymi (ujemnymi) oraz funkcjami generujacymi momenty m-
uogolnionych statystyk porzadkowych. Sg one przedstawione odpowiednio w Corollary 4, 5 oraz
6 pracy [C9].

W artykule [C8] rozwazamy losowe kombinacje wypukte m-uogdlnionych statystyk pozycyj-
nych. Pokazujemy najpierw, ze dowolne m-uogolnione statystyki porzadkowe oparte na uogol-
nionych rozkladach Pareto G,, .5 z parametrem potozenia a oraz skali b — a (jego standary-
zowana wersja dana jest wzorem (4.1.3), dla m odpowiadajacemu «) moga by¢ przedstawione
jako losowe kombinacje wypukte swoich sasiadow, gdzie rozktad wag kombinacji nie zalezy od
m (patrz [C8], Theorem 2.1). Nastepnie, bazujac na otrzymanych losowych kombinacjach wy-
puktych m-uogdélnionych statystyk porzadkowych, otrzymujemy charakteryzacje rozktadu GPD
(patrz [C8], Theorem 2.2 i 2.3).

Praca [C10] jest uogdlnieniem wynikéw [37] i dotyczy przestrzeni LP([a,b],dz), 1 < p < o0
funkcji okreélonych na dowolnych skonczonych przedziatach, catkowalnych w p-tej potedze.
Prezentujemy w niej ostre oszacowania cigglych liniowych funkcjonaléw przy pewnych szcze-
golnych zatozeniach, podajac rowniez warunki osiggania réwnosci. Ograniczenia te zaktadaja,
ze rozwazane funkcjonaly sg niemalejace, caltkowalne do zera, o normie jednostkowej. Najpierw
przedstawiamy dodatnie goérne oszacowania na funkcjonaty przy uzyciu nieréwnosci Morigu-
tiego 1 Holdera (patrz [C10], Theorem 2, 3 oraz 4), nastepnie rozwazamy oszacowania gorne
niedodatnie (patrz [C10], Theorem 5, 6 oraz 7). Wskazujemy réwniez probabilistyczne i sta-
tystyczne interpretacje takich funkcjonalow oraz waznosé ich oszacowan. W rzeczywistosci, te
ostatnie wyniki wspomniane réwniez w Podrozdziale 4.1.4, byly punktem wyjscia do dalszych
rozwazan i pozwolity rozszerzyé¢ zakres moich zainteresowan ze statystyk pozycyjnych i ich
liniowych kombinacji na inne ciekawe modele uporzadkowanych zmiennych losowych. W isto-
cie, mimo, ze opublikowane wczesniej, podajemy uproszczona wersje Theorem 6 z pracy [C10]
w Theorem 1 pracy [C11], gdzie wyznaczono optymalne dolne oszacowania dla $rednich k-tych

rekordéw pochodzacych z nieskonczonych ciagoéw i.i.d. absolutnie ciagtych zmiennych losowych.
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Oszacowania te wyrazone sa w jednostkach generowanych przez centralne absolutne momenty
réznych rzedéw. Oszacowania dla klasycznych rekordéw (k=1), ktore sa nieujemne, otrzyma-
no przy uzyciu metody maksymalizacji normy, opisanej w Podrozdziale 4.1.4 i Twierdzeniu
2. Udowadniamy réwniez odpowiednik Theorem 1 z pracy [C11] dla p = 1 przy stabszych
zatozeniach i otrzymujemy dolne optymalne oszacowania dla wartos$ci oczekiwanych rekordow
mierzone w $rednich absolutnych odchyleniach od $redniej oy, ktore sa $cisle dodatnie (patrz
[C11], Theorem 4). Dolne oszacowania dla innych k-tych rekordéw z k > 2 sa niedodatnie
i przedstawiono je w Theorem 6, 7 oraz 8 pracy [C11]. Omawiamy réwniez dolne oszacowania
dla $rednich k-tych przyrostéw rekordowych E(R®) — R()) 1 < m < n, ostatecznie ilustrujac
wyniki przyktadami numerycznymi.

Prace [C7] oraz [C6] byly prezentowane na dwdch konferencjach i dotycza optymalnych
oszacowan wartosci oczekiwanych zwyktych statystyk pozycyjnych i ich réznic pochodzacych
z rozktadow z rosnaca gestoscia i intensywnoscig awarii, ktére omoéwiono w Podrozdziale 4.2.1.

Wyniki przedstawione w [C3] oraz [C4] dotycza analizy danych w psychologi i kognitywisty-
ce. W pracy [C3] analizowano wyptyw ekspozycji na $wiatto na zdrowie cztowieka, a doktadniej,
przeprowadzono badania nad wzrostem obiektywnych i subiektywnych pomiaréw czujnosci (ta-
kich jak wyniki EEG, zachowania poznawcze oraz subiektywna sennos$é¢) pod wplywem ekspo-
zycji na sSwiatto czerwone w ciggu dnia. W badaniu wystepowaly trzy warunki oswietleniowe:
stabe $wiatlo (ciemnosc), swiatto niebieskie i $wiatto czerwone. Z kolei w pracy [C4] zastosowa-
no trzy psychomotoryczne testy poznawcze do pomiaru wydajnosci w okreslonych warunkach
oswietleniowych: Prosty Czas Reakcji (SRT), N-back (wersja 1-back) oraz Ciagly Test Wy-
dajnosci IT (CPT II). Méj wklad pracy w powstanie obu publikacji byt skoncentrowany na
petnej statystycznej analizie danych, wtaczajac w to eksploracyjng analize danych, wstepne
przygotowanie danych do analizy i odpowiednie ich przeksztalcenia. Analiza polegata gtownie
na wykonaniu testow trzyczynnikowej analizy wariancji z powtarzanymi pomiarami dla gesto-
sci mocy czestotliwosci EEG fal theta i alpha, w celu zbadania efektéw interakcji pomiedzy
Swiattem (niebieskie, czerwone i ciemno$¢), odprowadzeniami (Cz, Pz, Fz i Oz) oraz faza ba-
dania (1-5), z uwzglednieniem testow post-hoc i dalszych analiz. Praca ta zostala wykonana
w $rodowisku R oraz oprogramowaniu IBM SPSS Statistics.

Publikacja [C2] dotyczy biostatystycznej analizy danych ekologicznych dostarczonych przez
World Wide Fund for Nature (WWF Deutschland). Forest Stewardship Council (FSC) jest
powszechnie uznawanym standardem certyfikacji odpowiedzialnym za zarzadzanie lasami we
wszystkich gtéwnych biomach lesnych. Badania skoncentrowane byty na systematycznych ob-
serwacjach, przeprowadzonych w celu oceny efektywnosci ekologicznej FSC w lasach borealnych
Obwodu Archangielskiego w Rosji. Moje obowiazki polegaty na dobraniu i przeprowadzeniu od-
powiednich analiz statystycznych dla zmiennej wyjasnianej opisujacej stan certyfikacji FSC mie-
rzonej na trzech poziomach. Najpierw przeprowadzona zostata eksploracyjna analiza danych,
nastepnie analiza sktadowych gtéwnych (PCA) w celu wyznaczenia zmiennych silnie skorelo-

wanych i wizualizacji struktury zbioru danych. Nastepnie wykonano analize z uzyciem metody
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laséw losowych, aby wyznaczy¢ te zmienne objasniajace, ktore najbardziej wplywaja i pozwala-
ja w najwigkszym stopniu na rozréznienie zmiennej wyjasnianej w trzech badanych obszarach.
To wielowymiarowe podejscie jest zwykle stosowane w zagadnieniach klasyfikacji i problemach
regresji, a jego gltéwng przewaga nad innymi metodami uczenia maszynowego jest wysoka traf-
nos¢, umiejetno$é radzenia sobie z wysoce skorelowanymi zmiennymi oraz zdolno$¢ identyfikacji
najwazniejszych zmiennych objasniajacych. Uzyto tu takze podejécia opisanego w pracy [24]
do rozréznienia predyktorow waznych od nieistotnych. W pierwszym kroku tej analizy zosta-
ta wyznaczona miara waznosci zmiennych z oryginalnego zbioru danych. Kazda zmienna byta
wielokrotnie permutowana w celu oceny rozktadu empirycznego miary jej waznosci przy hipo-
tezie zerowej zakltadajacej niezalezno$¢ miedzy ta wtasnie zmienng, zmienng wyjasniang oraz
pozostatymi predyktorami. Dla kazdej zmiennej wyznaczono p-warto$¢ i zmienne, ktérych p-
wartosci nie przekroczylty pewnego progu zostaty wybrane z uzyciem poprawki Bonferroniego
na wielokrotne poréwnania. W drugim etapie zbudowany zostal ostateczny las losowy, oparty
tylko na predyktorach wybranych w pierwszym kroku jako potencjalnie istotnych. Po zakoncze-
niu procedury wyznaczono koncows waznos¢ wybranych zmiennych. W analizie wykorzystano
rowniez procedury analizy wariancji, ktére postuzyly do ustalenia, czy istnieja statystycznie
istotne réznice miedzy miarami tendencji centralnej poszczegédlnych zmiennych objasniajacych
w roznych klasach zmiennej objasnianej. Wszystkie analizy wykonano w srodowisku obliczen

statystycznych R.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig na-
ukowg albo artystyczng realizowang w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,

w szczegolnosci zagranicznej

1. Stypendium badawcze postdoc

Stypendium badawcze postdoc zostato mi przyznane przez Deutscher Akademischer Au-
stausch Dienst (DAAD) w roku 2010, realizowane byto w Institute of Statistics, RWTH
Aachen, Niemcy, pod kierunkiem prof. Udo Kampsa, prekursora idei uogélnionych staty-
styk pozycyjnych. Tematyka badan dotyczyta oszacowan dla uogdlnionych statystyk po-
zycyjnych: Bounds on generalized order statistics. Stypendium realizowane byto w okresie
01.09.2010 — 31.01.2011. W wyniku wspoétpracy z prof. Udo Kampsem powstaly dwie
publikacje naukowe ([C8], [C9)]).

2. Wspélpraca z prof. dr hab. Tomaszem Rychlikiem (Instytut Matematyczny Polskiej Aka-
demii Nauk), dziesie¢ wspolnych publikacji naukowych ([A4], [A6], [A7], [C6], [CT], [C11],
[B2], [B3], [B4], [B5]).

41



3.

6.1

Wspétpraca z dr. hab. Mariuszem Bienkiem, prof. UMCS (Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sktodowskiej, Lublin), jedna wspdlna publikacja naukowa ([A1]).

. Wspbélpraca z dr. hab. Anna Dembinska, prof. PW (Wydzial Matematyki i Nauk Infor-

macyjnych, Politechnika Warszawska), dwie wspélne publikacje naukowe ([C1], [C5]).

. Wspbéltpraca z prof. Susanne Winter (WWF Deutschland, Niemcy) oraz mgr Jeanette

Blumréder (Centre for Econics and Ecosystem Management, Eberswalde University for
Sustainable Development, Niemcy) w zakresie statystycznej analizy danych w ekologii,
jedna wspoélna publikacja naukowa ([C2]).

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-

cyjnych oraz popularyzujacych nauke

Dziatalnos$¢ dydaktyczna

Prowadzaca seminarium inzynierskie dla 6 studentéw 3 roku matematyki stosowanej (od
semestru letniego 2020 r.) oraz seminarium dyplomowe dla 3 roku matematyki i ekonomii
(promotor 9 prac licencjackich w 2013 r. oraz 8 prac licencjackich w 2015 r.) na Wydziale

Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu.

Prowadzaca zajecia dydaktyczne na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w To-
runiu, m.in ze statystyki matematycznej, eksploracji danych i jej narzedzi, baz danych,
rachunku prawdopodobienstwa, matematyki komputerowej, projektowania stron www,
w formie ¢wiczen i zaje¢ laboratoryjnych, dla studentéw studiéw stacjonarnych i niesta-
cjonarnych z informatyki, matematyki, matematyki i ekonomii, matematyki stosowanej
i bezpieczenstwa narodowego. Niektore zajecia byly realizowane czesciowo zdalnie, z wy-
korzystaniem nowoczesnych metod nauczania, m.in. platformy obstugi nauki Moodle,
PLATON oraz MS Teams. Narzedzia wykorzystywane do pracy w laboratoriach kom-
puterowych: srodowisko R, KNIME oraz oprogramowanie PS IMAGO (IBM SPSS Stati-
stics) na zajeciach akredytowanych przez firme Predictive Solutions Sp. z o.0. (certyfika-
ty akredytacji nr AKR002/W5/09.2013, AKR002/W6/09-2014, AKR002/W7/09_2015,
AKRO76/W1/02_2019), IBM SPSS Modeler, a takze narzedzia bazodanowe ORACLE
(Oracle SQL Developer i Data Modeler).

Wspétautorka kursu zdalnego Podstawy PS IMAGO PRO organizowanego we wspoipracy
z firma Predictive Solutions Sp. z o.0., kwiecien-maj 2020 r.

Koordynator i prowadzaca kurs Statystyka i eksploracja danych dla pracownikéw Uniwer-
sytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu w ramach projektu unijnego KADRA - Podniesie-
nie kompetencyi kadry dydaktyczne; UMK, maj, lipiec 2018 r.
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6.2

Wspotprowadzaca szkolenie ,;Analiza klienta” dla studentow Wydziatu Matematyki i In-
formatyki UMK w Toruniu w ramach projektu unijnego KLUCZ - Rozwdj kluczowych
kompetencyi studentow kierunkow Scistych i technicznych Uniwersytetu Mikolaja Koper-

nika dla potrzeb gospodarki, spoleczenstwa @ rynku pracy, maj 2017 r.

Dziatalno$¢ organizacyjna

Cztonkini Rady Dyscypliny Matematyka, Wydzial Matematyki i Informatyki UMK w To-
runiu, od pazdziernika 2019 r.

Cztonkini jury konkursu dla mtodych statystykow organizowanego podczas XLV Konfe-
rencji ,,Statystyka Matematyczna”, 2-6 grudnia 2019 r.

Czlonkini Komitetu Organizacyjnego spotkania grupy badawczej Ordered Statistical Data
(OSD 2019) meeting, Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Be-
dlewie, 13-17 maja 2019 r.

Czlonkini Komitetu Organizacyjnego XLIV Konferencji Statystyka Matematyczna (XLIV
Conference on Mathematical Statistics), 3-7 grudnia 2018 r., Matematyczne Centrum

Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie.

Zapraszajaca goscia na Wydzial Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu: Nikolay N.
Nikolov, Bulgarska Akademia Nauk, Sofia, listopad 2018 r.

Organizator sesji specjalnej Ordered Statistics na konferencji International Conference
on Trends and Perspectives in Linear Statistical Inference (LinStat’2018), Matematyczne

Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedlewie, 20-24 sierpnia 2018 r.

Udzial w pracach nad tworzeniem nowego kierunku studiéw: matematyka stosowana na
Wydziale Matematyki i Informatyki UMK, 2016 r.

Cztonkini Komitetu Organizacyjnego 11th International Conference on Ordered Statistical
Data (OSD 2014), Matematyczne Centrum Konferencyjno-Badawcze IM PAN w Bedle-

wie, 2-6 czerwca 2014 r.
Prowadzaca sesje (chair):

— Models for Ordered Data I, First German-Polish Joint Conference on Probability
Theory and Mathematical Statistics, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu,
6-9 czerwca 2013 r.

— Ordered Statistics I, International Conference on Trends and Perspectives in Li-
near Statistical Inference (LinStat’2018), Matematyczne Centrum Konferencyjno-
Badawcze IM PAN w Bedlewie, 20-24 sierpnia 2018 r.
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e Opiekun I roku matematyki na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK w Toruniu
w latach 2011/2012, 2012/2013.

6.3 Dzialalnos$¢ popularyzujgca nauke

e Torunski Festiwal Nauki i Sztuki (TFNiS):
— wspétorganizacja warsztatow pt. ,,Jeden obraz wart wiecej niz tysiac liczb”, 25-26
kwietnia 2019 r.
— wspotorganizacja imprezy pt. ,Matematyczne hydrozagadki”, 22-23 kwietnia 2017 .

— wspolorganizacja warsztatéw dla dzieci ze szkoty podstawowej i uczniow gimnazjum

pt. ,Dylematy torunskiego flisaka”, 24-25 kwietnia 2017 r.

— wspolorganizacja imprezy pt. ,Kosci zostaly rzucone, czyli Rodzinne Mistrzostwa
w Grze w Kosci (i nie tylko)”, 16-17 kwietnia 2011 r.

e Zajecia dla gimnazjalistéw pt. ,Pozyskiwanie wiedzy z danych”, realizowane w ramach

projektu Region Nauk Scislych, pazdziernik 2014 r. - maj 2015 r.

e Warsztaty pt. ,,O krzywych w matematyce” dla stypendystéw Krajowego Funduszu na
Rzecz Dzieci: wyktad pt. ,Krzywe gestosci prawdopodobienstwa’”, 2-4 grudnia 2011 r.

e Wyktady w ramach Regionalnego Kota Matematycznego w I Liceum Ogolnoksztatcacym
w Swieciu: listopad 2009 r., maj 2010 r.

7 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze i inna dzia-

lalnoscé

7.1 Granty i projekty badawcze

1. Grant Narodowego Centrum Nauki nr 2015/19/B/ST1/03100 (Opus 10) pt. Uporzgdko-
wane zmienne losowe stosowane w statystyce i teorii niezawodnosci - wykonawca, kierow-
nik: prof. dr hab. Tomasz Rychlik, 10 czerwca 2016 r. — 9 lipca 2019 r.

2. Projekt badawczy pt. Biostatistical Analysis of data from the forest in the Oblast Ar-
khangelsk in Russia (FSC impact study) nr 21240951, realizowany dla WWF Deutschland
(Berlin, Niemcy) - gtéwny wykonawca, 2018 r.

3. Grant Narodowego Centrum Nauki nr 2011/01/D/ST1/04172 (Sonata 1) pt. Oszacowa-
nia wartosci oczekiwanych uporzgdkowanych zmiennych losowych - kierownik, 1 grudnia
2011 r. — 30 listopada 2015 r.
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4.

7.2

7.3

Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, grant nr 400-M pt. Wykorzystanie narze-
dzi informatycznych do uzyskania optymalnych oszacowan funkcjonatow statystycznych -

gtowny wykonawca, marzec 2010 r. — grudzien 2010 r.

Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, grant promotorski nr N201 044 31/3695 pt.
Oszacowania dolne dodatnich funkcjonatow statystycznych - gtowny wykonawca, kierow-
nik: prof. dr hab. Tomasz Rychlik, 2006 r. — 2007 r.

Nagrody i wyrdznienia

Jednorazowe stypendium Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za wysoko
punktowang publikacje naukowa: Ecological effects of clearcutting practices in a boreal
forest (Arkhangelsk Region, Russian Federation) both with and without FSC certification,
Ecol.Indic., 106, 105461-1-16 (2019 r.).

Indywidualne wyréznienie Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu za osia-

gniecia uzyskane w dziedzinie naukowo - badawczej w 2018 roku.

Laureatka konkursu na najlepsze dydaktyczne materialy autorskie w ramach projektu
Wzmocnienie potencjatu dydaktycznego UMK — przygotowano kurs zdalny do ¢wiczen
laboratoryjnych z przedmiotu ,Statystyka matematyczna” dla studentéw 1 roku stu-
diow II stopnia z matematyki, sp. zastosowania. Materiaty te zostaty zaprezentowane na
otwartym seminarium Wzmacnianie potencjatu dydaktycznego UMK: Jak usprawnié prace
ze studentem korzystajgc z nowoczesnych technologii informacyjnokomunikacyjnych? (21
grudnia 2011 r.).

Inna dzialalnosé

Poza referatami przedstawionymi na konferencjach, umieszczonymi w Wykazie osiggniec
naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny wktad w rozwady okreslones dyscypli-
ny, wygtositam réwniez 18 referatow na seminariach Wydzialu Matematyki i Informa-
tyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu (w latach 2007-2020) oraz 2 referaty
na seminarium Statystyka matematyczna i inne zastosowania probabilistyczne, IM PAN
w Warszawie (w 2012 r. 1 2018 r.) oraz uczestniczytam w innych 6 spotkaniach naukowych

i konferencjach bez wygtaszania referatu.

e Kursy i szkolenia

— Ukonczony kurs rozszerzony z metod nowoczesnego nauczania i kurs specjalistyczny
animacji komputerowych (Adobe Flash) w ramach projektu WZROST - Nowocze-
sne Metody Nauczania (NMN) organizowany przez Regionalne Studium Edukacji
Informatycznej WMil UMK w Toruniu, czerwiec 2011 r.
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— Udzial w VI edycji Zimowych Warsztatow Analitycznych SPSS na temat Identy-
fikacja czynnikow ryzyka — metody klasyfikacji oraz modele zaleznos$ci, 8-9 lutego
2010 r.

— Ukonczone czterosemestralne Studium Pedagogiczne na UMK w Toruniu - uzyskane

kwalifikacje pedagogiczne, 2003 r.
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