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Recenzja w postepowaniu o nadanie stopnia doktora habilitowanego
dr Adama Kanigowskiego

Dr Adam Kanigowski uzyskal stopieri doktora w 2015 r. w Instytucie Matematycznym
Polskiej Akademii Nauk na podstawie rozprawy doktorskiej pt. ,Wtasnosci ergodyczne
gtadkich potokéw na powierzchniach” napisanej pod kierunkiem prof. dr hab. Mariusza
Lemariczyka. Od 2018 r. Habilitant pracuje na Uniwersytecie w Marylandzie (UMD),
najpierw jako adiunkt a od 2021 r. jako profesor nadzwyczajny. Jest On autorem 30
opublikowanych prac dotyczacych teorii ergodycznej, w szczegolnosci dynamiki gltadkiej a
ostatnio powiazan miedzy dynamika i analityczng teorig liczb. Jego pierwsza praca zostata
opublikowana w 2012 r. Habilitant jest kierownikiem grantu amerykanskiej Narodowe;j
Fundacji Nauki (NSF) oraz laureatem wielu nagrod: Nagroda Instytutu Matematycznego
za prace doktorska (2015), Miedzynarodowa nagroda im. Banacha za rozprawe doktorska
z nauk matematycznych (2016), Nagroda Polskiego Towarzystwa Matematycznego dla
Mtodych Matematykow (2016) i Nagroda Kazimierza Kuratowskiego (2017).

Ocena osiaggnie¢ badawczo-naukowych Habilitanta. W sktad osiagnie¢ naukowych
przedstawionych do oceny w postepowaniu habilitacyjnym wszedt cykl 5 prac naukowych
pod wspoélnym tytulem ,Dynamiczne niezmienniki dla uktadéw o wzroscie podwyktad-
niczym”:

H1. A. Kanigowski, Slow entropy for smooth flows on surfaces, Israel J. Math., 226
(2018), 535-577.

H2. A. Kanigowski, K. Vinhage, D. Wei, Slow entropy of some parabolic flows, Comm.
Math. Phys., 370 (2019), 449-474.

H3. A. Kanigowski, D. Wei, Product of two Kochergin flows with different exponents is
not standard, Studia Math., 244 (2019), 265-283.

H4. A. Kanigowski, T. de la Rue, Product of two staircase rank one transformations that
is not loosely Bernoulli, Journal d’Analyse Math., 143 (2021) , 535-553.

H5. A. Kanigowski, K. Vinhage, D. Wei, Kakutani equivalence of unipotent flows, Duke
Math. J., 170 (2021), no. 7, 1517-1583.

Postepowanie habilitacyjne przyczynia sie do klasyfikacji pewnych klas uktadéow dy-
namicznych, gtéownie gtadkich poprzez obliczanie dynamiczne niezmienniki jak entropia
wolna i niezmiennik Kakutaniego.
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Potoki na powierzchniach naleza do najbardziej klasycznych przyktadow uktadow dy-
namicznych. W pracy [H1] sa badane potoki Arnol’da i Kochergina. Te potoki sa reprezen-
towane jako potoki zawieszenia nad obrotami niewymiernymi (T', «) i pod funkcja da-
chowa f € C*(T!\ {0}), ktora spetia (A; > 0, B; > 0):
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gdzie dla potoku Arnol’da, A; + B; # 0 i h(x) = —logx oraz dla potoku Kochergina,

A2+ B?2 > 01ih(z) =27 0 <7 < 1. Tu klasyczna entropia Kolmogorowa-Sinaja jest
zerowa. Dlatego naturalng proba jest obliczenie wolnej entropii Katoka i Thouvenot’a.
Ideg wolnej entropii jest wybor nowej ,skali”, dla ktorej obliczany jest asymptotyczny
wspotezynnik wzrostu orbity. W szczegdlno$ci mozna uzyé rodziny wielomianowej nX
zamiast wyktadniczej exp(xn), aby uzyska¢ uzyteczny niezmiennik dla ukltadow o zerowej
entropii. Rzeczywiscie niech T = (T})cr bedzie potokiem na (X, B, u) a P = { P, ..., Py}
bedzie skonczonym mierzalnym rozbiciem X. Dla dowolnych dwoch punktow z,y € X
ich T-odlegtos¢ Hamminga wzgledem P jest dana przez
T —Leb({s €[0,7] | P(T*z) = P(T*y)})

=T
dP(xvy) = T 9

Dla € > 0, niech B} (z,¢) = {y € X | cfg(x,y) < €} bedzie e-kulg Hamminga o Srodku w
punkcie x. Definiujemy

S(P,T,e) = min{card(F) | u (U B} (:1:,6)) >1—¢}.

zeF

Dla funkcji a : Ry — R, takiej, ze a(T) — oo gdy T' — oo definiujemy

S(P,T,e)
A(T,P,€,a) =limsup ———=
( ) = lim sup oT)
Zaktadamy, ze mamy ustalong rodzine funkcji a, : Ry — Ry, x € Ry taka, ze jesli x < x/,
ay(-) = o(ay(-)). Definiujemy wolna entropie potoku 7 jako

h“x (T) = sup haX (T7 P)v

P— rozbicie skonczone

gdzie
ha (T, P) := li_r)% (sup{x : A(T,P,€e,a,) > 0}).

Pierwsze gltowne twierdzenie [H1] jest ze, dla prawie kazdej czestotliwosci «, dla odpowiada-
jacego jej potoku Arnol’da, wolna entropia wzgledem rodziny a, (t) = t(logt)X jest réwna
1. Drugie glowne twierdzenie [H1]| jest ze, dla prawie kazdej czestotliwosci v oraz dla
kazdego wykladnika v € (0,1), dla odpowiadajacego im potoku Kochergina wolna en-
tropia wzgledem rodziny a, (t) = tX, jest rowna 1 + . To daje nastepujacy imponujacy
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wniosek: Dwa dowolne potoki Kochergina o czestotliwosciach w zbiorze miary Lebesgue’a
11 o r6znych wyktadnikach nie sa izomorficzne. O ile mi wiadomo te nietrywialne oblicze-
nie wolnej entropii potokéw w tej pracy ma pionierski charakter. Dodatkowo, wykorzys-
tanie nieréwnosci Denjoy-Koksma w dowodzie do uzyskania dolnej granicy wolnej entropii
dla potoku Kochergina, bez watpienia pokazuje matematyczne wyrafinowanie.

Mowi sie, ze potok jest paraboliczny, jesli pobliskie orbity rozchodza si¢ z predkos-
cia podwyktadnicza (czesto wielomianowa). Pracy [H2| i [H5], ktore sa mocno zwiazane,
zajmuja sie klasycznymi przyktadami gtadkich potokéw parabolicznych. Skoncentrujemy
sie na gtoéwnej klasie tych prac. Niech G bedzie grupa Liego potprostej i niech g bedzie
jej algebra Liego, a U € g bedzie elementem unipotentnym. FLanicuch w g wzgledem U
o gtebokosci m jest liniowo niezaleznym zbiorem {X; : 0 < j < m} takim, ze X, jest w
centralizatorze U oraz ady(X;) = X;_; dla wszystkich 1 < i < m. Baza laincuchowa g
wzgledem U jest baza, ktora jest suma taricuchow. Ciag glebokosci (my, ..., m,) bazy
taiicuchow nazywano strukturg taricuchowq U. Glowny wynik pracy |[H2| jest nastepu-
jacy. Niech T = (exp(tU))ier bedzie potokiem na przestrzeni jednorodnej o skoriczonej
objetosci G/I', gdzie U € g jest elementem unipotentnym. Wtedy topologiczna wolna
entropia i miarowa wolna entropia 7" w odniesieniu do skali wielomianowej a,(t) = t* sa

rowne GR(U), gdzie

Dowéd w duzej mierze zalezy od faktu, ze pobliskie trajektorie rozchodza si¢ wielomi-
anowo.

Dwa Z-dziatania T i S sa réwnowazne w sensie Kakutaniego, jesli istnieja zbiory
mierzalne A C X i B C Y takie, ze (T4, A, ua) i (S|, B,vp) sa izomorficzne, gdzie T}, i
S|p oznaczajg automorfizmy indukowane a p14 i vp oznaczajg miary warunkowe. Automor-
fizm T jest uktadem obszernie Bernoulliego o zerowej entropii, jesli jest on rownowazny
w sensie Kakutaniego z obrotem niewymiernym na T?. Dwa R-dzialania (T})scr i (St)ier
na (X, u) i (Y, v) odpowiednio sa rownowazne w sensie Kakutaniego jesli istnieje zamiana
czasu potoku (T})er w klasy L', ktora jest izomorficzna z (S;)ser.

Potok ergodyczny o zerowej entropii (T})icr jest ukladem obszernie Bernoulliego o
zerowej entropii jesli istnieje ciecie (z mapa pierwszego powrotu) ktory jest Z-uktadem
obszernie Bernoulliego o zerowej entropii. Wedlug wyniku Ornsteina-Rudolpha-Weissa
jesli Ty jest ergodyczny i uktadem obszernie Bernoulliego o zerowej entropii wtedy potok
(T})ier jest ukladem obszernie Bernoulliego o zerowej entropii.

W Pracy |H5| autorzy pokazuja, ze niezmiennik G R(U) moze stuzy¢ do liczenia niezmi-
ennika Kakutaniego zdefiniowanego przez Ratner. Najpierw Ratner uogélnita metryke f
Feldmana na potokach: Dla z,y € X, ¢, R > 0, czesci orbit Ig(z) i Ig(y) nazywano
(€, P, R)-zgodnymi, jesli istnieje podzbior A = A(z,y) C [0, R], I(A) > (1 — €)R i ros-
naca, absolutnie ciagta funkcja h = h(z,y) : [0,R] — [0, R] taka, ze h wysyla A na
A = A(z,y) C [0,R], (A") > (1 —€)R przy czym P(Tiz) = P(Thwy) dla wszystkich
t € A a ponadto pochodna h' = h/(z,y) spelnia |h/(t) — 1| < € dla wszystkich ¢ € A.
Definiujemy

fr(z,y,P) =inf{e > 0: Ir(x) i Ir(y) sa (¢, P, R)-zgodne}.

Metryka f zostata wprowadzona przez Feldmana w ramach tworzenia teorii uktadow obsz-
ernie Bernoulliego. Ratner miata nastepujacy genialny pomyst: uzy¢ wzrostu kulek f, aby
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odréznié¢ klasy réwnowaznosci Kakutaniego: Niech Br(z, ¢, P) := {y € X | fr(z,y,P) <
¢} bedzie (R, P)-kula o promieniu ¢ > 0 o §rodku w x € X, R > 0. Rodzine ag(¢,P)
(R, P)-kul o promieniu € > 0 nazywano (e, P, R)-pokryciem X, jezeli v(Uag(e, P)) > 1—e.
Oznaczmy Kg(e,P) = inf|ag(e,P)|, gdzie infimum jest brane po wszystkich (e,P, R)
pokryciach zbioru X. Niech F' oznacza rodzine wszystkich funkcji nierosngcych z R™ w
siebie, rozbieznych do +o0o. Dla u € F, oznaczamy

log Kp(e,P)

’

B(u,e,P) = liminf

R—o0 U(R)

e(u,P) = lg% B(u, €, P);
e((Ty),u) = supe(u,P).
’P

Ratner udowodnita, ze jezeli (T3) i (S;) sa dwoma ergodycznymi, rownowaznymi w sensie
Kakutaniego potokami okreslonymi odpowiednio na przestrzeniach (X, &, v) i (f( . B, v),
wtedy e((Ty),u) = e((S;),u) dla wszystkich u € F spelniajacych lim; % =1dla
wszystkich a > 0. Glowny wynik pracy [H5| jest prawdziwym tour de force: Niech
T = (exp(tU))ser bedzie potokiem na przestrzeni jednorodnej o skoriczonej objetosci G/T,
gdzie U € g jest elementem unipotentnym. Jesli krata I' jest ko-zwarta, to niezmiennik

Kakutaniego réwna
e((7T),log) = GR(U) — 3.

Dla I' o skoniczonej ko-objetosci wychodzi
GR(U) -4 <e((T),log) < GR(U) — 3.

Ponadto, jesli GR(U) = 3, to T jest obszernie Bernoulliego. Z tym wynikiem autorzy,
na podstawie obliczenia GR(U) wyciagneli wiele wnioskéw, n.p. niech G' bedzie liniowa
polprosta grupa Liego o dim G > 3, wtedy istnieja ergodyczne potoki unipotentne na G/T,
ktore nie sg obszernie Bernoulliego; Jezeli GG jest prosta, to zaden potok unipotentny na
G/T nie jest obszernie Bernoulliego; Jesli G ma stopieni rzeczywisty co najmniej dwa, to
istnieja dwa potoki unipotentne na G/T" ktore nie sa rownowazne w sensie Kakutaniego.

Zauwazmy ze ostatni wniosek rozwigzatl w duzym stopniu problem otwarty z wyktadu
Ratner w Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Zurychu w 1994 r. i zatem jest
to wazne oslagniecie.

W artykule [H3] gtéowny wynik jest, ze produkt kartezjariski dwoch potokow Kochergina
Koch(ay,v1) 1 Koch(ag,y2) o roznych wyktadnikach 71,72 € (—1,0), 71 # 72 nie jest ob-
szernie Bernoulliego dla prawie wszystkich (aq, as).

Praca |[H4| ma wyspecjalizowany charakter. Dotyczy ona uktadéw schodkowych rangi
jeden. Uktady rangi jeden sa konstruowane przez ciecie i nadstawianie, gdzie ranga je-
den odpowiada faktem, ze w kazdym etapie po nadstawianiu widzimy tylko jedna wierze.
Dla uktadéw schodkowych rangi jeden zaktada sie, ze nadstawki wygladaja jak schody w
kazdym etapie, w pierwszym przedziale jedna nadstawka, w drugim przedziale dwie nad-
stawki itd. Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie uktady skonczonej rangi sa uktadamy obszernie
Bernoulliego o zerowej entropii. Glowny wynik artykutu [H4| jest, Ze istnieja dwa uktady
schodkowe rangi jeden, ktorych iloczyn kartezjanski nie jest obszernie Bernoulliego. Au-
torzy pozostawiajg otwarte trudniejsze pytanie, czy istnieje uktad schodkowy rangi jeden,
ktorego kartezjariskiego iloczynu nie jest obszernie Bernoulliego.

Jedna z omawianych pieciu prac zostala opublikowana w bardzo prestizowym cza-
sopiSmie (Duke Math J.). Jedna z omawianych pieciu prac zostala opublikowana w
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doskonalym czasopismie (Comm. Math. Phys.). Dwie z omawianych pieciu prac zostaly
opublikowane w bardzo dobrych czasopismach (Israel J. Math., Journal d’Analyse Math.).
Jedna z omawianych pieciu prac zostata opublikowana w dobrym czasopismie (Studia
Math.). Wszystkie artykuly zawieraja bardzo ciekawe wyniki, w przypadku pracy [H5|
nadto spektakularne, i oceniam je bardzo wysoko. Aby rozumie¢ kontekst prac [H1|
i [H3], trzeba podkresli¢ bardzo znaczacy wklad Habilitanta w badania nad potokami
Kochergina. Te potoki, ktore zostaly skonstruowane przez Kochergina w 1975 jako pier-
wsze przykltady mieszajacych potokéow zachowujacych powierzchnie na torusie, najezaja
do klasyki dziedziny ukladéw dynamicznych. Jednak wiele nietrywialnych i waznych
wlasnodci tych potokoéw zostato udowodnione przez Habilitanta i jego wspotpracownikow:
przy warunku diofantycznym dotyczacym czestotliwosci potoki Kochergina sa mieszajace
wszystkich rzedow (B. Fayad, A. Kanigowski, Multiple mixing for a class of conservative
surface flows, Invent. Math., 203 (2) (2016), 555-614.), niektore potoki Kochergina (o
wysokim stopniu degeneracji siodta) na torusie maja przeliczalne widmo Lebesgue’a (B.
Fayad, G. Forni, A. Kanigowski, Countable Lebesque spectrum for area preserving flows
on the two torus,, J. Amer. Math. Soc. 34 (2021), 747-813). Dodatkowo Habilitant
uzyskal wyniki dla potokéw Kochergina w artykutach [H1| i [H3] recenzowane powyzej.

Uwazam, ze styl artykutow w habilitacji jest dos¢ zwiezty. Rzeczywiscie, jesli chodzi
o wazne wyniki, ktore wzbudza duze zainteresowanie, wazne jest, aby przedstawi¢ je w
sposob, ktory utatwi czytelnikom zrozumienie dowodow.

Dorobek naukowo-badawczy publikowany w czasopismach znajdujacych sie w bazie
Journal Citation Reports (JRC) oceniam bardzo wysoko. Dorobek jest bardzo bogaty i
sktada sie z 30 opublikowanych prac i 5 preprintéow, w tym arykuty w bardzo prestizowych
czasopismach: jeden artykut w Duke Math. J., dwa artykuly w Inventiones Mathemat-
icae, jeden artykut w J. European Math. Soc. i jeden artykul w Journal of the AMS.
Tematyka artykutéw nie wchodzacych w habilitacji zawiera m.in. uogoélnienie wtasnosci
Ratner w kontekscie gltadkich potokéw na powierzchniach, konstrukcja nietrywialnych
przyktadach w gtadkiej dynamice m.in. odpowiadajac na pytania zadane przez Rudolpha,
Daniego, Bowena, Thouvenot’a i Katoka, badania potaczenia i roztacznosci w kontekscie
uktadow parabolicznych, badania widma gtadkich ukladéw o zerowej entropii i badania
orbit uktadéw dynamicznych wzdtuz czaséw pierwszych.

Traktujac dorobek naukowo-badawczy Habilitanta w catosci, stwierdzam, ze jest on
zdecydowanie bardzo rozpoznawalny na arenie miedzynarodowej. Wedtug MathSciNet
prace naukowe Habilitanta zostaly cytowane 129 razy (w tym autocytowan, natomiast
najnowsze cytowana brakuja). Wedtug Google Scholar catos¢ dorobku Habilitanta zostata
cytowana 300 razy (w tym autocytowar). Na podstawie analizy cytowan szanuje, ze
Habilitant ma okoto 150 cytowan wtasciwych (t.z. bez autocytowari). W okresie 7 lat po
doktoracie jest to wynik bardzo imponujacy. W okresie 2014-2021 Habilitant brat udziat
w 13 miedzynarodowych konferencjach z uktadéw dynamicznych, na ktérych prezentowat
wyniki swoich badan. Ten wynik jest satysfakcjonujacy.

Ocena dorobku dydaktycznego i popularyzatorskiego oraz wspoélpracy miedzy-
narodowej Habilitanta. Dorobek dydaktyczny i w ksztalceniu kadr nie budzi watpli-
wosci. W szczegolnosci Habilitant byt mentorem studenta pierwszego stopnia oraz dok-
toranta w UMD i prowadzit 8 kurséw dla studentéw pierwszego stopnia w latach 2016-
2020. Habilitant wspotorganizowal kilka seminaria i jeden warsztat. W Autroreferacie
nia ma informacji o wizytach w osrodkach naukowych. Habiltant wspotpracuje naukowo
z wieloma wybitnymi matematykami takimi, jak J. Chaika, D. Dolgopyat, B. Fayad, G.
Forni, K. Fraczek, M. Lemanczyk, M. Radziwill, F. Rodriguez-Hertz, T. de la Rue, C.
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Ulcigrai, B. Weiss i V. Bergelson. Wymiona lista ma charakter miedzynarodowy i jest
bardzo imponujaca. Dodatkowo trzeba podkresli¢, ze Habilitant pracuje na Uniwersytecie
w Marylandzie (UMD), wiodacym w skali §wiatowej centrum badan w dziedzinie uktadow
dynamicznych.

Podsumowanie recenzji. Dorobek naukowy Habilitanta oraz jego wartos¢ dla roz-
woju teorii ergodycznej i dynamiki gladkiej oceniam bardzo wysoko. W szczegdlnosci
trzeba podkresli¢ Jego wazna role w rozwoju teorii potokéw Kochergina i stosowania
niezmiennika Kakutaniego. Wida¢, ze Habilitant szuka nowych inspirujacych kierunkow
badan, n.p. ostatnio zajmuje interfejsem miedzy teorig ukladéw dynamicznych i teorig
liczb. W tych poszukiwaniach Habilitant wykazuje niezwykla zdolno$¢ wspotpracy z
najwybitniejszymi specjalistami. Zatem jestem przekonany ze Jego wktad na dalszym
rozwoju teorii uktadéw dynamicznych bedzie znaczacy. Uwazam, ze przedstawiony przez
Habilitanta dorobek naukowo-badawczy oraz jego aktywnos$é dydaktyczna i we wspotpracy
miedzynarodowej spetniaja z naddatkiem i ustawowe i zwyczajowe wymogi. W zwigzku z
tym goraco popieram wniosek o nadanie dr. Adamowi Kanigowskiemu stopnia naukowego
doktora habilitowanego nauk matematycznych w dziedzinie matematyka z wyréznianiem.

Jonatan Gutman
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