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Opis osiagniecia

Tematyka osiggniecia naukowego habilitanta skupia si¢ wokol problemu klasyfikacji ukta-
déw dynamicznych. Mozna zaryzykowaé stwierdzenie, ze kazda dziedzina matematyki ma
swoj sposob klasyfikowania obiektéw, ktorymi si¢ zajmuje, czyli wlasciwe dla niej pojecie
izomorfizmu, czesto wigeej niz jedno. Im bardziej skomplikowane sg obiekty tym trudniejsza
staje sie bezposérednia weryfikacja izomorfizmu lub braku izomorfizmu migdzy nimi. Dlatego
cenna jest znajomoéé niezmiennikow izomorfizmow, tzn. wlasnodci lub wielkosci liczbowych
wspolnych dla izomorficznych obiektow. W teorii ergodycznej jednym z najwazniejszych
niezmiennikéw jest entropia ukladu dynamicznego bazujaca na entropii Shannona wektora
probabilistycznego. Wprowadza w szczegolnosei zgrubny podzial na trzy klasy: uktady o
entropii zerowej, uklady o entropii dodatniej, ale skonczonej i o entropii nieskonczonej. 0
ile w praypadku drugiej z klas mozemy méwi¢ o dodatkowym rozwarstwieniu na uktady o
konkretnej wartosci entropii, to dla dwéch pozostatych klas entropia, ktora w istocie bada
wykladniczy wzrost liczby rozréznialnych orbit, nie daje dodatkowych informacji dotycza-
cych klas réwnowaznosei w relacji izomorfizmu. Pewnym lekarstwem w przypadku ukladéw
o entropii zero jest badanie w jakim tempie orbity sig rozchodza, jesli nie jest to tempo
wyktadnicze, co prowadzi do pojecia wolnej entropii (slow entropy). Ta tematyks zajmuje
sie habilitant w pracach:

[H1] A.Kanigowski, Slow entropy for smooth flows on surfaces, Israel J. Math., 226 (2018),
535-577.

[H2] A. Kanigowski, K. Vinhage, D. Wei, Slow entropy of some parabolic flows, Comm.
Math. Phys., 370 (2019), 449-474.

Skratowo opisze definicje wolnej entropii. Przy ustalonym rozbiciu P definiuje si¢ odle-
glos¢ Hamminga punktéw z i y $ledzac orbity tych punktow w skoiiczonym odcinku czasu
[0,T] i dzielac miare Lebesgue’a zbioru chwil, w ktérych z i y leza w réznych atomach
rozbicia przez dlugosé odcinka czasu 7. Gdy obserwujemy ewolucje uktadu przez czas T
7 rozdzielczoscia zadang przez rozbicie P, liczba rozréznialnych orbit odpowiada liczbie
kul (w odlegtoéci Hamminga) o promieniach ¢ pokrywajacych calg przestrzen za wyjakiem
ewentualnie zbioru miary ¢. Wybiera sie skale, tzn. rodzing (lub ciag) funkcji ay : R — Rt
rozbieznych do nieskoriczonosci przy T° — oo , przy czym dla coraz dalszych funkeji (wiek-
szych wartosci parametru x) ucieczka do nieskoriczonosci jest coraz szybsza. Zerowanie
sie granicy ilorazu liczby kul Hamminga przez wybrang funkcje skali oznacza, ze orbity
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rozbiegaja sie wolniej niz wskazuje ta funkcja. Aby uzyskaé¢ wlasciwe tempo rozbiegania
sie orbit maksymalizuje si¢ x (kres gorny), przy ktorym granica (dolna lub gérna) tego
ilorazu przy T — oo jest wciaz dodatnia. Zbiegajac ze Srednica kul ¢ do zera i biorac
kres gorny po mozliwych rozbiciach otrzymujemy entropie wolna. W szczegdlnosci, jest to
niezmiennik izomorfizmu. Jako skale mozna wybieraé rozmaite rodziny funkeji o wzroécie
podwykladniczym, np. funkcje potegowe.

W pracy [H1] autor zajmuje sie gléwnie potokami Kochergina i potokami Arnol’da. Sa
to potoki o jednym punkcie stalym, reprezentowalne jako potoki specjalne nad obrotem
niewymiernym na torusie T pod funkcja dachows klasy C?*(T \ {0}), o okreslonym tempie
ucieczki do nieskoriczonosei w zerze. Dla potokéw Kochergina funkecja dachowa zachowuje
si¢ w zerze jak y = 277, 0 < v < 1. Potoki takie sg wiec charakteryzowane przez dwa pa-
rametry: kat obrotu o i wykladnik 4, co uzasadnia oznaczenie ich jako 7%7. Dla potokow
Arnol'da osobliwos$é w zerze jest taka jak dla funkcji y = — log z, jedynym istotnym para-
metrem jest wigc kat obrotu w podstawie. Gléwne wyniki pracy dotycza obliczenia wolnej
entropii tych potokéw w odpowiednich skalach. Przy pewnych ograniczeniach dotyczacych
kata obrotu (ktére to ograniczenia pozostawiajg i tak zbior miary pelnej) wolna entropia
Wynosi:

e 1 dla potoku Arnol'da w skali a,(t) = y(log x)*,
e 1+ dla potoku Kochergina 77 w skali a, (t) = x*.

W szezegdlnosei wskazuje to na nieizomorficznosé potokéw Kochergina dla réznych parame-
trow v oraz wyklucza oba rodzaje potokéw z klasy potokéw lokalnej rangi 1. W dowodach
uzywa si¢ metod topologicznych oraz oszacowan opartych na nieréwnosci Denjoya-Koksmy
dotyczacej réwnomiernego rozltozenia orbit obrotu na torusie.

Praca [H2| dotyczy uktadéw pochodzenia algebraicznego: potokéw unipotentnych na
przestrzeniach jednorodnych. Przestrzeni jednorodne to przestrzenie ilorazowe G /T, gdzie
G jest grupg Liego, a I' jej podgrupa dyskretng o skonczonej koobjetosci. Glowne twier-
dzenie z pracy identyfikuje tempo wzrostu potoku unipotentnego — wielkos¢ wynikajacy
wprost z algebraicznej struktury elementu unipotentnego zadajacego potok — jako wolna
entropi¢ (zaréwno metryczna jak i topologiczng) tego potoku.

Drugim nurtem badai habilitanta zwigzanym z problemem izomorfizmu sg wlasnosci
relacji réwnowaznosci Kakutaniego. To pojecie stabsze od miarowego izomorizmu ukladéw,
produkujace zatem wieksze klasy abstrakeji. Tej tematyce poswiecone sg prace:

[H3] A. Kanigowski, D. Wei, Product of two K ochergin flows with different exponents is
not standard, Studia Math., 244 (2019), 265-283,

[H4] A. Kanigowski, T. de la Rue, Product of two staircase rank one transformations that
is not loosely Bernoulli, Journal d’Analyse Math., 143 (2021) , 535-553,

[H5] A. Kanigowski, K. Vinhage, D. Wei, Kakutani equivalence of unipotent flows, Duke
Math. J., 170 (2021), no. 7, 1517-1583.

Dwa ergodyczne odwracalne uktady dynamiczne (X, 1, T), (Y,1,S) sg rownowazne w

sensie Kakutaniego, gdy istnieja zbiory 4 ¢ X, B ¢ Y, u(A) > 0, v(B) > 0, dla kté-
rych odwozorowania indukowane T|a, S|p sa izomorficzne. W przypadku potokéw, czyli
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uktadéw z czasem cigglym definiuje sie réwnowaznosé Kakutaniego uzywajac pojecia za-
miany czasu (Def. 4.3 w autoreferacie). Dla tego pojecia A. Katok zdefiniowal hierarchie
okreslong przez quasi-porzadek: S < T', gdy istnieje ergodyczny uklad bedacy faktorem 7'
rownowazny z S (podobnie dla potokéw). W tej hierarchii istnieje klasa stojgca najnizej w
tym sensie, ze uklady z tej klasy sa majoryzowane w powyzszym sensie przez kazdy inny
uklad ergodyczny. To klasa uktadéw réwnowaznych z uktadami Kroneckera, czyli obrotami
ergodycznymi zwartej metryzowalnej grupy abelowej (w przypadku potokéw — ergodyczny-
mi potokami liniowymi na torusie dwuwymiarowym) znanych jako loosely Kronecker albo
loosely Bernoulli o skoriczonej entropii, a w oryginalnej terminologii Katoka jako uktady
standardowe.

Prace [H3|-[H5] motywowane sa wynikami Mariny Ratner dotyczacymi szczegolnych
potokéw horocykli. W jednej ze swoich prac pokazala ona, ze produkt takich potokéw nie
jest loosely Bernoulli, mimo ze same potoki sa loosely Bernoulli. Ten watek kontynuuja
prace [H3] i [H4]. Obie maja podobna strukture i podobny charakter. W pracy [H3| autor
zajmuje sie znéw potokami Kochergina. Wiadomo tez, ze sg to potoki standardowe (czyli
loosely Bernoulli o entropii zero). Gléwne twierdzenie z pracy méwi, ze dla oy, as wybra-
nych z pewnego podzbioru torusa T miary pelnej i dowolnych v;,72 € (0,1), przy czym
v # g, produkt 71" x T nie jest standardowy. W artykule [H4| zamiast potokow
habilitant rozwaza uktady z czasem dyskretnym, konkretnie uktady schodkowe rangi 1. To
uktady konstruowane na odcinku metoda cutting and stacking (ciecia i nadstawiania), w
ktérych nad kolejnymi kolumnami nowego podziatu wiezy na p, kolumn stawiamy kolejno
od 1 do p, nadstawek (spaceréw). Dodatkowe motywacje stanowig tu prace: Ornsteina,
Rudolpha i Weissa, ktérzy skonstruowali przyktad uktadu rangi 1, ktorego kwadrat karte-
zjanski nie jest loosely Bernoulli o entropii zero, oraz Marlies Gerber, ktéra skonstruowala
mieszajacy uklad rangi jeden, ktérego kwadrat kartezjanski ma t¢ wlasnoé¢. Okazuje sig,
7e w klasie ukladéw schodkowych mozna znalezé uktady, ktérych produkt kartezjanski nie
jest loosely Bernoulli o entropii zero. W tym wypadku nie ma liczbowej charakteryzacji
podobnej do pary («, ) dla potokéw Kochergina, a efekt uzyskuje si¢ odpowiednio mani-
pulujac wysoko$ciami wiez tworzonych w kolejnych krokach procesu cigeia i nadstawiania.
Same dowody sa w obu przypadkach dos¢ techniczne, a polegaja na analizie rozchodzenia
sie orbit w sensie metryki f wzgledem odpowiednio skonstruowanego skoriczonego rozbicia.

Obie prace sg napisane w podobny sposob. Wpierw autorzy starannie wprowadzajg po-
jecia, ktorych beda uzywac i formutuja gléwne twierdzenie oraz wynikajgce z niego wnioski,
a nastepnie przechoda do dowodu, prowadzac go w sposéb, ktory nazwalbym metoda ko-
lejnych zagtebien. Dzigki temu czytelnik otrzymuje najpierw gtéwna ideg dowodu, a potem
jest stopniowo wprowadzany w techniczne detale niezbgdne do realizacji tej idei. Przyznam,
ze bardzo spodobal mi sie ten sposéb prezentacji wynikow. Ze wzgledow dydaktycznych
wydaje sie znacznie lepszy, niz serwowanie wpierw serii lematéw, ktorych przeznaczenie nie
jest jeszcze znane, i mam wrazenie, ze daje lepszy wglad w proces pokonywania kolejnych
trudnosci na drodze dochodzenia do wyniku.

Praca [H5] ponownie dotyczy potokéw unipotentnych na przestrzeniach jednorodnych.
Uzywajgc zaproponowanego przez Maring Ratner niezmiennika Kakutaniego autorzy uzy-
skuja tu szereg wynikow dotyczacych istnienia potokéw loosely Kronecker w klasie potokow
unipotentnych. W szczegélnosci praca zawiera odpowiedZ na pytanie o rownowaznosé po-
tokéw unipotentnych postawione przez Ratmer. Autorzy dowodza, ze dla G = SL(d, R)
istnieje co najmniej d — 1 potokéw na G/T' (gdzie I jest kozwarta kratg o skonczonej ko-



objetosci), ktore sg parami nieréwnowazne. W ogdlniejszej sytuacji, zawsze istniejg potoki,
ktére nie sa loosely Kronecker.

Warto podkresli¢, ze autoreferat opisujacy gléwne osiggniecia jest bardzo dobrze na-
pisany i daje wystarczajacy wglad w dorobek habilitanta, ukrywajac zbedne detale tech-
niczne, ale dajac wyobrazenie o uzywanych metodach. Zgrabnie syntetyzuje on dorobek
1 ustawia perspektywe, z ktorej wida¢ spojnosé tematyki mimo réznorodnosci srodowisk
w jakich porusza sie autor. Osiggniecie naukowe stanowiace podstawe wniosku oceniam

bardzo wysoko.

Pozostaly dorobek

Imponujaco wyglada dorobek habilitanta, ktory nie wszed! w sklad glownego osiagnie-
cia. W autoreferacie autor grupuje go w kilka klas tematycznych, wyraznie pokazujac, ze
zaproponowana tematyka osiagniecia i zestaw prac moglyby zostaé¢ zmienione bez istotne-
go uszezerbku dla jakoSci wniosku. Nie jest zaskoczeniem, Ze niektére prace krazg wokol
zagadnieni bedacych trzonem gléwnego osiggniecia badawczego, wyrastajac z zagadnien
zglebianych w pracach Ratner (wlasnosé Ratner, teoria sztywnosci), ale inne obejmujg tez
wiasnodci spektralne ukladéw gtadkich czy pojecie roztacznosci w sensie Furstenberga. Po-
§rod rozwazanych zagadnieni i rozwigzanych probleméw znajduja sie takie, ktére zostaly
sformulowane przez tworcéow wyznaczajacych gléwne kierunki rozwoju teorii ergodycznej
i uktadéw dynamicznych, takich jak: R. Bowen, A. Katok, V. Rohlin czy J.-P. Thouvenot.
Czes¢ prac dopiero oczekuje publikacji, ale te, ktére juz sie ukazaly to kilkaset stron tek-
stu matematycznego, w tym prace opublikowane w takich czasopismach jak Inventiones
Mathematicae, czy wiodace w tej dziedzinie ETDS i DCDS. Warto zwrdocié tez uwage na
fakt, ze tak w sktadzie osiggniecia jak i w pozostalym wykazanym dorobku znajduja sie i
prace samodzielne autora, i pisane w kolaboracji z naukowcami znajdujacymi sie na réz-
nych etapach swojej kariery naukowej. W kazdym z przypadkéw prace sg publikowane w
dobrych lub bardzo dobrych czasopismach.

Habilitant rozpowszechnia swoje osiggniecia aktywnie uczestniczac w konferencjach i
warsztatach z teorii ergodycznej i ukladéw dynamicznych. W autoreferacie wykazuje ponad
30 wystapien konferencyjnych, gtéwnie (ale nie wylacznie) w Stanach Zjednoczonych i w
Polsce.

Aktywnosé¢ dydaktyczna i organizacyjna

Habilitant nie stroni od obowiazkéw organizacyjnych. W autoreferacie podaje, ze byl czlon-
kiem czterech komitetéw organizacyjnych dla konferencji lub seminariéw dotyczacych ukla-
déw dynamicznych. Znakomicie wyglada jego dziatalnogé dydaktyczna, zwlaszcza w kwe-
stii ksztalcenia i doskonalenia umiejetnosci mlodych matematykéw (doktoranci, uczestnicy
postdokéw). Wspotpraca ta (habilitant wykazal tu pieé 0s6b) jest skuteczna, co jest udoku-
mentowane wspolnymi publikacjami i owocuje dalszymi wyréznieniami dla podopiecznych
(np. otrzymanie stazu podoktorskiego na uniwersytecie w Jerozolimie pod kierownictwem
E.Lindenstraussa). Poérod prowadzonych przez niego kursow znajduja si¢ zaréwno przed-
mioty podstawowe (Calculus), jak i specjalistyczne, jak te dotyczace teorii ergodycznej. Te
czes¢ jego dzialalnodei réwniez oceniam wysoko.



Podsumowanie i konkluzja

Przedlozona przez habilitanta propozycja wypelnia, w mojej opinii z nadmiarem, wyma-
gania ustawowe dotyczgce uzyskania stopnia doktora habilitowanego. Habilitant przedsta-
wil cykl polaczonych tematycznie publikacji, stanowiacych istotny wklad w rozwoéj teorii
ukladéw dynamicznych. Ponadto nalezy jednoznacznie stwierdzi¢, ze wykazuje sie¢ znaczna
aktywno$cia naukows realizowana w wiecej niz jednej uczelni — po ukonczeniu studiow
doktorskich w IMPAN, odbyl staz podoktorski na Uniwersytecie Stanu Pensylwania, a
obecnie pracuje na Uniwersytecie w Marylandzie.

W zwiagzku z powyzszym, z przekonaniem i z przyjemnodcia popieram wniosek o nadanie
panu dr. Adamowi Kanigowskiemu stopnia doktora habilitowanego.

Bartosz Frej






