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4 Opis osiggniec

Podstawa osiagniecia naukowego jest cykl pieciu opublikowanych artykutow naukowych
pod wspoélnym tytutem:

Dynamiczne niezmienniki dla uktadéw o wzroscie
podwykladniczym
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4.1 Wstep

Uktady dynamiczne i teoria ergodyczna zajmuja sie badaniem reprezentacji grupy
G jako automorfizméw przestrzeni z miara: g — 1T,. W dalszej czesci rozwazymy na-
jbardziej klasyczny przypadek, w ktorym grupa dziatajaca jest Z lub R, co odpowiada
iteracji pojedynczego automorfizmu lub potokowi wzdtuz jednoparametrowej mierzal-
nej rodziny automorfizméw. Podstawowym sposobem proby sklasyfikowania ta-
kich dziatan jest wprowadzenie naturalnej relacji réwnowaznosci i zbadanie jej klas.
Istnieje kilka relacji rownowaznosci szeroko badanych w dynamice, z ktérych na-
jbardziej klasyczna jest relacja izomorfizmu. Przypominamy, ze dwa dzialania grupowe
(Ty)gec na (X, p1) 1 (Sy)gec na (Y,v) sa (miarowo) izomorficzne, jesli istnieje (za-
chowujace miare, odwracalne) odwzorowanie R : (X, ) — (Y, v) takie, ze

RoT,=S,0R, dla wszystkich g € G.

Zmacznie stabszg relacja rownowaznosci niz izomorfizm jest orbitalna rewnowaznosé.
Przypominamy, ze (1,)4ec 1 (Sy)gec nazywamy orbitalnie rownowaznymi, jesli ist-
nieje zachowujace miare, odwracalne odwzorowanie R : X — Y przeksztatcajace
orbity (7})gec na orbity (Sy)sec (jako zbiory). Posrednia (miedzy izomorfizmem
a rownowaznoscia orbitalna) relacja jest rdwnowaznosé Kakutaniego wprowadzona
przez S. Kakutaniego [17]. Mowimy, ze dwa Z dzialania T'i S sa rownowazne (w sen-
sie Kakutaniego), jesli istnieja zbiory mierzalne A C X i B C Y takie, ze (T]a, A, jt4)
i (SiB, B,vp) sa izomorficzne, gdzie T4 i S|p oznaczaja odpowiednie automorfizmy
indukowand', a p4 i vp oznaczaja miary warunkowe. Analogicznie, méwimy, ze
dwa R-dziatania (7});er 1 (Si)ier sa rownowazne (w sensie Kakutaniego) jesli ist-
nieje zamiana czasu wyjasniamy to pojecie w rozdziale ponizej) potoku (73)er,
ktora jest izomorficzna z (Si)ier (- Relacja dana przez orbitalna réwnowaznosé
okazuje sie trywialna, gdyz z twierdzenia Dye’a [0], [7] wynika, ze dla G = Z (lub
R), dowolne dwa ergodyczne dziatania wolne sa orbitalnie rownowazne. Znacznie
ciekawsza (i bardziej skomplikowana) jest sytuacja z izomorfizmem i rownowaznos-
cig Kakutaniego. Bardzo naturalnym sposobem na probe zrozumienia danej relacji
rownowaznosci jest wprowadzenie dynamicznych niezmiennikow, tj. wielkosci, ktore
pozwalaja okresli¢, kiedy dwa uktady znajduja sie w r6znych klasach rownowaznosci.
Dla relacji izomorfizmu takim najbardziej klasycznym niezmiennikiem jest entropia
natomiast dla réwnowaznosci Kakutaniego jest on nazywany niezmiennikiem Kaku-
taniego lub entropiag Kakutaniego. Sklasyfikowanie dziatan Z lub R wzgledem izomor-
fizmu lub réwnowaznosci Kakutaniego jest problemem trudnym do rozwigzania w
pelnej ogolnosci (patrz np. [2], [13], [14], [16]). Dlatego sensowne jest zawezenie

1T|A A= A Ta(z) = T™(®) gz, gdzie n(z) jest pierwszym czasem powrotu do A (z analogiczna
definicja dla S|p).



klasy rozwazanych uktadéw dynamicznych i nadzieja na klasyfikacje w tej mniejsze;j
klasie.

Ponizej rozwazymy przypadki izomorfizmu i rownowaznosci Kakutaniego w dwoch
osobnych podrozdziatach.

4.2 Niezmienniki dla problemu izomorfizmu

Dla uktadu dynamicznego jednag z najwazniejszych i naturalnych cech jest jego
ztozonosé. Dlatego naturalna rzecza jest proba klasyfikacji uktadéw dynamicznych
na podstawie ich ztozonosci. Klasycznym sposobem pomiaru ztozonosci orbit dla
uktadu dynamicznego, ciagtego lub miarowego, jest spojrzenie na wzrost liczby
rozroznialnych segmentéw orbit jako funkcji czasu. Najbardziej klasyczng skalg,
dla ktorej mierzy sie ztozonosé orbit, jest funkcja wyktadnicza. Otrzymany w ten
sposob niezmiennik dynamiczny (izomorfizmu) nazywany jest entropig miarowg (lub
entropig Kotmogorowa-Sinaja). Entropia okazala sie bardzo uzytecznym narzedziem
w problemach klasyfikacji uktadéw dynamicznych, z ktorych najbardziej klasyczna
jest teoria Ornsteina, dostarczajaca kompletnej klasyfikacji uktadéw Bernoulliego,
[30].

Klasyczna entropia nie daje jednak zadnej informacji dla uktadéw o podwyktad-
niczym wzroscie orbit (dla ktorych jest zerowa). Dlatego naturalna jest proba
wprowadzenia entropijnych niezmiennikéw wzrostu podwyktadniczego. Najwczesniejsza
udana konstrukcje niezmiennikoéw wolniejszego wzrostu dla uktadéw zachowuja-
cych miare podal Kushnirenko [29] i nazwal ten niezmiennik entropiq ciggowq.
Chodzi o to, [29], aby odczeka¢ wystarczajaco duzo czasu, aby uzyskaé¢ zachowanie
wyktadnicze, nie wzgledem liczby iteracji, ale raczej wzgledem liczby pomiarow,
tzn. zamiast rozwazaé standardowy ciag kolejnych iteracji do obliczania asympto-
tycznego wzrostu réznych kodéw, oblicza sie asymptotyczny wzrost wzdluz danego
(dogodnego) podciagu kolejnych iteracji. Kushnirenko [29] uzyl entropii ciagowej do
pokazania, ze potok horocykli (ktory ma klasyczna entropie 0) nie jest izomorficzny
ze swoim kwadratem kartezjanskim. Problem z entropia ciagowa polega na tym, ze
jest ona czesto trudna do obliczenia.

Z drugiej strony, w [21], [23] A. Katok zaproponowal liczenie liczby statystycznie
roznych orbit (kul Hamminga) w skali, ktéra mozna dostosowaé¢ do uktadu (pod-
wyktadniczej, wielomianowej, logarytmicznej, itd.). Podejscie to zostato rozwiniete
przez Katoka i Thouvenota, [24], gdzie klasyczna definicja wolnej entropii zostata
uogolniona na dziatania grup ze $rednia, a nastepnie wykorzystana do podania kry-
terium gladkiej realizacji dziatani Z*. Pézniej Ferenczi [12] udowodnil, Ze znikanie
miarowej wolnej entropii we wszystkich skalach jest rownowazne dyskretnemu widmu
w kategorii mierzalnej; ostatnio wraz z Vinhage i Wei [20] udowodnilismy odpowied-
nik tego wyniku w kategorii topologiczne;j.

Przedstawimy teraz definicje wolnej entropii. Ponizsza definicja jest wzorowana
na [24] i [18]. Podajemy definicje dla potokow, definicje dla przeksztatcen mozna
tatwo wydedukowaé przez oczywiste modyfikacje.

Niech ¢ = (T})ser dziatana (X, B, u) gdzie (X, B, p) jest standardowa przestrzenia
probablistyczna borelowska, a P = { Py, ..., P, } jest skoniczonym (mierzalnym) rozbi-



ciem X. DlaT € R, iz € X definiujemy kodowanie x jako funkcje ¢p r(x) : [0,T] —
{1,...,k} zdefiniowang przez

dpr(x) = (T5)secppm), gdzie s =i oile Tox € P, (4.1)

Dla dowolnych dwoch punktow z, y € X ich odlegtosé Hamminga (przy ustalonym
T) wzgledem P jest dana przez

07 () T—1({se [O,TT] DXy = ys})7

gdzie [ oznacza miare Lebesgue’a na R.

Dla ¢ > 0, niech Bg;p(a:,s) = {y e X: c?iﬂx,y) < 5} bedzie e-kulg Hamminga
o srodku w punkcie x. Nastepnie deﬁniujemyﬂ

S(P,T,e) = min {card(F) L (U Bgyp(x,s)) >1-— 5} : (4.2)

zeF

Dla funkcji a : Ry — R, takiej, ze a(T) — oo gdy T — oo definiujemy

. S(P,T,e)
A 7737 ) = 1 Yz
(¢, P,e,a) msup — o

Zakladamy teraz, ze mamy ustalong rodzing funkcji a, : Ry — Ry, x € Ry
taka, ze jesli x < X/, to dla kazdego t € R, a,(t) = o(ay(t)).

(4.3)

Definicja 4.1. Definiujemy (wolna) entropie potoku ¢ = (7}) jako

hm,ax (¢) = sup hm,ax (o, P),
P— rozbicie skonczone
gdzie
Pma, (@, P) = 1i_r>r(1) (sup{x : A(p,P,e,a,) > 0}).

Przypomnijmy, ze (skonczone) rozbicie P nazywamy generatorem, jesli najm-
niejsza (T});cr- niezmiennicza o- algebra zawierajaca P jest cala o-algebra B.

Stwierdzenie 4.2. (|24], Proposition 1.) Jesli P jest generatorem, to

hm,ax (90) = hm,ax (907 P)

Zwracamy uwage, ze z samej definicji wynika ze wolna entropia jest niezmien-
nikiem izomorfizmu. Ponadto, dla potoku ergodycznego (T;), jezeli a,(t) = X', to
otrzymany niezmiennik jest po prostu klasyczna entropia. W pracach H1. i H2. uzy-
wamy tego niezmiennika odpowiednio w problemie izomorfizmu pewnych gtadkich
potokéw na powierzchniach i potokéw unipotentnych. Wyniki te opiszemy bardziej
szczegblowo w rozdziale

2Przypomnijmy, ze miara p jest regularna, a zatem dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior zwarty K.
z W(Ke) > 1 — ¢ a wiec card(F) jest skoriczona.



4.3 Rownowazno$é Kakutaniego

Jak wspomniano powyzej, rownowaznos$¢ Kakutaniego jest relacja pomiedzy izomor-
fizmem a rownowaznoscig orbitalng. Ze wzoru Abramowa [I], wynika, ze rownowaznosé
Kakutaniego zachowuje klasy uktadéw o zerowej entropii, dodatniej i skonczonej
entropii oraz nieskoriczonej entropii. Skupimy sie tylko na uktadach o zerowej en-
tropii. A. Katok [23], pokazal, ze dowolne dwa aperiodyczne uktady ergodyczne
z dyskretnym widmem sa rownowazne (w sensie Kakutaniego). W szczegolnosci,
automorfizm T (potok (7;);er) jest ukladem obszernie Kroneckera (ang. loosely
Kronecker) lub obszernie Bernoulliego o zerowej entropii lub standardowym, jesli
jest on réwnowazny z obrotem niewymiernym (z potokiem liniowym na TQ)EI Kaku-
tani pierwotnie przypuszczal, ze wszystkie uktady o zerowej entropii sg uktadami
obszernie Kroneckera (cho¢ nie uzywal tej terminologii) [I7]. Okazuje sie, ze klasa
uktadow obszernie Kroneckera jest dos¢ szeroka, zawiera wszystkie uklady lokalne;j
rangi jeden [11] i jest zamknieta na faktory, granice odwrotne i zwarte rozszerzenia
[23], [33], [3]. Stad wszystkie uktady dystalne sa uktadami obszernie Kroneckera, a
w szczegblnosdci wszystkie nil-uktady sa uktadami obszernie Kroneckera.

Pierwszy ukltad o zerowej entropii, ktéry nie jest obszernie Kroneckera, zostat
skonstruowany przez J. Feldmana [I0], metoda ciecia i nadstawiania (ang. cut-
ting and stacking). Poézniej, A. Katok [23] oraz D. Ornstein, D. Rudolph, i B.
Weiss [33], niezaleznie, skonstruowali nieprzeliczalnie wiele uktadow, ktore sg parami
nieréwnowazne w sensie Kakutaniego (oraz maja zerowa entropie). Konstrukcje te
stworzono jedynie w celu otrzymania przyktadéw automorfizmoéw, ktore nie sg ob-
szernie Kroneckera, i moze dlatego nie budzily one ogélnego zainteresowania. W
rzeczywistosci, do tej pory klasyfikacja Kakutaniego gtadkich uktadéw z zerowa
entropia, poza przypadkami konstrukecji dla celow klasyfikacyjnch, zostata doko-
nana tylko w kilku szczegolnych przypadkach przez M. Ratner. Mianowicie, w [34],
pokazano, ze potoki horocykli (h;);er na przestrzeniach ilorazowych grupy SL(2,R)
(o skoniczonej objetosci) sa obszernie Kroneckera. Nastepnie w [35], pokazano, ze
h: x hy dziatajacy na SL(2,R)/I" x SL(2,R)/I', nie jest uktadem obszernie Kroneck-
era, dla dowolnej (hiperbolicznej) kraty kozwartej I'. Wreszcie, w [36], pokazano, ze
iloczyn k-kopii (h¢) nie jest rownowazny iloczynowi [-kopii z k # [. Metoda w [36]
polegala na wprowadzeniu, dla ogélnego potoku (7}), niezmiennika roéwnowaznosci
Kakutaniego, ktory nazwano Kakutani invarianti oznaczono przez e((T;),log), ktory
nastepnie okazal sie by¢ rézny dla (h}*) i (h)'). Zauwazmy, ze przyktady Rat-
ner pochodza z bardzo specyficznej klasy, a mianowicie potokéw unipotentnych
na ilorazach potprostych grup Liego. Badanie réwnowaznos$ci Kakutaniego dla
tych potokow zostato zasugerowane przez M. Ratner w jej wyktadzie na ICM (pa-
trz Problem 1 [37]). W tej klasie wszystkie poprzednie metody wymagaja uzycia
pewnych wtasnosci kraty hiperbolicznej. W rezultacie, wyniki zostaly ograniczone
do bardzo specjalnej klasy iloczynow kartezjanskich grupy SL(2,R) z kratami re-
dukowalnymi. Przez wiele lat badania nad réwnowaznoscia Kakutaniego dla po-
tokéw unipotentnych nie posunety sie naprzod ze wzgledu na te ograniczenia. Od
czasu pracy M. Ratner w latach osiemdziesigtych ub. wieku, nie dokonano wiek-

3Zauwazmy, ze swobodne uklady Kroneckera sa ergodyczne. 7 powyzszego wyniku A. Ka-
toka wynika, ze wszystkie obroty niewymierne (potoki liniowe na T?) sa réwnowazne (w sensie
Kakutaniego).



szego postepu w kwestii rownowaznosci Kakutaniego dla zadnych naturalnie zdefin-
iowanych uktadow. W pracach H3.- H5. rozwijamy teorie, ktora pozwala na lepsze
rozumienie rownowaznosci Kakutaniego, w szczegélnosci w H5. w pelni rozwiazu-
jemy problem Ratner (Problem 1 powyzej).

Najpierw przypomnijmy definicje réwnowaznosci Kakutaniego. Dla potoku (77)
okreslonego na (X, %, v) oraz funkcji o € L (X, %, v), potok (T}*) nazywamy za-
miang czasu (T;) (wzgledem «), jezeli

Tta(x) = Tu(t,x) (z),

gdzie u(t, z) jest (jedynym) rozwiazaniem

u(t,x)
/ a(Tsx)ds = t.
0

Wynika z tego, ze (T}*) zachowuje miare dv := «(-)dv.
Definicja 4.3 (Rownowaznosé Kakutaniego, [21]). Potoki ergodyczne (T3) na (X, 8, v)

i (S;) na (X, 4%, ) nazywamy rownowaznymi w sensie Kakutaniego, jesli (S;) jest
izomorficzny z (T) dla pewnej funkeji a € LY (X, B, v).

Ponizej, [38], przedstawimy niezmiennik Kakutaniego dla potoku ergodycznego
(T}) dziatajacego na (X, %, v). Dla skoniczonego rozbicia P przestrzeni X i punktu
xr € X, oznaczamy przez P(x) atom P zawierajacy z i definiujemy Ir(x) := {Tsx :
s € [0, R]}. Niech [ oznacza miare Lebesque’a na [0, R).

Definicja 4.4 ((¢, P, R)-zgodnos¢, [38]). Dla z,y € X, e > 01 R > 1, czesci orbit

Ir(z) i Ig(y) nazywamy (e, P, R)-zgodnymi, jesli istnieje podzbior A = A(x,y) C

[0, R], I(A) > (1 — ¢)R i rosnaca, absolutnie ciagta funkcja h = h(z,y) : [0, R] —

[0, R] taka, ze h dziala z A na A" = A'(z,y) C [0, R], I(A") > (1 — €)R przy czym

P(Tix) = P(Thwy) dla wszystkich ¢ € A a ponadto pochodna h’' = h/(z,y) spelnia
|W/(t) — 1] < e dla wszystkich t € A. (4.4)

Funkcje h nazywamy (e, P, R)-dopasowaniem z Ig(x) na Ir(y).

W oparciu o powyzsza definicje definiuje si¢ niezmiennik Kakutaniego.
Definicja 4.5 (niezmiennik Kakutaniego, [38]). Niech
fr(z,y,P) =inf{e > 0: Ig(z) i Ir(y) sa (¢, P, R)-zgodne}.

Nastepnie niech Bgr(z,e,P) = {y € X : fr(x,y,P) < €} bedzie (R,P)-kula o
promieniu e > 0 o srodkuw x € X, R > 1. Rodzine ag(e, P) (R, P)-kul o promieniu
e > 0 nazywamy (g, P, R)-pokryciem X, jezeli v(Uagr(e,P)) > 1 —e. Oznaczmy
Kgr(e,P) = inf |ag(e, P)|, gdzie |A| oznacza moc zbioru A, a infimum jest brane
po wszystkich (g, P, R) pokryciach zbioru X. Niech F oznacza rodzine wszystkich
funkeji nierosnacych z R* w siebie, rozbieznych do +oo. Dla v € F, oznaczamy

. logKg(e,P)
5(“’78773) - lljzrri)ggf U(R) )
e(w,P) = limB(u,c,P) (4.5)

e((Ty),u) = supe(u,P).
P

7



Przypominamy réwniez nastepujace twierdzenia, pierwsze z nich to twierdzenie
0 generatorze.

Twierdzenie 4.6 (Twierdzenie o generatorze, [38]). Niech (7}) bedzie ergodycznym
potokiem zachowujacym miare, okreslonym na (X, %,v) i niech P; < Py < ...
bedzie rosnacym ciagiem skonczonych rozbi¢ X takich, ze V2 , P, generuje o —algebre
AB. Wtedy e((T}),u) = sup,, e(u, Pp,) dla wszystkich u € F.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze powyzsze wielkosci (z pewnym niewielkim
ograniczeniem na u) sa niezmiennikami rownowaznosci Kakutaniego.

Twierdzenie 4.7 ([38]). Niech (7;) i (S;) beda dwoma ergodycznymi, réwnowaznymi
potokami okreslonymi odpowiednio na przestrzeniach (X, Z,v)i (X, %, 7). Wowczas

e((Th), u) = e((Sh), )

dla wszystkich u € F spelniajacych

lim u(at)

e = 1 dla wszystkich a > 0.

Ponadto, mamy nastepujace twierdzenie (np. [38]):

Twierdzenie 4.8. Potok ergodyczny o zerowej entropii zachowujacy miare (7}) jest
obszernie Kroneckera wtedy i tylko wtedy, gdy e((73),u) = 0 dla wszystkich u € F.

4.4 Klasy rozpatrywanych uktadéw dynamicznych

W tym rozdziale opiszemy klasy uktadéw dynamicznych rozwazanych w H1.- H5.

4.4.1 Uklady rangi jeden

Przedstawimy teraz definicje uktadéw rangi jeden. Przypomnijmy, ze uklad rangi
jeden konstruuje sie przez ciecie i nadstawianie: ustalamy ciag cie¢ (pn)nen 1 clag
nadstawek (an )4, n € N. Definiujemy hy = 1 i indukcyjnie

Pn—1

hn = pnflhnfl + Z Ap—14, dla n > 2. (46)

i=1

Ciag (hn)nen jest ciagiem wysokosci. Uktad T jest zbudowany z ciagow liczb natural-
nych (pn)nen oraz (a,;)t",, n € N w nastepujacy sposob: zaczynamy od przedziatu
0, 1], ktory dzielimy na p; réwnych przedziatow (I})F2,. Dla kazdego i € {1, ...,p1 }
umieszczamy a;,; nadstawek (dodatkowe przedzialy o tej samej dlugosci co I}),
otrzymujac ita podkolumne. Nastepnie, nad pierwsza kolumna nadstawiamy kole-
jna, tzn. umieszczamy (i + 1)sza podkolumne nad ita podkolumna dla kazdego
i=1,...,p1 — 1, i nazywamy te nowa wieze To (z podstawa I}). Uklad T na T po
prostu przesuwa punkty z przedziatu o jeden poziom w gore, z wyjatkiem ostatniego
poziomu, gdzie T' nie jest jeszcze zdefiniowany. Nastepnie, indukcyjnie na etapie
n, rozcinamy wieze 7, o podstawie I na p, réownych podwiez, nad ita podwieza
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umieszczamy a, ; nadstawek, a nast¢pnie uktadamy w stos, otrzymujac w ten sposéb
wieze Tni1 o podstawie I7"'. W wyniku tej konstrukcju, uklad rangi jeden T jest
zdefiniowany prawie wszedzie, tzn. jest zdefiniowany na T := ey Tn (rozpatru-
jemy miare Lebesgue’a). Czesto, jesli w gre wchodzi wiecej przeksztatcen, bedziemy
pisa¢ indeks gorny 7" w ciagach (p,), (@ni), (hn) 1 Tn. W dalszej czesci bedziemy
zawsze zakladac, ze p, > 1 dla kazdego n. To implikuje, ze

hy > 2" (4.7)

Zakladamy tez ponizej, ze taczna miara wszystkich nadstawek jest skoriczona, tzn.

> m (Z an> < +00, (4.8)

n=1 i=1

Przy zalozeniu , T zachowuje miare probabilistyczng pur dana przez znormal-
izowang miare Lebesgue’a na T.. Jest klasycznym faktem, tatwo zauwazalnym
przy pomocy argumentu z punktami gestosci, ze uktady rangi jeden sa ergodyczne
wzgledem miary Lebesgue’a. W szczegolnosci T' dziata na (7o, B, ). Zbior przek-
sztalcent rangi jeden (spelniajacych (4.8)) bedzie oznaczany przez Ranga(l). Dla
uktadu rangi jeden T, niech (pl),en, (az’i)il and (h1),en oznaczaja odpowiednio
ciag cieé, nadstawek i wysokosci. Dla 0 < v < 4/ < 1 definiujemy

Cyyi= {T € Ranga(1l) : istnieje nf € N takie, ze dla kazdego n > n/.,

P € (D), ()] ok, >l dlai =2, ph, i ek, < ()} (49)
Przypomnijmy, ze T nazywamy uktadem schodkowym rangi jeden, jesli ag,i =1 dla
n € Noraz i € {1,...,pr'}. Zauwazmy, ze jesli T jest ukladem schodkowym rangi
jeden i jesli pL € [(L)7, (L)), to T € C, .

4.4.2 Gladkie potoki mieszajace na torusie

Gtadkie potoki na powierzchniach stanowia jedna z gtéwnych klas badanych w teorii
uktadéw dynamicznych. Wymiar 2 jest najnizszym, w ktérym mozemy zaobser-
wowaé pewne nietrywialne wtasnosci ergodyczne i spektralne, tj. stabe mieszanie,
mieszanie, zanik korelacji. Istotnie, w wymiarze 1 kazdy gtadki potok jest sprzezony
z potokiem liniowym (ktory ma dyskretne widmo). Kazdy gtadki potok na powierzchni
ma (klasyczna) entropie 0. Jest to konsekwencja wzoru Pesina [32]. Jedna z central-
nych wlasnosci ergodycznych opisujacych chaotycznosé uktadu (w przypadku en-
tropii 0) jest mieszanie. Jesli gtadki potok powierzchniowy nie ma punktow statych,
to zgodnie ze wzorem Lefschetza powierzchnia jest dwuwymiarowym torusem, a
potok jest gtadka zamiang czasu potoku liniowego. W tym przypadku mieszanie
nigdy nie zachodzi [22]. Dlatego jesli chcemy uzyska¢ przyklady mieszajace w
klasie gladkich potokéw na powierzchniach, to musimy rozwazy¢ potoki z punk-
tami statymi. Okazuje sie, ze przyktady mieszajace istnieja juz na dwuwymiarowym
torusie. Rzeczywiscie, Kochergin [28] skonstruowat klase potokéw mieszajacych na
torusie z co najmniej jednym zdegenerowanym punktem statym (potoki Kochergina).
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Jesli wszystkie punkty stale sa niezdegenerowane i istnieja potaczenia siodtowe, to
Khanin i Sinai wykazali, ze mieszanie zachodzi na sktadowej ergodycznej potoku
[25] (potoki Arnol’da). W rzeczywistosci (przy warunku diofantycznym dotyczacym
czestotliwoscei) potoki Arnol’da i Kochergina sa mieszajace wszystkich rzedow, jak
pokazalismy we wspolnej pracy z B. Fayadem, [9]. Ponadto okazuje sie, ze mieszanie
moze by¢ ilosciowe: razem z B. Fayadem i G. Fornim [§] pokazalismy ze niektére po-
toki Kochergina (o wysokim stopniu degeneracji siodla) na torusie maja przeliczalne
widmo Lebesgue’a.

Powrzechnie uwaza sie, ze gltadkie potoki mieszajace na torusie sa uktadami o
posrednim (wielomianowym) wzroscie ilosci orbit. Rzeczywiscie, z jednej strony
maja one zerowa entropie, ale z drugiej strony obecnosé¢ punktu statego powoduje
rozcigganie, ktore skutkuje szybkim rozbieganiem sie¢ orbit bliskich punktow, gdy
zblizaja sie one do osobliwosdci. Naturalne jest oczekiwane, ze wzrost ilosci orbity
powinien zaleze¢ od stopnia degeneracji siodta. Bardzo przydatnym narzedziem w
precyzowaniu pojecia wielomianowego (lub superliniowego) wzrostu ilosci orbit jest
wolna entropia.

Potoki Kochergina i Arnol’da (z jedna osobliwoscia) na torusie maja reprezen-
tacje jako potoki specjalne nad obrotem niewymiernym (jako przeksztatceniem pier-
wszego powrotu) i pod funkcja dachowa (pierwszy czas powrotu), ktora jest gladka
z wyjatkiem jednego punktu, w ktorym jest nieciggtos¢ drugiego rodzaju. Aby moc
to udcidli¢, przypominamy konstrukcje potoku specjalnego.

Potoki specjalne nad obrotami Niech R, : T — T, R.(z) = z + a mod 1,
gdzie a € T jest liczba niewymierng i niech f € LY(T, B, I1) bedzie funkcja dodatnia.
Oznaczamy przez dr odleglto$é na okregu. Przypominamy, ze potok specjalny T :=
th konstruowany nad R, i pod f jest potokiem okreslonym prawie wszedzie wzorem

(TA{0}) xR/~ — (T\{0}) xR/~

(,s) — (z,s+1),
gdzie ~ jest identyfikacja, okreslona na (T \ {0}) x R, przez
(@,5 4 f(x)) ~ (Ra(x), s).

Rownowaznie, potok specjalny jest zdefiniowany na zbiorze {(z,s) : 0 < s < f(z)}
dla t + s > 0 (z podobna definicja dla czaséw ujemnych) jako

T;tf(ma 3) = ($ + N(%, 87t>a7t+ $— SN(x,s,t)f(x))a
gdzie N(z,s,t) jest jedyna liczba calkowita taka, ze
0<t+s—Snwsnf(x) < flx+ N(z,s,t)a),
fl@)+...+ f(Ri 1) gdy n > 0;

Snf($) = 0, gdy n=0;
—(f(Rz) + ...+ f(R'z)) gdy n<D0.
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Reprezentacja specjalna potokéw Kochergina i Arnol’da. Jak wspomniano
powyzej, potoki Kochergina i Arnol’da sg reprezentowane jako potoki specjalne nad
obrotami niewymiernymi i pod funkcja dachowa f € C?(T \ {0}), ktora spetnia
" "
i £ [ (@)

— lim —~ " _ B
oot B(z) O aemor (1 —z)

gdzie A? + B% > 0 i jedli

e h(x) = —loguz, to zaktadamy dodatkowo, ze A+ B # 0 i wtedy odpowiadajacy
potok specjalny (th ) nazywamy potokiem Arnol’da.

e h(z) =277, 0 <~ < 1, i wtedy taki potok specjalny nazywamy potokiem
Kochergina (z wyktadnikiem ~).

4.4.3 Potoki unipotentne

Ergodyczne i spektralne wtasnosci potokéw unipotentnych na przestrzeniach jed-
norodnych byly intensywnie badane w ostatnim pétwieczu i sa obecnie do$¢ dobrze
poznane. Jednym z przelomowych osiggnie¢ opisujacych wtasnosci ergodycznych
potokéw unipotentnych jest teoria sztywnosci Ratner. W serii prac [39, 40] Rat-
ner opisata tzw. zjawisko sztywnos$¢ miar i potaczen w klasie potokéw unipotent-
nych, a takze pewnych ich zamian czasu. W tym rozdziale przypomnimy kilka pod-
stawowych faktoéw z teorii grup Liego, przestrzeni jednorodnych i potokéw unipo-
tentnych, ktére pomogag nam sformutowaé niektore gléwne wyniki w nastepnym
rozdziale.

Niech G oznacza poélprosta grupe Liego z algebra Liego g. Dla g € G niech
Ly R, : G — G oznaczaja odpowiednio lewe i prawe przesuniecie na G. Niech
exp : g — G oznacza odwzorowanie wykladnicze algebry Liego g na G. Wtedy exp
ma lokalnie funkcje odwrotna log odwzorowujacg pewne otoczenie e € G w pewne
otoczenie 0 € g. Niech I' C G bedzie krata (dyskretna podgrupa o skorczone;
ko-objetosci). Wprowadzamy metryke dg (jako metryke indukowana z nastepujace;
metryki na G) na przestrzeni jednorodnej G /T przez ustalenie najpierw metryki pra-
wostronnie niezmienniczej na G. Ustalamy iloczyn skalarny (-, -), na g, i definiujemy
dla v,w € T,G:

(v,w) = (dRy-1v,dRg1w), .

Poniewaz iloczyn (-,-) jest prawostronnie niezmienniczy, wiec indukuje on me-
tryke riemanowska na przestrzeni G/I". Zauwazmy, ze G dziala na sobie przez
sprzezenie C, : h + g~thg, otrzymujemy wiec reprezentacje addytywng G na g =
T.G, Ad : G — GL(g). Biorac pochodna tego odwzorowania wzgledem wspotrzed-
nej g, otrzymujemy odwzorowanie addytywne algebry Liego g, ad : g — End(g),
ktore pokrywa sie z nawiasem Liego: adx Y = [X,Y]. Potok (¢;) na G/I" nazy-
wamy unipotentnym, jesli ¢, jest lewostronna translacja o exp(tU), gdzie U € g jest
takie, ze ady” = 0 dla pewnego k, gdzie ady € End(g). Potok (¢;) zachowuje miare
Haara p na G/T.

Ponizsza definicja jest istotna dla opisu wzrostu ilosci orbit potoku unipotent-
nego:

11



Definicja 4.9. Niech g bedzie algebra Liego, a U € g bedzie elementem unipotent-
nym. Lancuch w g wzgledem U o glebokosci m jest liniowo niezaleznym zbiorem
{X;:0<j <m} takim, ze X, jest w centralizatorze U oraz

ady (X;) = X;—1 dla wszystkich 1 <1i < m.

Baza tancuchowa g wzgledem U jest baza, ktora jest suma lancuchow. Ciag

glebokosci (my, ..., m,) tancuchéw nazywamy strukturg taricuchowq U. Podstawy
taticuchéw oznaczamy przez {X}}™ (X2} ... {XP}™ edzie kazdy {X7})%

jest tanicuchem. Czesto bedziemy oznaczaé¢ tancuch uzywajac notacji
X,—= X1 Xy = X,

Liczby (my,...,m,) nazywane strukturg {aricuchowq U sa rozmiarami blokow
Jordana dla ady (patrz definicja [4.9). Nastepnie mamy nastepujacy niezmiennik,
ktory jest tempem wzrostu lub wolng entropig potoku (¢;):

Liczba GR(U) opisuje asymptotyczny wzrost ilogci orbit. W ponizszym przyktadzie
przedstawiamy naturalng klase potokéw unipotentnych.

Przyktad 4.10. Niech G = SL(d,R), I' C G za$ niech bedzie dowolna krata oraz

0 1 1t 32 - t41/(d—1)!

0 1 Tt - t72/(d—2)!
U= , exp,(tU) = ;
0 1 1 t
0 1

U nazywamy gldwnym elementem nilpotentnym zwiazanym z algebra sl(d,R).
Wynika z tego, ze GR(U) = 4(d — 1)(4d + 1).

W szezegbélnym przypadku SL(d,R) kazdy element algebry nilpotentnej jest
sprzezony z elementem w formie blokowe]

Uy
Us

Un

gdzie kazdy U; € sl(d;,R) jest gtéownym elementem nilpotentnym. Zauwazmy, ze
jest to doktadnie posta¢ Jordana macierzy U.
5 Gléwne wyniki

W tym rozdziale przedstawiamy gléwne wyniki z prac H1.-H5. PodzieliliSmy te
wyniki na dwie osobne sekcje dotyczace rownowaznosci Kakutaniego i wolnej en-
tropii.
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5.1 Roéwnowaznos$é Kakutaniego

W tej czesci opiszemy gtowne wyniki badan z prac H3.-H5.

5.1.1 Gléwne wyniki z H3.

W H3. wraz z Wei pokazujemy, ze produkt kartezjariski dwoch potokéw Kochergina
(o roznych wyktadnikach) nie jest obszernie Kroneckera. Badamy te potoki poprzez
ich reprezentacje specjalne. Przypomnijmy (patrz rozdzial , ze potok Kochergina
jest sparametryzowany przez obrot « i wyktadnik v. Aby podaé nasz gtéwny wynik,
niech (¢a.n)n>1 0znacza ciag mianownikow o € R\ Q. Wprowadzmy nastepujacy
zbior

D:={a€R\Q: uni1 < C(Q)qanlogguan(logn)?}. (5.1)

Z twierdzenia Khinchina, [26] wynika, ze {(D) = 1.

Twierdzenie 5.1. Niech 71,7, € (—=1,0), 71 # 72 i niech oy, a9 € D. Wtedy czas
jeden potoku 77 x T*272 nie jest obszernie Kroneckera.

Uwaga 5.2. Twierdzenie daje tez nieprzeliczalnie wiele nieizomorficznych, gtad-
kich potokéw w wymiarze 4 ktore nie sa obszernie Kroneckera . Brak izomorfizmu
wynika z rezultatow uzyskanych w [18], ktore implikuja nieréwnosé wolnej entropii
dla potokw, gdy v + 72 # 71 + 2

Aby pokazaé¢, ze uktad produktowy nie jest obszernie Kroneckera wystarczy
pokazad, ze istnieja co najmniej dwie kule Kakutaniego, tzn. istnieja punkty, ktore
nie moga byé¢ zgodne. Glownym pomystem w H3. jest uzycie réznych predkosci
rozciagania dla dwoch potokow T*7 | T2 (jest to zagwarantowane warunk-
iem 71 # 72). Rozne wspolezynniki rozciagania (oba wielomianowe o roéznych
wyktadnikach) gwarantuja sztywna strukture na kazdym mozliwym dopasowaniu.
Wazna obserwacja geometryczng jest to, ze nastepujace dwie funkcje ét”'ﬂ i ClltHV?
(rozwazane na dtugim przedziale [0, T']) sa albo bliskie na duzym podprzedziale [0, 7]
(co ma miejsce, gdy d jest duze wzgledem T') albo sa odlegte od siebie na wiekszosci
punktoéw przedziatu [0, 7).

5.1.2 Glowne wyniki z H4.

D. Ornstein, D. Rudolph i B. Weiss [33] skonstruowali ukltad rangi jeden T taki, ze
T x T nie jest obszernie Kroneckera. Przyktad w [33] jest oparty na konstrukeji Orn-
steina w [31] uladow rangi jeden z losowymi nadstawkami. Z drugiej strony, M. Ger-
ber skonstruowata w [15] mieszajacy uktad rangi jeden, ktorego kwadrat kartezjanski
jest obszernie Kroneckera. Przypomnijmy, ze naturalng klasa mieszajacych uktadow
rangi jeden sa uktady schodkowe. Nie wiadomo, czy produkty ukladéw schodkowych
rangi jeden sa obszernie Kroneckera. Nasz glowny wynik implikuje w szczegolnosci,
ze istnieja dwa uklady schodkowe rangi jeden, ktorych iloczyn kartezjariski nie jest
obszernie Kroneckera.

Definicja 5.3 (ciagi d-alternujace). Ustalamy 6 > 0 i niech (a,) oraz (b,) beda
dwoma rosnacymi ciagami liczb catkowitych dodatnich. Mowimy, ze (b,) jest (a,)-
alternujgce z wyktadnikiem 6, jesli zachodzi nastepujaca zaleznosé: istnieje ny € N
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takie, ze dla kazdego n > ny, jesli m(n) jest jedyne takie, ze by < an < bin(n)+1,
to birj(i) < ap 1ah™ < bymy41. Ponadto, (a,) i (b,) nazywamy d-alternujgcymi, jesli
(an) jest (b,)-alternujacy z wyktadnikiem o i (b,) jest (a,)-alternujacy z wyktad-
nikiem 0.

Pamietajac o definicji zbioru C. . (patrz (4.9))), dla 0 < v < ~' < 1. niech
ctaja ] vy \P ) T<7 )

Lo = {(T,5) €Cyy xCyry : (hL) and (RE) sa S-alternujace} . (5.2)

n

Wspolnie z de la Rue, [19], pokazujemy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 5.4. Jegli T' jest stabo mieszajacy i (T,5) € L2779 26 <, to T x S
nie jest obszernie Kroneckera.

Pokazujemy rowniez wazny:

Lemat 5.5. Dla kazdego T' € C,, 0 < v < 7' < 1/3, istnieje schodkowy uktad
rangi jeden S € C, /33, taki, ze (T,5) € L£/3:37 /4

Z 4] wynika ze schodkowe uklady rangi jeden sa mieszajace. W zwiazku z tym,
twierdzenie [5.4] wraz z lematem [5.5] implikuje nastepujacy rezultat:

Whniosek 5.6. Istnieja dwa uktady schodkowe rangi jeden, ktérych iloczyn kartez-
janski nie jest obszernie Kroneckera.

Nasza metoda wykorzystuje pewne pomysty z H3., ale gtéwny mechanizm jest
inny, a mianowicie uklady rozwazane w H3. maja superliniowy (w rzeczywistosci
wielomianowy ze stopniem bliskim 2) wzrost ilosci orbit, co jest gtownym zrodtem
bycia nie-obszernie Kroneckera. W naszym przypadku wzrost ilodci orbit jest lin-
iowy, a zamiast tego korzystamy z wlasnosci d-alternacji (patrz definicja , ktora
zapewnia, ze wysokosci wiez tych dwoch przeksztalcen rangi jeden nigdy nie sa
tego samego rzedu. Poniewaz przeksztalcenie rangi jeden T jest zdefiniowane in-
dukcyjnie przez ciag zagniezdzonych wiez (T )men, Wiec istnieje naturalne pojecie
odlegtosci, a mianowicie dwa punkty z,y sa w odleglosci ﬁ, jesli m € N jest na-
jwieksze takie, ze x,y sa na tym samym poziomie wiezy 7,,. Aby pokazaé, ze uktad
nie jest obszernie Kroneckera, trzeba pokazaé, ze "typowe" punkty nie sa bliskie w
metryce f tzn. ze dla typowych punktéw nie ma dobrego dopasowania. Dla dwéch
przeksztalcen rangi jeden 7' 1 S oraz typowych punktow (z,y), (2/,y’) w przestrzeni
produktowej, rozwazmy pewne dopasowanie fragmentéw orbit o dtugosci N. Mozna
wtedy podzieli¢ takie dopasowanie na zbiory A; w zaleznosci od tego, do ktorego
przedziatu postaci [27*7! 27%) nalezy maksimum odleglosci (dla T' i S) danej iteracji
automorfizmu 7' x .S . Gtéwnym celem jest pokazanie, ze moc zbioru Ay jest ogranic-
zona przez Nk=2. Wtedy fakt, ze dopasowanie ma malg moc wynika z sumowania
po k. Po pierwsze, ze wzgledu na schodkowa nature 7' 1 S, pokazujemy, ze jesli dwa
punkty znajdujace sie na tym samym poziomie 7,, ale nie na tym samym poziomie
Tn+1 osiagna wierzchotek 7, (co dzieje sie przed czasem h,,), to ich orbity nie beda
na tym samym poziomie 7, przez czas > hlt? (dla jakiego§ & > 0). Wynika to
z faktu, ze za kazdym razem, gdy orbity trafiaja na szczyt, rozchodza sie o pewng

14



dodatnia odlegtos¢ (ze wzgledu na schodkowa nature), ale jedynym sposobem, by
znalazty sie na tym samym poziomie wiezy 7T, jest rozejscie o > h,, co nie zdarza
sie przed h1*% (suma odlegtodci jest zbyt mata). W drugiej czesci pokazujemy, ze
jesli x, 2’ sa na tym samym poziomie wiezy 7, (nie za blisko szczytu lub podstawy
wiezy Ty), to jedyna mozliwo$é¢ ze Tz i TVx' leza na tym samym poziomie wiezy T,
dla i,j5 < Z—g jest wtedy, gdy i = j. Mowigc precyzyjniej, jezeli z, 2’ znajduja sie w
odlegtosci % oraz (y, ') znajduja sic w odlegtosci é (zal6zmy, bez utraty ogolnosci,
ze % < é), to dopasowanie "pionowe" (tzn. dopasowanie (T"z, S'y) z (T"2', S'y'))
nie dziata na Ay, dlai € [hS), (b))% (moze tylko dziata¢ dla i € [0, h5)]). Z drugiej
strony, uzywajac (h )26 < Z—% (przez d-alternacje) jedynym sposobem na dopa-
sowanie (T'z,S%) do (T92',S7y') w Ay dlai,j € [h3,(h3)F2%] jest to, ze i = j,
tzn. dopasowanie musi byé pionowe. Niespojnosé dopasowania na [h2 ) (h3)1+%]
daje ograniczenie |Ay| < Nk™2.

5.1.3 Glowne wyniki z H5.

W tym podrozdziale opiszemy gtéwne wyniki z H5. Przypominamy, ze w rozdziatach

i znajduja sie potrzebne nam definicje.
Glownym wynikiem H5. jest nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 5.7. Niech G bedzie potprosta grupa Liego, a (¢) = (Lexp(trr)) PO-
tokiem unipotentnym na G//T". Jesli krata I" jest kozwarta, to mamy (zob. (4.10)))

e((60),log) = GR(U) — 3.
Dla T" o skoniczonej ko-objetosci mamy
GR(U) —4 < e((¢r),log) < GR(U) — 3.
Ponadto, jesli GR(U) = 3, to (¢;) jest obszernie Kroneckera.

Korzystajac z twierdzenia [5.7, mozna uzyska¢ wzory na e((¢:),log) dla kilku
znanych potokéw unipotentnych ze wzoréw na GR(U) otrzymanych w H5. Oblicza-
jac bezposrednio, otrzymujemy 3k — 4 < e((h)}*),1og) < 3k — 3. To, w szczegol-
nosci, uogodlnia wynik M. Ratner, [36] na dowolng krate w SL(2,R)*. Jezeli krata
jest dodatkowo kozwarta, to e((h;*),log) = 3k — 3. Twierdzenie pozwala na
wyprowadzenie nastepujacych wnioskow:

Whniosek 5.8. Jedynymi ergodycznymi potokami unipotentnymi na skoriczonych
ilorazach potprostych grup Liego, ktore sa obszernie Kroneckera, sa potoki postaci

O = (é i) xid dzialajace na (SL(2,R) x G") /T, gdzie krata I" jest nieredukowalne.

Twierdzenie rozwiazuje problem 1 postawiony przez M. Ratner w [37] (zob.
tez [27]), a mianowicie mamy:

Wnhiosek 5.9. Niech G bedzie liniowa potprosta grupa Liego o dim G > 3, G/T" za$
przestrzenia jednorodna G o skonczonej objetosci.
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(i) Istnieja ergodyczne potoki unipotentne na G/I', ktore nie sa obszernie Kro-
neckera.

(ii) Jezeli G jest prosta, to zaden potok unipotentny na G/I' nie jest obszernie
Kroneckera.

(iii) Jesli G ma stopien rzeczywisty co najmniej dwa, to istnieja dwa potoki unipo-
tentne na G/I" (niekoniecznie ergodyczne), ktére nie sa rownowazne (w sensie
Kakutaniego).

(iv) Jesli G = SL(d,R), to istnieje co najmniej d — 1 potokéow na G/T", ktore sa
parami nieréwnowazne (w sensie Kakutaniego).

W istocie rzeczy przypuszczamy, ze liczba parami nieréwnowaznych potokéw na
SL(d,R)/T zachowuje si¢ jak wielomian d®. Co wiecej, nasz gléwny wynik pozwala
rowniez na skonstruowanie przyktadow algebraicznych, ktére odpowiadaja negaty-
wnie na nastepujace pytanie A. Katoka, [23]: jesi T'o S = SoT (tzn. S jest w
centralizatorze T') i T jest obszernie Kroneckera, to czy wynika z tego, ze S jest
obszernie Kroneckera? Pierwsze takie kontrprzyktady zostaly skonstruowane przez
de la Rue w [5]. Jednakze, przyklady te dotyczyly ukltadéow gaussowskich, o ktorych
nie wiadomo, czy maja gtadkie modele.

Whniosek 5.10. Niech T'= h; xid i S = h; x hy dzialaja na przestrzeni SL(2, R)?/T,
gdzie I' kratg nieredukowalng. Wtedy S i T sa ergodyczne, T oS = S o T, oraz T
jest obszernie Kroneckera, a S nie jest obszernie Kroneckera.

Kluczowa, nowatorska technika pracy H5. jest opracowanie nowych metod liczenia
niezmiennika Kakutaniego. Gléwna idea jest taka, ze jesli dwa punkty sg bliskie w
sensie Kakutaniego (co w ogolnosci jest bardzo trudne do kontrolowania), to sa
bliskie na dtugim bloku (w odniesieniu do metryki na G/I'). W szczegolnosci, pier-
wsza redukcja twierdzenia polega na pokazaniu, ze bycie w jednej (abstrakcyjnej)
kuli Kakutaniego implikuje bycie w kuli Kakutaniego-Bowena. Kule te sg okreslone
algebraicznie, a nie dynamicznie, i mozemy uzyska¢ dobre oszacowania ich wielkosci.
Mianowicie, aby zagwarantowa¢ dlugi przedziat czasu, w ktorym orbity sa bliskie,
a nie tylko duza czes¢ czasu, jak gwarantuje warunek Kakutaniego, trzeba pokazac,
ze orbity nie mogg sie zblizy¢, rozdzieli¢ i ponownie zblizyé w malej ilosci czasu i
w duzych skalach. W rzeczywistosci pokazujemy, ze dla dowolnego dopasowania or-
bit, mniejsze odcinki czasu dopasowania nie moga zajmowaé duzej czesci przedziatu
dopasowania.

Zwro¢my uwage, ze nasza technika w H5. rozni sie od metod Ratner z [35],
[36]. W istocie rzeczy, metody w [35] 1 [36] sa kluczowo oparte na fakcie, ze krata
jest produktem krat hiperbolicznych w SL(2,R). Nasza metoda opiera sie¢ na kon-
trolowaniu algebraicznej (wielomianowej) dynamiki potoku unipotentnego, a nie na
kontrolowaniu zachowania czaséw powrotu za pomoca wlasnosci kraty.

5.2 Wolna entropia

W tej czesci opiszemy gtowne wyniki uzyskane w pracach H1. i H2.

16



5.2.1 Gloéwne wyniki z H1.

W H1. obliczamy wolna entropie dla niektérych potokéw Arnol’da i Kochergina.
W tym celu najpierw definiujemy zbiér obrotéw, ktoére bierzemy pod uwage. Niech
(gn) oznacza ciag mianownikéw liczby «. Niech

D:={a €R\Q : g1 < C(a)g,logg,(logn)*}.

Z twierdzenia Khinchina, [26], wynika ze [(D) = 1. Dla € R\ Q, niech K, := {n :
Gni1 < qnlog™® .} i potozmy

E={aeR\Q : Z log~"/® q; < +00}.
¢ Ko
W [9] pokazano, ze [(£) = 1. Przy powyzszych definicjach nasze gléwne twierdzenia
sa nastepujace:

Twierdzenie 5.11. Niech a,(t) = x(logx)". Wtedy dla kazdego « € DN E i
odpowiadajacego mu potoku Arnol’a (th ) mamy, ze wolna entropia (th ) wzgledem
a,, jest rowna 1.

Drugie gtéowne twierdzenie dotyczy potokéw Kochergina.

Twierdzenie 5.12. Niech a,(t) = x*, x > 0. Wtedy dla kazdego a € D i kazdego
v € (0,1), dla odpowiadajacego mu potoku Kochergina (77”) mamy, ze wolna
entropia (th ) wzgledem a,, jest rowna 1 + 7.

W H1. podajemy réwniez gérne ograniczenie na wolna entropie potokéw lokalnie
rangi jeden (definicja patrz np. [11]). To wraz z twierdzeniami |5.11} ma
nastepujaca konsekwencje:

Whiosek 5.13. Kazdy potok Arnol’da z czestotliwoscia w D N € nie ma lokalnej
rangi jeden. Kazdy potok Kochergina z czestotliwoscia w D nie ma lokalnej rangi
jeden. Ponadto dwa dowolne potoki Kochergina o czestotliwo$ciach w D i réznych
wyktadnikach (v # 4/) nie sg izomorficzne.

Aby wyliczy¢ przyrost ilodci orbit w twierdzeniach [5.11]1 nalezy zbada¢ sumy
Birkhoffa pochodnej f. Przyrost sum Birkhoffa w przypadku asymetrycznych os-
obliwo$ci logarytmicznych jest rzedu nlogn, w przypadku osobliwosci potegowych
przyrost jest rzedu n'*7. To uzasadnia wybor skali w twierdzeniach i5.12, a
takze daje intuicje co do gornego ograniczenia na wolng entropie (wiazemy liczbe
kul Hamminga przez liczbe kul Bowena (kul topologicznych). Trudniejsze i bardzie;
istotne jest ograniczenie dolne, tzn. trzeba pokazaé, ze statystyczny przyrost ilosci
orbit (z metryka Hamminga) jest rowny przyrostowi ilogci orbit z metryka Bowena.
Strategie dowodu dolnego ograniczenia sa rézne w twierdzeniu [5.11] i twierdzeniu
W pierwszym z nich opieramy sie na powolnym, réwnomiernym rozbiega-
niu sie sasiednich orbit, a mianowicie wlasnosci Ratner ([40]). Jest ona oparta na
pewnych pomystach z [9], gdzie pokazano, ze wlasnosé Ratner (w stabszej postaci)
zachodzi prawie wszedzie dla potoku Arnol’da. Jednak w przypadku twierdzenia
.12, wlasno$¢ Ratner zachodzi tylko dla zbioru obrotéw niewymiernych o mierze
0. Dlatego musimy zastosowa¢ inng strategie. Technika ta opiera si¢ na wielomi-
anowym rozbieganiu sie orbit (w kierunku potoku) oraz wlasnosci réwnomiernego
rozkladu dla automorfizmu bazowego (oszacowania typu Denjoy-Koksma).
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5.2.2 Gloéwne wyniki z H2.

W H2. obliczamy wolng entropie (z wielomianowa funkcja skalujaca) dla potokow
unipotentnych (w rzeczywistosci obliczamy ja dla potokéw quasi-unipotentnych, co
jest bardziej ogolne). Pokazujemy réowniez, ze topologiczna i metryczna wolna en-
tropia sa rowne, a wiec w klasie potokéw unipotentnych obowiazuje zasada waria-
cyjna. Gltowny wynik to:

Twierdzenie 5.14. Niech a, (t) = tXi ¢, = exp(tU) bedzie potokiem unipotentnym
na przestrzeni jednorodnej o skoniczonej objetosci. Wtedy topologiczna i miarowa
wolna entropia ¢; w odniesieniu do a, sa rowne GR(U) (zob. (4.10)).

W szczegblnosci wynika z tego, ze wolna entropia nie zalezy od kraty (liczba
GR(U) zalezy tylko od struktury blokéw Jordana). Glowna idea tego twierdzenia
jest pokazanie, ze bycie w jednej kuli Hamminga w rzeczywisto$ci implikuje bycie
w jednej (nieco wiekszej) kuli Bowena. Wynika to z wielomianowego charakteru
rozbieznoéci bliskich punktéow. Zwracamy uwage na to, ze nasze wyniki obowiazuja
rowniez w sytuacji niezwartej. Zalozenie o zwarto$ci pozwala zagwarantowaé, ze
rozdzielenie orbit nastepuje na poziomie lokalnym, a mianowicie rozdzielenie dla
potoku implikuje, ze punkty rozdzielaja si¢ réwniez w nakryciu uniwersalnym. W
sytuacji niezwartej moze sie zdarzy¢, ze punkty rozdzielaja sie w nakryciu uniwersal-
nym, ale nie rozdzielaja sie w przestrzeni ilorazowej. Dzieje sie to doktadnie wtedy,
gdy orbity uciekaja w kierunku wierzchotka. Trzeba wiec pokazaé¢, ze dla duzego
zbioru punktow czas, jaki orbity spedzaja w sasiedztwie wierzchotka, jest niewielka
czescig rozpatrywanego przedziatu czasu.

5.3 Inne publikacje i wyniki

W tym rozdziale wymieniamy i krotko opisujemy inne wyniki. Podzieliliémy je
tematycznie na kilka podrozdzialéw ponize;j.

5.3.1 Wlasnos$é Ratner dla gtadkich potokéw na powierzchniach

1. A. Kanigowski, Ratner’s property for special flows over irrational rotations
under functions of bounded variation, Ergodic Theory Dynam. Systems, 35
(2015), 915-934.

2. A. Kanigowski, Ratner’s property for special flows over irrational rotations
under functions of bounded variation II, Coll. Math., 136 (2014), 125-147.

3. A. Kanigowski, J. Kulaga-Przymus, Ratner’s property and mild mixing for
smooth flows on surfaces, Ergodic Theory Dynam. Systems, 36 (2016) 1-25.

4. B. Fayad, A. Kanigowski, Multiple mizing for a class of conservative surface
flows, Invent. Math., 203 (2) (2016), 555-614.

5. A. Kanigowski, J. Kutaga-Przymus, C. Ulcigrai, Multiple mixing and parabolic
divergence in smooth area-preserving flows on higher genus surfaces, J. Eur.
Math. Soc., 21 (2019) 3797-3855.
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Ta czedé¢ moich badan koncentruje sie na uogélnieniu pewnej szczegolnej wias-
nosci dynamicznej uktadéw jednorodnych odkrytej przez M. Ratner na kontekst
niejednorodny. W szczegodlnosci, w 4. wprowadziliSmy tzw. przetgczeniowaq witas-
no$é Ratner (wlasnos¢ SWR) a nastepnie udowodnilismy jej zachodzenie w 3., 4.
i 5. dla gtadkich potokéw na powierzchniach. W 4. i 5. rozwiazaliSmy problem
Rohlina z lat 50-tych ub. wieku w klasie gladkich potokéw na powierzchniach. A
doktadniej,pokazaliémy ze mieszanie implikuje mieszanie wszystkich rzedow w klasie
gtadkich potokéw w wymiarze 2. Ponadto w 3. 1 5. po raz pierwszy w literaturze
udato sie pokaza¢ wlasnos¢ SWR dla potokéw specjalnych nad przektadaniem od-
cinkow.

5.3.2 Sztywnos$¢ i elastyczno$é wtasnosci ergodycznych w gtadkiej dy-
namice

1. A. Kanigowski, F. Rodriguez-Hertz, K. Vinhage, Smooth K mnon-Bernoulli
automorphisms in dimension 4, J. Mod. Dyn., 13 (2018), 221-250.

2. C. Dong, A. Kanigowski, Rigidity of a class of smooth singular flows on T?, J.
Mod. Dyn., 16 (2020), 37-57.

3. A. Kanigowski, Bernoulli property for homogeneous systems, submitted,
arXiv:1812.03209.

4. C. Dong, A. Kanigowski, Bernoulli property for certain skew products over
hyperbolic systems, accepted Transactions of the AMS, arXiv:1912.08132.

5. D. Dolgopyat, C. Dong, A. Kanigowski, P. Nandori, Mizing properties of gener-
alized T, T~ transformations, submitted, accepted Israel J. Math, arXiv:2004.07298.

6. D. Dolgopyat, C. Dong, A. Kanigowski, P. Nandori, Flexibility of statistical
properties for smooth systems satisfying the central limit theorem,
arXiv:2006.02191.

7. D. Dolgopyat, A. Kanigowski, F. Rodriguez-Hertz, Ezponential mizing implies
Bernoulli, submitted.

W tej czesci moich badan zajmuje sie wtasnosciami ergodycznymi uktadow gtad-
kich. W (1) pokazalismy istnienie ukladéw K na T4, ktore nie sa uktadami Bernoul-
liego. Rozwigzato to problem postawiony przez D. Rudolpha w latach 80-tych ub.
wieku. W 3. udalo mi sie udowodnié¢ twierdzaco hipoteze postawiong niezaleznie
przed S. Daniego i R. Bowena z lat 70-tych ub. wieku, czy potoki jednorodne o do-
datniej entropii sa potokami Bernoulliego. W 6. skonstruowali$émy pierwsze uktady
K ktore nie so Bernoulliego i ktore spetniaja centralne twierdzenie graniczne. Udato
nam sie rowniez pokazac, ze istnieja uklady o zerowej entropii, dla ktérych obow-
iazuje centralne twierdzenie graniczne. Rozwiazalo to problem J.-P. Thouvenota z
lat 90-tych ub. wieku. W 7. pokazalismy, ze mieszanie wykltadnicze implikuje wlas-
nos¢ Bernoulliego (a w szczegdlnosci dodatnia entropie), odpowiadajac na pytanie
A. Katoka (pytanie to zadawali rowniez inni badacze).
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5.3.3 Polaczenia dla ukltadéw parabolicznych

1. A. Kanigowski, M. Lemanczyk, Flows with Ratner’s property have discrete
essential centralizer, Studia Math., 237 (2017), 185-194.

2. G. Forni, A. Kanigowski, Multiple mizing and disjointness for time-changes of
bounded type Heisenberg nilflows, J. Ec. Polytech. Math, 7 (2020), 63-91.

3. A. Kanigowski, A. Solomko, Isomorphism problem for von Neumann flows,
Israel J. Math., 226 (2) (2018), 685-702.

4. A. Kanigowski, M. Lemariczyk, C. Ulcigrai, On disjointness properties of some
parabolic flows, Invent. Math. 221 (2020) 1-111.

5. C. Dong, A. Kanigowski, D. Wei, Rigidity of joinings for some measure pre-
serving systems, ukaze sie w Ergodic Theory Dynam. Systems, arXiv:1812.05483.

Ta czes¢ moich badan dotyczy teorii potaczen w uktadach parabolicznych. W 1.
rozwiazaliSmy pytanie J.-P. Thouvenot’a pokazujac, ze wlasnoé¢ Ratner implikuje
lagodne mieszanie (a wiec wyklucza sztywnosé). W 4. wprowadziliémy nowe tech-
niki wykrywania roztgcznosci (Furstenberga) dwdch uktadéw. Nastepnie uzyliSmy
go do pokazania roztgcznosci réznych przeskalowan zamian czasu potokéw horocyk-
licznych. Pozwolito to na pokazanie hipotezy Sarnaka dla zamian czasu potokdéw
horocykli, a takze stanowitlo odpowiedz na pytanie M. Ratner z 2013 roku. W
2. zmodyfikowalismy kryterium roztgcznosci do badania potaczen réznych zamian
czasu potokéw Heisenberga.

5.3.4 Wlasnosci spektralne uktadow gtadkich

1. G. Forni, A. Kanigowski, Time changes of Heisenberg nilflows, Asterisque, 416
(2020), 253-299.

2. A. Kanigowski, D. Ravotti, Polynomial 3-mizing for smooth time-changes of
horocycle flows, ukaze sie w Discrete Contin. Dynam. Systems,
arXiv:1909.08799v2.

3. P. Berk, A. Kanigowski, Spectral disjointness of rescalings of some surface
flows, ukaze sie w J. London Math. Soc., arXiv:1901.04724.

4. J. Chaika, K. Fraczek, A. Kanigowski, C. Ulcigrai, Singularity of the spectrum
for smooth area-preserving flows in genus two and translation surfaces well ap-
prozimated by cylinders, ukaze sie w Comm. in Math. Physics, arXiv:1912.10250.

5. B. Fayad, G. Forni, A. Kanigowski, Countable Lebesque spectrum for area
preserving flows on the two torus,, J. Amer. Math. Soc. 2021, published
online: doi.org/10.1090/jams /970

Ta czes¢ zajmuje sie badaniem widma gtadkich uktadéw o zerowej entropii. W 1.

oraz 2. opracowaliSmy nowe narzedzia z analizy funkcjonalnej (wprowadzajac tzw.
funkcjonaly Bufetowa) do badania korelacji zamian czasu potokéw Heisenberga i
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horocykli. W punktach 4. i 5. badaliSmy widmo pewnych gtadkich potokéw na
powierzchniach. W szczegoélnosci w 5. pokazalismy, ze istnieje gladki potok na
torusie z przeliczalnym widmem Lebesgue’a oraz ze zamiany czasu potokéw horo-
cykli rowniez maja przeliczalne widmo Lebesgue’a. Udowodnilismy w ten sposb
hipoteze A. Katoka i J.-P. Thouvenota.

5.3.5 Twierdzenia o r6wnomiernym rozktadzie dla podzbioréw rzadkich

1. A. Kanigowski, M. Lemanczyk, M. Radziwitl, Rigidity in dynamics and Moe-
bius disjointness,Fund. Math. 225 (2021) 309-326.

2. A. Kanigowski, M. Lemariczyk, M. Radziwilt, Prime number theorem for an-
alytic skew-products, submitted, arXiv:2004.01125.

3. A. Kanigowski, Prime orbits for some smooth flows on the torus, submitted,
arXiv:2005.09403.

4. K. Fraczek, A. Kanigowski, M. Lemariczyk, Prime number theorem for Toeplitz
systems, opublikowano online w Erg. Th. and Dyn. Sys.,
DOI: https://obi.org/10.1017 /etds.2021.3

Ta czesé moich badan lezy na pograniczu teorii uktadéw dynamicznych i anality-
cznej teorii liczb. Glownym celem jest badanie orbit uktadéw dynamicznych wzdtuz
czasow pierwszych. W 2. pokazaliSmy pierwsze przyktady niealgebraicznych gtad-
kich uktadow, dla ktorych zachodzi twierdzenie o liczbach pierwszych. Techniki te
wykorzystuja bardzo glebokie narzedzia (i nowe wyniki) z uktadéw dynamicznych
i analitycznej teorii liczb (rozktad liczb pierwszych w postepach arytmetycznych z
duzymi modutami). W 3. pokazalem istnienie stabo mieszajacych uktadow, dla
ktorych zachodzi twierdzenie o liczbach pierwszych. W 4. pokazaliSmy, ze twierdze-
nie o liczbach pierwszych nie musi obowiazywaé dla regularnych uktadéw Toeplitza
pomimo ich szybkiej aproksymacji uktadami okresowymi.

6 Inne osiggniecia
Nagrody i granty

e Nagroda Instytutu Matematycznego za prace doktorska, przyznana przez: In-
stytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, (2015).

e Miedzynarodowa nagroda im. Banacha za rozprawe doktorska z nauk matem-
atycznych, przyznana przez: Polskie Towarzystwo Matematyczne, (2016).

e Nagroda Polskiego Towarzystwa Matematycznego dla Mtodych Matematykow,
(2016)

e Nagroda Kazimierza Kuratowskiego (dla matematykow, ktorzy nie ukonczyli
30 roku zycia), przyznawana przez: Instytut Matematyczny Polskiej Akademii
Nauk i Polskie Towarzystwo Matematyczne, (2017),
https://www.impan.pl/en/events/awards/kazimierz-kuratowski.
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PI, grant NSF DMS-1956310, Wtasnosci ergodyczne uktadow gtadkich na roz-
maitosciach, 2020-2022.

Co-PI, grant konferencyjny NSF DMS-1956303, Konferencja uktadéw dynam-
1cznych w Marylandzie, 2020-2022.

Wystapienia na konferencjach i seminariach

Dynamics Workshop, State College, (28 pazdziernika- 1 listopada, 2021).
Dynamics Seminar, Penn State University, (10 pazdziernika, 2021).
Resistencia Dinamica, Rio de Janeiro (online), (6 czerwca, 2021).

Midwest Dynamics Seminar, Chicago (online), (12 kwietnia 2021).

Dynamics Seminar in Paris (online), (17 stycznia 2021).

Ergodic Theory Seminar, Torun (online), (2 wyktady w grudniu 2020).
Dynamics Seminar, College Park (online), (10 April, 2020).

Dynamics, Geometry and Combinatorics - Lausanne (21 -25 pazdziernika 2019).
Parabolic Dynamics, Zurich (1-5 lipca 2019).

Joint Mathematical Meeting, Baltimore, (16 stycznia 2019).

Dynamical systems seminar, University of Zurich, (16 grudnia 2018).
Workshop on Sarnak’s Conjecture, AIM, San José, (10-14 grudnia 2018).
Journée Dynamique, Paris VI and VII, (6-8 grudnia, 2018).

Ergodic Theory Seminar, Princetion, (marzec 2018).

Dynamical Systems Seminar, University of Chicago (13 listopada 2017).
Seminarium z teorii ergodycznej i uktadéw dynamicznych, Torun (6.06.2017).
Working Seminar, Penn State University, (marzec 2017).

Dynamical Systems Seminar, University of Maryland, (17 listopada 2016).

Semi-annual workshop in Dynamical Systems and Related Topics, Penn State
University (27-30 pazdziernika 2016).

Konferencja Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Olsztyn (12-17 wrzesnia
2016).

Semi-annual workshop in Dynamical Systems and Related Topics, Penn State
University (22-26 pazdziernika 2015).

Dynamical systems seminar, Penn State University (7 wrzesnia 2015).
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e Seminarium z teorii ergodycznej i uktadéw dynamicznych, Torun (2.06.2015).
e Seminarium Uktady Dynamiczne, Wroctaw (1.04.2015, 8.04.2015).

e Dynamical systems seminar, Bristol (12 grudnia 2014).

e JournASes Dynamiques P6-P7, Paris (27 pazdziernika 2014).

e Semi-annual workshop in Dynamical Systems, Penn State University (16-19
pazdziernika 2014).

e Dynamical Systems Seminar, Northwestern University (12 pazdziernika 2014).
e Teoria ergodyczna i uktady dynamiczne, Torun (12-16 maja 2014).
e Wandering Seminar, Warszawa (24-27.04.2014).

e Probability, Ergodic Theory, Dynamical Systems and Related Fields, Tel-Aviv
(08-11 kwietnia 2014).

e Ergodic Theory Workshop, Chapel Hill (03-06 kwietnia 2014).

Dziatalnos$é dydaktyczna
e Matematyka 140 (Rachunek I), zapisy: 50, Stan Pensylwania 2015,
e Matematyka 140 (Rachunek I), zapisy: 80, Stan Pensylwania 2016,

e Matematyka 506 (seminarium magisterskie Teoria Ergodyczna), zapisy: 8,
Stan Pensylwania 2017,

e Matematyka 403 (Analiza I), zapisy: 35, Stan Pensylwania 2018,

e Matematyka 452 (Wprowadzenie do dynamiki i chaosu), zapisy: 25, UMD
2018,

e Matematyka 406 (Wprowadzenie do teorii liczb), zapisy: 30, UMD 2019,

e Matematyka 310 (Wprowadzenie do dowodéw matematycznych), zapisy: 31,
UMD 2020,

e Matematyka 406 (Wprowadzenie do teorii liczb), zapisy: 35, UMD 2020.

Opieka naukowa nad mlodymi matematykami

e nadzorowanie letniego programu badawczego Aarona Bendy (studia licenc-
jackie) na UMD oraz nadzorowanie jego badan nad twierdzeniami o nieliczbowych
rozktadach réwnomiernych (zakoriczonych praca).

e praca z Changguang Dongiem (Brin Postdoc na UMD) nad zagadnieniami
z teorii gtadkiej ergodycznosci, w tym dynamiki parabolicznej i wlasnosci
Bernoulliego (4 wspoélne prace).
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e praca z Agnieszka Zelerowicz (Brin Postdoc na UMD) nad zagadnieniami z za-
kresu formalizmu termodynamicznego dla uktadéw czesciowo hiperbolicznych
(1 projekt w toku).

e praca z Darenem Wei (absolwentem PSU) nad réownowaznoscia Kakutaniego
w abstrakcyjnej teorii ergodycznej (7 wspolnych prac). Za swoja prace nad
rownowazno$cig Kakutaniego. Daren odbywa staz podoktorski u E. Linden-
straussa (od jesieni 2020).

e praca z Minsungiem Kimem (absolwentem UMD) nad poziomem mieszania
dla nilpotentnych rozszerzeri uktadéw hiperbolicznych.

Recenzowanie prac w:

Duke Math. Journal, Comm. in Math. Physics, Adv. in Math., Ann. Henri
Poincaré, Ergodic Theory Dynam. Systems, J. Mod. Dyn., Journal of Number The-
ory, Discrete and Continuous Dyn. Sys.-Series A., Israel J. Math., Studia Math., J.
d’Analyse Math.

Dzialalnosé organizacyjna

e Wspotorganizator, Seminarium Systeméw Dynamicznych, Penn State Univer-
sity, (2016-2018),

e Wspotorganizator, Maryland Dynamics Workshop, Maryland, kwiecieri 2019
r?

e Wspolorganizator, Center for Dynamics Colloquium, Penn State University,
(2016-2018),

e Wspotorganizator, Mathematical Outing for Undergraduates, 2017 r,
e czlonek komisji, obrona doktoratu Jing Zhou (2020),

e czlonek komisji, obrona doktoratu Minsunga Kima (2020).
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